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Ove7ged7ulcl uil het Weekblad ,,DE INQENIRW" 1929 No. 2 .  Weritlf~ig- en Scheepsbouw 1. 

De invloed van het ribverband op de sterkte van vliegtuigvleugels I1 

door 

ir. C. KONIWG. 
I<npport V 2H.1. Rijks-Studicdienst voor de Luchtvaart, Amsterdani. 

In het rolgcndr, nordt cen wnvoudigc afleirling besproken van <IC in Rapport V. 175 I) yegevcn diffeerentiaal- 
vsr, de 

in genornid rapport s c h t m i f  ingcvoerde azitnriaiii~, (1st de ribhen oneindig stijf sijn tegen bniging, tcrwijl bovcn- 
dirt, dr liggmifitiind ovm tlt. gcheclr vlriigelhreedte constant axngenomm wordt. 

vergclijkinger wxn een ligger-rib-sysirwn oonder hckleeding. IIierbij wordt van den beginne vitge,. "1.11, . 

I )  B r n z ~ s o  C .  R., Kocn J. .l. en KONING C. I k  invloed 
van het ribverband op de sterkte van vliegtuigvleuyels I. 
I t .  S. L. Rapport V. 175. De 1ngeni.eur 1% November 10% 
= Verslagen rn Verhaadelinpen H. S. L., Deet IT, blz. 101- 
187: in "irkorten vorm ook als: 

Hmse~o C. R., Kocn J. J. und KONING C. IJeber die Be- 
rcrhnung von freitragenden Flugzeugfliigeln. Zeitschrift fur 
nngewandte Msthematik und Mechanik, 1826. S. 97-105. 
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SCHRMA VAX I ~ E T  CERAAMITE VAN XF,N VI.C~:GRI.; 
C O ~ R D I N A T E N .  

1 .  worligger; 2. achterligger. x y, z: coiirdinatcn; q:  ver- 
draaiing \'an den vlellgei; 1: lipgerlengte; b: lig,qcrafstand. 

, c  
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Fig. 1.  

St, en J; sijn de sti,jflieidsfaetoreii van rlr liggws, rwp. 
tegen buiging en ~ r i n g i n g .  

De uitwendigc lielastingen per Iroglc-ecnlwkl \wrdt.n 
met q aangegeven, D;  en T 1,eteekenen rmp. d\vsrs- 
kmrht, lwigenfl en wringend moment (zir vrrdt:r punt  5 
en 0). 

De hoofdnraten \'an drn vleugel rijii dr. Iig~<~rlenyte 1 
en de liggcrafstand b. 

De indicrs 1 en 2 1)rtwkcneii~ d:lt (IC Ix~loddr yruot- 
heid betrekking Irc!ePt op den voor-. resp. adi tdigger;  
de indices ?i (111 c dnidcn a m ,  of d? l~cs(4i~niwdv kracblen 
en mommtea hepaald zijn door d e  uitwendig.e b r l n s t i i ~ ~  
dan wcl afhankelijk zi,jn van d t ,  dnstisdrr ,-~,r,.[,ri,iiiig,,ii 
van den vleirq4. 

4. Methode. 

Hescliouwrl wnrdt het dce1 r a n  &ti vlcngrl. d:~t t'ener- 
zi,jds Iiegrcnsd is door het vlcugeloit~indr. andrrzijdh door 
een vlak 01' c w  nfs1;inrl :?' van h P t  inklenipunt P I )  lorxl- 
redit 01, de lig!gers (.,doorsnrde ,?,''j (Lie fig. 2 ~ ) .  1)r wen-  
wicl i ts~~i~or~vn~ir~len v~iii dit. deel van den vIrt12d g i v n  
bet,rekkiiigcn tirsschrii de hierop wrrkendc uitwttridigr 
helastingen PII de ill rlc doorrnedr .I' opi.redcnrli, vlastisclir 
krachtm en momenten. Worden deze laatsten uitpe- 
drukt in <IC vrrriri\~eranderinpen r a i l  de liggrrs. d;in rvordeii 
vergeli,jkingen vrrkregcn, waarin dezc \ o r m \ - r r a n , l t ~ i i ~ i ~ ~ ~ i ~  
en dc nitwenrligc: hrlastingrrl roorkoirirn. Nu passendc 
onivoriniiig Iili,jken drzc vrrgrli,jkin~m identick I r  zi,jn nan 
dr in raplwst 1'. 17.5 (punt  X) vcrkxynrr. 

5. De uitwendige belastingen. 

I)r. iiitwencligc krnchtcn si,jn i n  w.crkrlijkhrid cxint,inu 
verdreld over liel vlrug~~lvl;~k. Yoor Ii<,t hier t r l~csdmuwen 
evennirht rnugcn sij erlitrr \-ervangrn wordw door rem 
statisclr gelijkwaarilig slrlsrl van kraehten. Dit !an op 
twee vc~rsnhillrndr~ wijzen geschicden: 

a. 11mr de rwntinii \wder4dc hclastinpcn ili qr op 
den wm-, i-enp, arhtcrliggttr, w:mrhi,j deze zoo geknwn 
worilen, clat de aequivalrntie in  iedcr oncindiy smal 
stmnkje loodrecht r i p  de liggerrirliting beskiat (fig. 2n): 

door 6-n in ecn nader t e  I)epalcn punt asnyrijpende 
drukkracht en een koppel (fig. 21,). 

in de practijk (le bclasting 
van een vleugel merstal aangrgerm wordt. de tweede is 
hier echter de eenvoudigste voor het gehruik in de even- 
wichtsvoorwuarden. Door de aanname, d;lt alle kxlas- 
tirigen loodrecltt, oil het vleugelrlak werkcn (V. 175, 
punt Zj, staat iiok de rrsultcermde 1:racht loodrecht up: 
en is de as vaii het koppel evrnwijdig aan dit \-lak. Het 
stelsel is dua hepaald door 3 componenten. AIS punt, waar 
de kncht. aangrijpt, wordt het punt ili van deli ronrligger 
genonren. Dc drie componentrn, in fig. 2h aangegel.cn in 
den zin: die overeenkomt met Pen positieve waarde. sijn 
dan de dwarskracht nu, het buigend moment Mu en 
het wringend moment Tu. Tusschen de beide haven under 

b. 

De rerste is die, waarop 

KRICHTESSTELSRLS, DIE STATISCE G E L I J K W A A ~ D K  ZWN MNT 
D E  RDlTEU D E  DOORSNEDE S WERKENDE UlTWENDlGE 

BELASTIXCEN. 

u. rontinu verdeelde belastingen np de liggera: b. irr 661, 
punt aangrijpmde krachtm en koppels. 

/l 

I k z e  uitkoinsten kunnen ook verkregeir worcleir door 
de doorsnede z van .I' naar a! -t- ds t e  verplaatsen en on 
te gaan, IIOC ilierhij dr 1)eschoiiwde grnotheden vrrancleren. 

6. De evenwichtsvoorwaarden. 

Dc in de cloorsnede s nerkende elastischr kr:ieliteir e11 
inninenten zijn: de dwarskrachten DIe en D z p ,  de bui- 
gende inmienten M,, en M,,,  de wringende nroinrnten 
T,, en Tse .  Zij zijn in Fig. t i  aanqegrven, wanrbij de pijl- 
richting den zin aangeeft, waarin sij voor het IJeschouwde 
deel van den vleugel als positief asngenomrn ziillen worden. 
Zij moeten voor dit deel van den vleugel evenwicht maken 
met de uitwendige krachten; de evenwichts\.oorwaarden 
zijn dus: 

D" = D.. t n,, I 

http://aangegel.cn
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f>E P:L%YTISCHII- KRACRTEN EN MOMENTEN IN DE DOORSNEDP. X. 

Pig. 3. 

7. De betrekkingen tusschen  de vervormingen e n  

I irsschen de rlastischr vervorminpm van dlc liggers 
en dr krarhtrn r n  momenten, die hierniedr s:imenhangen, 
lrrstaan d e  l)ekende hetrekkingen: 

de elastische krachten en momenten .  
,. 

.1f ,e  -: -- Lylb!{l”. .+?2e :.> .. SBb :t/z,‘,‘ , 
=~ -+ ( S  I b  211’’)’ =~ !~ ( S , b  !,? ) i 3 

yje ~4 ,y I f  $ 1  T2, 7.~ ~T~ s,, 4, \ 
Ikit drzc voor ecn afiondwlijkm balk geldige uitkomst,en 

ook Iiim gchruikt mogen worden, kaii men lrrt lirstr inzirn 
doi>r tc bedcmkrn. dat de likrgrr ook 10s van hct gelreele 
strlsrl I)rsrhmiwd mag wartlrn, m i t s  inen om dwrlflle 
\1irtri\-rr;indrrinyeri t ?  krijgat, I,rh:11rr de oorspronkelijke 
uitwrndigr hrlasting q .  nog ern rerdcri! eontinu vrrdrrldr 
hrlxsting rn, rvcneens continn vrrrleelde, wrinpende 
korqwls atinltreugt. die ovrrrrnkomcn met dc door de 
riljlw! r,rcrgdrqgen krachten rn mommten. I n  het incest 
n l ~ c w w n r  grval mudtm ook tmigcndr momenten op dr 
ligyrrs wwkrn, rlir het grvolg zijn van uringing ran  de 
rilihcn. I h a r  rrhter dr torsiestijftieid r a n  de ribben te  
rrrwaarlooern is (zie punt 2) ,  knnneri dezr rnomrnten 
hirr Imitm lwsrhouwing g:rlnt,rn worden. 

8. De differentiaalvergelijkingen voor de  liggers. 
Voert mcn dc hoven nls 1 cn 3 grgwen uitdrukkinpen, 

nii de evrriniclitavorinvaarden 2 naar gedifferenticcrd 
tc heblxm. in 11~r.c in, dan blijkt, ilat de eerst,eentweede 
Iriden tot rwmclfile veqylijking. Dit is nkt. te  verwunde- 
riw. ilaar zoowel voor de uitnmdige helastingm als voor 
de tlastisrlie krachtcn eenzclfde hetrekking tussclrrn 
d~~arskracht.  D en hnipmd niomcnt .I1 hestwt. 

I )c  Iwidr ovcrblijverrdr vrrpelijkirrgen zijn dan: 

e11 ecnige ornvorming overgmn in dr nit m p p r t  \-. 175 
bekendr (V. 175, vergelijkingen 11, punt 8) voor con- 
stante wear& van !, 

9. De  randvoorwaarden .  

De vrneger gegeven randvoorwaarden (V. 175, punt 11) 
blijven natnurlijk onveranderd; die vnor de liggeniiteinden 
kunnen ook op eenvoudige wijrr verkregen anrden met 
behulp van het bovenstaande. Laat men namelijk de 
doorsnerle x samenvallen met het vleugeluiteinde, dns 
z! I ,  dan worden alle uitwendige krachten en momenten 
nul. De elastische krachten moeten dus een evenwichts- 
stelsel vormen, de evenwichtsvnorwaarden 2 worden nu: 

4, + 4. = 0 
Mi, + M2e = 0 
T,, -t TpI - D,, b = 0 

Daar. votgens de in punt 3 1:egeven aannamc,.de torsi<.- 
stijfheid van de rihben n d  is, zullen, aooals ook reeds in 
punt 7 opgemerkt werd, deze geen mopenten over- 
dragen, dit; als huigende momenten 01, de liggers wer- 
ken, zoorlat de tweede van borrnstaantle vnor het punt 
z T 1 gddende vergelijkingm uitcwivnlt, in: 

M , ,  -:~= 0 en &lsn-r?, == 0 

hetgeen, ns  invoering van de elastisrlir \w\vruiingen, 
overgaat in de randvnorwaarden 

.21 := 1 s j b  E 0 s, :Y*’’ 0.  
Wordt I ) , ,  ~= 9 gestrlrl. dan rolgt nit d c  eerst. een 

derde drr bovrn grpcrm roorwaarden: 
T ~ - ~ x  

x b  ~r ‘r,, -:- vrsc = n 
Wordrn ll,e. I&. T l e  en  T2, nitgedrukt in de clastisclw 

i n  de vcrvormingen en de Iiicrin voorkomende grrwtlicid 
imlintittm van rlc rlnslisrlie lijnen, dnn wordt Xwkrrgen: 

~ I (S,* yl”)’ ~=: x ( S 2 b  I/?”)’ = - x 
s,t -t Iszf 

= 0, -y/, ~~~~. 
b 

dus idrntirk met de in 1‘. 17.5 grgevrii randvoorwaardrn. 
waiineer hirrin I, = constant ~ircrpumitnr:n wordt, (Vi.rg:t.- 
lijkinx \’I, punt 1 1 ) .  

(;\Sgcsloten Srptwilxr 1U2X.) 

RAPPORT V 284. 

De invlned van he t  r ibverband op de sterkte  van 
vliegtuigvleugels 11. 

I ‘ittTelise1. 

a. O?ni:N)Ig Z ’ U I I  hrt liicr Dch.n11drlf1e‘ deel ( p u n t  1). 
Uc i n  rapport, V.175 2) ge~cvrir differentiaalvergelijkiii- 

gen voor dr  liggers van een vleugel zonder heklerding 
wordeii op wnviiudiger nijee afgelrid. Ikze rereenvoudi- 
ging wvrdt  verkregtm rlorw hrt  van den beginne af invoercn 
van de 1,airle in  punt, b genoeinde aaniranien. 

h .  .4wiiicifiimi (piiu1 2) .  
Hij dc afleidiiig rlrr rrrgelijkingen wurdt aangcnomni. dat 

de rithtm oneindig stijf zijn tegen buiging. 
dr liggrrdsctand oTrr de pehrclr vleugelbreedte con- 
stant is. 

In rappori 17.1 75 w t ~ d  de  crrstgenocnidr aanimnr. 
waarvan de t~rel;i;itl,a:rrhei~t daar nict t:en gctnllenroorl~celd 
aanyrtound wml, crrst, ingevoerd nadat de algenieene 
vrrgrlijkinyon verkrrgrn waren. 

I k  uvrrixr aannarncn zi,jn geheel rlczelfdr als in rappnrt 
1’. 175; hiervan d i m m  nop gcnoimd tc wordim: 

dr in oneindig p i n t  aunt,al aanwczige riblien zijn 
rontinu \-rrdecld; 
de torsir:stijfhrid ran  dr ribhcn is nul. 

c. Aflci,din,g i’iin de iwgelijkiigrrb.  ( fJU3 i t  4 t;m. 8). 
Ilet evrnwic.ht van bet, deel van den vleugel tussohen de 

,,doorsnrrlr ,F” (fig. 2a) m het vlengrluit&de wordt be- 
schonwd. I n  (IC e\.enwictitsvoorwaardcii (punt 6, 2) koruen 
eenerzijds dr d o w  de iiit,wendige behistingen vrroorzaakte 
krachteri en momenten (aangegevrn door indices 7 4  (fig. 
2h) andrraijds in de doorsnede s werkende elastische 
(indices e) (fig. 3) \.om. ~:erstgenoeinden kuniien nitgedrukt 
worden in de uitwendigc belastingen (punt 5 ,  I), laatstge- 
genoernden in de elastische ver\~orroingen (pnnt 7, 3). ln- 
voering van dcm uitkomsten in de evenwichtsvoonvaar- 
den geeft de diffcrentiaal‘,ergelijkingrn voor de liggers 
(punt 8, 44)). 

d. Ruridmmwnarden. (punt 9). 
De raedvnonuaarden vuor het vleugeluiteindeh kunnen 

met hehulp van deaelfde niethode op eenvoudige wijre af- 
geleid worden. 

1)  Zie noot l) r a n  lret rapport. 

. 

http://aannamc,.de


RAPPORT V 284. 
L'infiuence des nervures sur la resistance des ailes 11. 

RdsumP. 
a. Etmdue de la parfic truiflc i c i  (mtirlc I). 
Les Cqnntions diffirentielles donn4es dans le rapport 

V 175 "j pour les longerons d'unc ail? Sans recouvrement 
sont. dbduites dune  faqm plos simple. Cette simplification 
est ohtenue par I'introduction d6s le cnmmeurement des 
deux suppositions donnbrs clans I'article b. 

h. S?qipo.~ifion.s fnriiclc 2). 
Pour la d4dnrtion des 6quations on a supposi. que  

les nervure.; sont infiniment rigides. 
la distance mt r r  les lonrerons est constant? sur tonte 

gewiesen wurde, erst eingefiihrt naohdem die nllgr"inen 
Gleichnngen erhalten wnren. 

Die iibrigen Annahmen sind genau dieselbeen wie iin 
Berieht V 175. Von diesen sollen hier genaunt werden: 

die Rippen, deren .Amah1 nnendich gmsz ist. sind 
gleichmdszig verteilt. 
die Torsinnssteifigkeit der Rippen wird vernacli- 
liissigt. 

c. Ableifurg der Gleichungen (P?mktr 4 bis 8) .  
Das Gleichpewicht des Fliegelteiles zwischen den ,,Quer- 

schnitt x" (Ahh. %a: .,Dnomnede x") nnd die It'liigelspitze 
wird betrarttet. In  den GleichgewicI~tsbedin~ringen 
(Punkt 6, 2) konnnrn einerseits die durch den iuszeren 
Lasten verursachten Krafie und Momente (angegehen 
durrli Indices f l )  (Abh. 2b), andererseits die in1 Qncr- 
schnitt x wirkende elast,ische (Indices e) (Ahh. 3) rnr. 
Erstgcnannten kiinnen ausgedrfickt werden in den ;iuiixeren 
Lasten (Punkt 5 .  l), lctztgenannten in den elastischen 
Formindernngen (l'unkt, 7. 8). EinSiihrung dieser Ergeli- 
nisse in den (:leirhgewk:htsbedinpiingpn giht die Diffrrm- 
tialg~richrllrgen fiir dit. N o h "  (Punkt 8, ah). 

d. HarrdbPdingimguir (P,mkt 9). 
Die Randbetlingungen fiir die I%gelspitzr kiinneri init 

Hilfe dcrsrlhrn Metho& anf ririfacher \Veise ahgdritet 
werden. 

REPORT V 284. 
The influence of the r ibs  on the s t rength  of 

aeroplane wings 11. 
Szrm?rrnr!/. 

11. fi;,rte,tt fhr  p r i  trenled hrre. ( p i n t  1). 
The differmtial rqtmtions qivm in  I<rpnrt \ lis 5 ,  

for the spars nf :I wing nithont cowriii:: iiw d ~ d i i r ~ d  11:: :I 

sinrpler method. This simplifiration ha- Iwen ohtainrd 
I>>- introrlurinp hoth asrunil,tions givvri ii, Iwint 1 ,  i'ro~tt 
the beginning. 

h. .~.~.sI~IIIIJ~~,,I,.s (poiul 2 ) .  
In ddur ing  the rquations it is ~tswincd, tli;il 

the, rihs arc infinitrl? riaid :igitin*i hending. 
tlir d i s t a n w  nf the sluw- is constant along t h e ,  q m n .  

In rq,ori \ 175 the first awnrnption. n S  aliich 11w 
sdnris.;ihility with s h o w n  hy a nnmrriral c w n i l i l r .  
w a s  only iutmduwd after nbtainiirg the geiirral c~~iiatioiis. 

The other nsunnrptions :ire qnitr thc! s i u i i ~  :LS i n  report. 
!' 175: c ~ C  thesr must Ire niinizd: 

thP nunitwr O S  rihs is infinite. tlrt+- di~trilnition is 
cont inuc ius. 
thr. stiffness against tnrsitm of tlip rihs i i  z ( ~ i , .  

c. Ilcductim n[ thr Equations lpoini .4 8). 
Thc cquililminm of thr  part O S  the winc I K ~ M  

..sertion s" (fig. 2a: . . d ~ w r s n ~ ~ k  x.') and thr  wing t i l ,  is 
consirlerrrl. 

In the crmditions i d  ~ynilil~riuin (p in t .  6. 2 )  rntrriil one 
side thr  Sorws and rnorrirnts rnnsed I)>- the exterior bids 
(indirated hy t,lir indires 71)  (fig. 2b). a t  thr  othrrhide thr 
rlartir fnrces and nmnents acting i n  sertiou Y (indices P )  

(fig. 3). The first may lie expressed i n  the exterior Ioacls 
(point 5 ,  I ) ,  the latter in the clastic dcforinations (point, 
7 ,  tJ). Jntroductiwr nS these results in the cmdit,ions <BS 
equilihriurn givw t h P  different,ial equations i w  t h r  slmw 
lpnint 8. 411). 

d .  E n d  corldilinns (point 9). 
The end conditions for the wing tip ma\- hc, derived with 

thr aid of the same mrthnd. 
~~ 

$) Sr.? fonlnotr ') of the report. 



Rapport A, 180. 

Onderzoek van twee schroefmodellen met er achter geplaatste lichamen 

door 

ir. C .  KOXING. 

Rapport A. 180  Exwiences sur deux model- d'hklice 
avec nacelles. 

Report A. 180: Experiments with two models of airscrews 
with bodies placed behind them. 

Bericht A. 180: Untersuchung von zwei Luftschraubenmo- 
dellen mit ddbinter liegenden Gondeln. 





Pour les coffficihts a ,  et a%. qui apparaissent iei, nn a ac- 
eeptP deux valeurs emprnntkes aux experiences pr6citPs 
(voir point Ob) de sorte que deux valeurs pour 7” sont 
obtenus. 

e.  Rdsullals (point 6). 
Les coCffieiCnts pour les diverses combinaisons d’hk- 

lices (,,schroef”) et de nacelles (,,motorgondei”) sont don- 
n6s dans les tableaux I V  a X inclns, ccux pour les nacelles 
sans hklice dans les tableaux XI k XI11 inclus. 

Les ca5fficients nets CT, CM et 7 sont donnes dans les 
figures 3 B 5 inclus, les coPfficiCnts hruts CT’ et 7‘ et Ir 
rendement, des hklices isolkes 7” dans les figures O et  7 
exprimes en fonction de V / n D .  Ici Ira deux hklices sont 
diffkrencikes par le genre de la ligne, les nacelles par la 
forme des points (voir explication (,,toelirhting”) fig. 3). 
Les valeurs donnecs dans les tableaux sont correctes, 
celles dans les figures ne sont qu’une approximation. 

Dans les tableaux S I V  k X\’I inclus on a donnC Ies 
differences entre les quantites 7. La diffkrence (7’-7) 
est dkterminke par la r4sistance de la nacelle (sans influ- 
ence du courant de I’helice), la diffPrence (7”--7’) par 
I’influence rkciproque de I’helice et  de la nacelle ainsi 
donc par l’influencc sur I’hklice de la nacelle et par I’in- 
fluence du courant, de I’hllice- sur cette derniixe. 

f. Conclusions. 
Les expkriences ont conduit aux conclusions suivantes: 
a.  La eomhinaison consistant en une nacelle B moteur 

d’environ la mkme forme qnc dans les avions multinioteur 
et  une hblice anx niemes dimensions relatives que celles 
employees dans les dpmiers, a fourrii line faihle valenr 
(tout au plus 0,OO) du rendenient net e.;. (1. du rende- 
ment, qui est calculi. pour le traction fourni par I’helice 
et la nacelle considCrPe comnie GlPnient propulsif (point Oh); 

L’hklice employhe, en ne considerant que celle-ci, 
avait un rendement convenable, le resriltat dlfavorahle 
pour la combinaison est a imputer B la grande resistance 
de la nacelle et  a I’accroisseinent important de cette 
resistance par le courant de I’hPlice (point O b ) ;  

On estime qu’on peut obtenir une amelioration en 
diminuant la rbsistance de. la nacelle et, en eniployant 
une plus grande hilice, dans les deux Cas I’hklice doit &re 
wnvenablement adapt& anx circonstances (point Ob); 

IJne amklioration de la resistance de la nacelle peut 
&re probableinent obtenue en plagant m i  corps fusel6 
derri&re ou en partie autour du nioteur, on a en une indi- 
cation dans cette direction, qu’en plqant  nn corps fuselP, 
dont le maitre-couple ktait bien plus grand que la snrface 
pmjetee du moteur, derriere celle-ci on a obtenu une 
certaine anillioration de la rk 

Lemploi d u n e  helice relatirrment plus brrande pour 
le mkme nacelle a donnk une amklioration du rendement 
net (valeur maximum 0,138); comme I’helice elle-mi.nie etait, 
un peu inoins favorable, on peut admettre qu’on p u t  
ohtenir de meilleurs resultats (point Gc); 

L’accroissement de la rksistance de la nacelle par le 
courant de l’hklice peut s’klever a plusieurs fois la re- 
sistqnee de celle-ci wns cette influence (point Gb); 

g. La presence de la nacelle derrihre I‘hklice parait 
pouvoir causer u n  sensible accroissement, du rendement 
apparent de celle-ci (point Gb); 

h. 1,~s resultats obtenus ne peuvent &re appliquks 
que pour les hklices, dont la vitesse h l’extr&nit,& de la pale 
eat, infkrieure B une valeur limite, qni est estimee k peu 
prhs k. 260 mlsec. pour une valeur supkrieure on s’attend B 
line diminution du coefficiikt de traction et du rendement 
et B nn acrroissement du cokffici8nt de nioinent (point 7). 

REPORT A 180. 

bodies placed behind t h e m .  

Summary. 
a. Purpose and e&t of the edyerimnts (points 1 and a). 
The object of the experiments was to obtain by means 

b. 

c.  

d .  

tance (point Gd); 
e.  

f. 

Experiments  with two  models of airscrews with 

of simple measurements some, details concerning the 
working of the combination of airscrew and nacelle, as 
used in multi-engined aeroplanes and the factors that  
are of importance in connection herewith. 

The thrust of the combination of airscrew and nacelle 
t,he torque taken by the screw and the resistance of the 
nacelle without airscrew were measured. 

h. Mod& (point 3 ) .  
Both models of airscrews were of the same form as 

the metal Reed-propellers. The main-dimensions of the 
airscrews: blade-angle (,,bladhoek”), blade-width (,,blad- 
hreedte”) and thickness of the blade (,,bladdikte”) in 
different sections determined by their distance from the 
axis (,,afstand van het hart van de schroef”) are given 
in Table I1 and 111. All dimensions are expressed in 06 
of the diameter of the airscrcw (,,middellijn”). 

The t,hrre models of nacelles are given in figure 1, the 
engine being a model of t,he Hristol Jupiter engine (scale 
1 : 12). 

c. 
The apparatus employed for the experiments is illustra- 

t,ed in fig. 2 .  A small fast-running electric engine M (of the 
Betz type) was placed in case H,  the engine M. being able 
to revolve in hall-bearings B. The nacelle was fixed to  
this case. Thrust and torque nwre measured I)?, nieans 
of balances R, and H,. 

Method of nieasurenient (point 4). 

d.  
From the measured values of the thrust T and torque 

M, the thrnstcoSffici8nt P T ,  the torquecokfficient CM and 
the efficiency 7 were calculated. (Formulae ( I ) ,  (2) and (8)) .  
Here p is the air density, n, the rotational speed (r.p.s.), 
D the diameter of the airscrew, V the velocity rclatise 
to  undisturbed air, T the thrust of the combination O S  
airscrew and nacelle, 7 is the efficincy calculated with 
this valne of t,he thrust, (net-coefficients, .,netto-coefficiCn- 
ten“). 

The resistancr of the nacelles without, airscrew was cx- 
pressed in resistance-coefficients cw (formula (4)) and cw ‘ 
(formula ( 5 ) ) .  FV is the resistance, q the dynamic pressure, 
0 the surface calculated from the maximum diamter of 
the nacelle, D the diameter of the airscrew used with the 
nacelle. In the case of coefficients cw the index indicatcs 
the main diameter of wich nacelle is used in calculating 
the coefficient, in the ease of coefficient, c w ’  the airscrew 
concerned is indicated by it. 

Ry adding the resistance of the nacelle to the nct thrust 
T, the ,,gross thrnst” T is obtained (formula (G)), from 
which were estimated the thrustcoefficient CT ‘ (formula 
(7)) and the efficiency 7‘ (formula (8)) (Gross coefficients 
,,brut0 coPffici8nten“). 

By using the resnlts of English measurements (for litera- 
ture see Note 2) form the results obtained with nacelle 
no. 4 an estimate was made of the efficiency of the separate 
airscrews (7”). Formula (9) indicates the relations between 
resistance of the nacelle with and without the influence 
of the slipstream. For the co&fficients a1 and az oecuring 
here two nets of values derived from above-mentioned 
measurements were assumed (see point Gh), sn that in 
each case two values were obtained for 7“. 

Calcidation of data (point 5 ) .  

e .  Re.Tulls (point 6 ) .  
The coefficients for the different combinations of airs- 

crews (,,schroef”) and nacelles (,,motorgondels”) are given 
in Tabels IV-X; those for the nacelles without airscrews 
are given in Tahles XI-XIII. The net coefficients cr ,  
CM and 7, are given in figs. 8-5, the &Toss coefficients 
cr‘and 7’ and the efficiency of the separate propellers 7’’ 
in figures 6 and 7 as functions of V I n ~ .  The two pro- 
pellers are distinguished by the kind of line, the nacelles 
by the form of the dots (see explanation (,,toelichting”) 
t o  figure 3). The values given in the tables are right, t h w  
in the figures are only an approximation. 
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kiirpers, rlemen Qnerwhnit~t. brdeutend gruszer war ais 
dir projizirrtr Olierfliichr des Mot.ors, doch eine \'errtiin- 
dt,rnng dcs \\'iderstaides erzielt wnrrle (Punkt (id); 

e .  die Anwendline einer relatir miiszerrn Sohraube 



Onderzoek van twee schroefmodellen met er achter 
geplaatste lichamen. 

Rapport A 180. Rijks Studiedierist, voor de Luchtvaart. Amsterdam, 

door 

ir. C. KONIN'G. 

In hct rapport worden mctinyrir hcselwevcii riict twee versrtiillrndc lucli lsrltroevm en arlllcr dczc .Qc- 
plaatstr lidramen (,,iiiotorgon,lela") van dric verschillrndc w r n w n ,  1)e hrtcckeriis van dr f i lr lnrw,  dit. ir l-  
vloed Iiebbcu op de uitkonisten, wortlt napcgaan; dc richting, waariu moprlijke var1,elering t e  zooken 

is, nordt trcsprokcn. 

1. Inleiding. 

Dr rigensrhappen, dir van hrlang ei.iii vom < I C  l,e<wr- 
dtding van dc wcrking van e r n  schroef aim ern vlieh~nig, 
knnnen in twee groepen gesplitst. worden. Tot dv cwstr: 
worden dan die gerekend, aelkc rcchtstreeks betrekking 
hehhen op de schroef :ils voort.stuaiilgsorg;,ao. tot, rlc 
tn.cede alle overigen. AIS de vraag, dit, I)cslissmrl is l n t t  
het oog (ip de tot  ~ile rerste groep grrekcndc eig:t~n~rh~iyi~irr~ 
kin dr volgcnde bewhon\vd worden: ivvelk i,i(it.,~~~cr,,,,jgc~i 
is nodig voor Iict, amdrijwn van de hrst:houwdc s e l m x , ~  
1,i.i de versrhillcndlr vlicq$ocstanilen van r tw pcgc\w, vlicg- 
tuig. z i i !  det dc, gcwemclit.c vwrt,stuwing vrrkrcgcn wordt:! 
l)r onmidddlijk hid, i i  aanshritendc vraag of dc,  aangc- 
mmrn inotor dit, vrrningen hij hrt, gcwcnsrhtc tocrmtal 
kan Icvrrw, mopr I i i w  w m k r  Iiniten tieschouwing Idi jwn.  
\'om de beantwoording van de wrstc vraag is hrt niel. 
voldwnde, dat  rlc, acrr,d?-nairiischr eigenst4uLpjic.n van hct, 
diegtnig znnder schroel' cn die van de afmridwlijkr srl irurl '  
I,rkciirl zijn, daar t'r CPII OJKlerlingc brinvlrk!ding t , l l k s ( . h ~ ~ n  
bride hrctaat. Aeht,cr d t ~  sr:hrocl' Iiestaut de slijmt.rooni. 
rcn  gehied van vrrgroi&c. melhvirl. waarin Imvcndicn WII 

rntat.if, en st,rrkr w?rvPling optreedt. 1 ) w e  slil>st.r<mnl zal  
in het, algrmrrn een vergrontinp van drn wrrrst.anil van 
de binnm sijn grhkd grlrgcn drt4rn van hct vliegtuig 
vrroorzdkfm, wwar1ii.j waarsr+iijnlijk niel. alletm de groot,ert 
anrlheid, rlrrch ook de d o o r  de rotatir cn onrcgrlinat.ig- 
hf>(lrn veronrziwktc vcrandlrring van clcn strooininghtoC- 
stand een rol spelcn. Onigekecwrl ztillrn de \mor of up 
kortt,n afstand arlitrr de sclinict gc,lc,gt.ii dwlen vaii lwt 
vliegtnig cen veranderinp win rle snel l~r~lrn in lwt, T-lak 
van d m  sclrrot~frirkrl en daartlixn v:m dr c ~ i g ~ ~ ~ l s e l i : r ~ ) ~ ) ~ . ~ ~  
van de sthrorf veroorzaken. I)t. slipstroom kan ook nog 
vrrdertr grvolycn ht:bl)en ;ils \-ergrootin!: van de l i f t ,  
wi,iziging van dc waarde van dcn n,asiiniiru-lift,-a(ii:Tfi(.iCiit. 
invloed op stahiliteit en besturing. die tot d~ t.wcrdc grwp 
grrekmd worden en hicr venlrr 1,uiteri bcsc:houwing ~nogcii 
l,li/ven. 

Ue inocilijkhrid in Iiet Iqialen van de eig~~nseh:~~r~rc~n 
van (:rn vliegtuig, welke het ge\wlg is van rl 
werking tusschen schrocf e n  \.Iiegt,uig kan ontgaan worden 
door een compleet \.liegtuiginodcl m e t  a a n g : c r l r e ~ ~ ~  srhroef 
te ondcrzoeken e n  daarhij dc op dit sinnmstel aerkrnde 
kruchtcn, bene\.ens het op de schroef werkcnrle Illonlent 
t e  meten. Op deae wijw kunnrn toerental en inonlent 
van de schrorf gevoncien worden, waarbij \.nor ecn grgevm 
invalshoek de component van de resulteerenrle kracht in 
de hewegingsrichting van het x-liegttuig nnl is, hetgecn dus 
overeenkorrit met den toestand bij horizontaal vliegen met 
constante snelheid. Bi,i andere toerentallen zal genwmdc 
component. van nul versehillen, eoodat er een kracht op- 
treedt, die bij stijgerl evcnwicht kan maken met een C O O -  

ponent van de zwaartekracht. Op deze wijze kan ern ant,- 
woord op de hoven gefor~nulcerde vraag verkregeri worden. 
Stelt men deze echter wat algemeener, door te vragen 
naar het rendement van de ,.[,ortstuwingsinrichtillg, den 
blijkt, dat hierop zander meer geen antwoord is te  gc:t.ven. 
Eerst dient vastgelegd te  worden, wat onder dit rendement 
te verstaan is. Dat het niet identiek is met het llnttig 
effect van de afzonderlijke nchroef, dus met de verhouding 



1% : bus, waarin de electromotoi M kogellagers I( ti draaihaar is opprhangen. dd : ophangdladen; 111, niI: nwetdraden 
B, B,: balensen. 

Vig. '2 

no. 1, 2 en 3; de overrenkoiristigr indives tiij den cotfficient 
rw ge\'en aan voor welk iq~pervlak dczc t)erekrnd is. 

In wrbanrl met  de in punt c t c  hrsprekcn ~inirekcning 
werden echter ook nng aiiilprc weerstsnds-coi:fficir,iten 
inge\werd, dit. berekend wcrdrn met brhulp \-an de formule: 

I k  hicrin gebczigde notaties heblwn (le in pint  (I ilari- 
gegeven beteekenis. I)r rolgens deze definitie hepaaldc 
coefficient is dus affiankelijk van dr bij de nintorgondel 
pebniikte schroef. 

De indices 0 en 11 g e ~ r i i  nu hierbij am of de coiifficient 
berekend is voor schroef no. 6 (1) == 0.880 in) dan we1 voor 
schroef no. 11 (U = 0.275 in). 

c. Berekniing r:un de ,,l,rut[~-coP~f~cin,fnr" i'oor de schroef. 
Tot nu toe werd \'onr trek en nottig-effect allren ge- 

sprokeii over die waarden, wrlke Iiiervoor door de com- 
hinatie schroef-iiiotorgondrl geleverd worden. lJit de iiit- 
konisten ran de metingen kan ectiber nog een tweede stel 
grootheden afgeleid worden, dat prartisclie beteekenis 
heeft,. Door nanielijk hi,i de netto-trek den weerstand van 
de motorgondel bij drzelfdr snelheid 01' te tellen, kan ern 
grootheid T verkregrn worden, die verdrr ais ,.hrutn- 
trek" aangeduid zal worden, trrwijl liirrbij dan weer ern 
nuttig effect 7' (,,bnito-nuttig-effeet") htkwrt.  

\v =~ cw'pl '~IJ~ ( 5 )  

De bruto-trek is dus 
T' = 'I' + 11- (6) 

wadriiit als bruto-trek-c~ffieient volet: 

terwijl het bruto-nuttipeffect wordt: 

Toor c w' is hierlii dan de in het tweede deel ran  punt b 
gedefinieerde weerstands&fficient, berekend voor de ge- 
bruikte schmef, te  nemen. 

l k  waarde ran dcii r ~ ~ , ~ ~ ~ ~ r i ~ t ~ ~ ~ i ~ ! , , ~ S ~ i ~ ~ i ~ ~ l i  Idijl't onvcr- 
anderd, aindat Iti,i dr nirtingrn lrrt door dr st4 ln id '  ~ g ( ' -  
noinen iuimirrrt 11epa;ild werd, zondcr dat hicrljij crn 
eventuwl op de mot,orgondel aerkrral moincnt me& 
gernrtrn wcrd. 

De betprkeni\ van de  briito-ro~ffi~,i,.r,tr,l is (I? volgende. 
\Tas rr gem wedrrzi,jdseh~~ inrlowl tnssehrn sclirorf t'n 
niot~~rgondrl~ d:in mu dtc 1)rtitwtrrk gdijk xijn Hall dc 
trek van d e .  n?mndcrlijke sobrocf. 1)aar dit nit4 hct geval 
ii;, is %i,j de t r rk ,  die de si!ltn,rf levrrt, tcrnijl sij b C ~ n V k J i d  
wordt door dr  aanwezigheid van dc nmtorgondel, vermill- 
derd niei de wcerstaiirlsrrrgr(u,tillg van drzc door den 
slipstrooin. I k  hriito-coeffii~ienten zijn dus de grootlieden, 
dif bij dr brrekening van de rigensthappen van hct vlieg- 
tuig als vc,Pfficientrn voor (le schroef inyevoerd zouden 
rnoetcn worden, indicn dc :icr~,dynaniisctrr cigenschappen 
van t i d  vliegtuig met, inliegrip vtni de rnotorgonilrls, doch 
zondcr srliroevrn tin slipstrociriiiii\-kied, bckcnd wnrcn en 
at: onclcrlin~e invlord r a n  de sclrroevrn e11 de orrrigc 
derlrn van hrt vliegtuig (d.w.z, mt.t uitzurldrring van de  
rnotwgondels) verwaarloosd wrrd. 

Naast ilrzr practisclic heteekenis van de liriito-eo?ffi- 
cieiitm staat ring het v,~tmlrrl, dat zi,i een lwtme bcoor- 
deeliiig WII de vrrkrcgen nitkomsten miigrIi.jk niakerl. 
Zoo geven in gevallm. waarbij metingm met eenzclfde 
schrocf en rrrschillmrle motorgondels iiitgevoerd zijn, de 
versehillen in de bruto-coEfficienten een indruk van de 
versehillen in wederzijdsohen inrloed \.an schroef en 
ntot,orgondel. I iet  verschil van bruto- en netto-nuttig- 
effect toont aan aelk deel van het inotorvennogen ver- 
loren gaat door den weerstand \'an de motorgolidel, voor 
zoover dan afgezien wordt van den slipst.roominvloed op 
dezen. 

d. Schatting o m  /ret rruttig-effect r,an de afzonder12jke 
schroef. 

Zooals uit het borenstaande blijkt, was het niet inogelijk 
uit de verkregen uitkomsten de eigenschappen van de 
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(zie punt 5a). (zie punt En). 

V h O  

Fig. 3. Fig. 4. 

Z'oelichling r m  dr j igurni 3 tin! 7 .  
I n  tlem f'igurm gecrt (IC 1ijn (lr srlrrorr. dp p n t w  dc motor- 

gondcl aan. wiaruit d e  ondrm,clite com1,inatie lrestant en 
a c l  op d~ rolpendc wi,jzc: 

uit de Imirvrn v i m  11c cnSficientw n, en nr gcvi,iirlrn 
wc~dcn ,  tnonrn ~ r i r  in\-lord van de vcrhourling van di, 
afniet,ingrn r a n  de motorgondrl tnt  de si:hroefnriddellijn 
err van den vorni van de schroef, I)we was echter niet zoo 
grnot, dat  hct, gchruik \mor cc.n glnhale berekcning hier 

1c  meting. 13ij gehruikrnaking van dew gegevens was hct 811s 
inogelijk ccn srhatting van drn slipstrt,,mmin\.li,ed mor  de 
metingrn met, tnotorgoni1e.l 11'. 3 l e  verkri,jgen. 1)aar de Xotorgondcl nr. 2 (h' C11-kop). 

Motorpondel nr. 3 (gladde kop). 
Nuttig.effect de afionderlijkr s,,l,rocf (,,,,,, trrkco cient r T "  (zie tm\-en) onhekend was. werd dezr 

~~~~ ~~~~ . ~ .... ~~~ hirrhij vervangrn door den ~irut,o-trekcoP~ficieot c '. Door 
ti11 de in punt, c gegcven herrktmingen te herhalen, waarhij 
ilan echtcr onder ,,wecrst.anrt van de nrotorgondcl" dir 
mct inkgrip van den slipst,roimminvlord te vrrstaan is, 
werd wn nut,tig-effect 7" vcrkregcn. 1)em grnotheid zal 
verdcr als ,,nnttig-effrct van de af;..onrlerlijke schroef" 
aangeduirl wordrn; indirn hrt. gcwenscht is er de aandacht 
np te vest.igen, dat  h i th i j  de invloed van de motorgondcl 

,,schijnhaar nuttig-rffert". Het rerscliit tiisschm 7'' en 
het in punt 5c gcriefinierrrle hrnto-nuttig-effect 7' hesta,at 
daarin, dat  in de eerste grootheid de slipstroominvloed 
op de luotorg~,,rdpl nirt, in tweedr daarenteacn wel 
inbegrepen is. 

De resultaterr \-an dwe herekening Iiroetrn echte.r als 
mer globaal kschmnvd worden. Eerstrnc is hierbi,j, znnaI~  
hnven aangegevrn werd, VWI de hepnling van den slip- 
strooininvlncd op dc motorgondel een slrchts hi,j benadering 
juirtc trekcoi:ffirirnt gehrzigd en verder b e s a t  er een 
groot rcrschil in vnrtn trisschen de. liij de Rngelschc mc- 
tingeti gebruiktc schrncvrn en de hier beschonwde. Om 
aan dit laatstr Iiezwaar eenipzins tegeiuort tc kornen, 
wcrden \war de rn2fficieuten a, en a, de t,wee stellen 
getallenwaarden gehruikt, die bi.j de Engelsch<% nietingen 
met het lichaain, dat  in rrlatieve gmotte het hier gehezigde 
het inrest niibij kwam. als u i t r a tm \~rrkregen werden. 

- _. . scilroer IW. ti (grl,ot,: srilroef). 

' Motorgondel nr .  1 (Jupiler-motor) 
0 1  + 
'.: 

: srhroef nr. 11 (klciw sehnxf) .  ontoclaatlwar schren. 

'r'rting. i 

afzc.ondcrli/ke schmef, al dart niet hij aanwezigheid \-an d r  
~notorgon~lel. t r  ticpalen. Iiiertoc zouden uitvoeriger me- 
tingrn noodig gervwst, zijn. I)nar het rchter giwcnsedit 
I,lcrk het nuttig-effect \.an rle afimtrderlijkc sctwnn.cn bij 
hrnadering te  kennen, wrnl dit brrekend mrt hehulp van 
rle uitkonrsten van Vhgelsche metingrn 2) .  Bij dcze me- 

afzonclerlijk, als vim dezc opgesteld vnor gelijkvormigc 
lichanwn ran  v?rsohillendc afmetingm, bene\wis d~ slip- 
stroominvlrd c r p  dezr lantsten, bepsald. l lc  vorni van dc 
grhezigde lichanirn k w m  trmaastrhij <i\-rrec'n met, die 
van lnotorgollriel no. 8 .  1)c slipstr(i,,,~in\.l(,e[l op het liohaam 
u.rrd uitgrdrrikt in den \-orin 3): 

W e n  werden ~ ~ ~ o w I  de eijims(%wn ~1 de s c + i r o ~ ~ n  ,le schr(,ef n(,S een rol speelt. zal g(:spr(~,ken wnr,ien van 

',ID\ 11.' B 
(9) . ,I' ~~~ ~ = a,  -I a s c T f v  

waarin: I I -  = weerstand r an  de motorgondrl zonder 

11'' = wrcrst.and van dr rnntorgondrl met sli1,- 

c T "= trekcoEfficient van de schroef: 
al, as = coefficienten. 

slipstroominvloed. 

strooinin\~loed, 

De hier gebezigde trckcogfficient is op dezelfdr wijse 
berekend als de in punt n en c grdefinicerdr, doch is afgr- 
leid uit de trekkracht van de schroef vh6r de grgevrn 
motorgondel (dus als de hruto-trekcoefficient. doeh zonder 6. Resultaten van het onderzoek. 
slipstriwminrlord op (le motorgondel). I)r waardm. die 

') Aeronautical Kesearrh Committee. Experiments with 
a family of airscrews, inrloding the effect of trsetor and 
pushrr bodies. 

Part. I. Expcriments with the faniily of airscrews mounted 
in  front of a small body. Ry F a ~ r ,  HOWAI<D, Locx and 
BATEMAN. R.M. 829. 

Part. IT. Experiments on airscrews with tractor and pushrr 
bodies. By FAGE, Idom, B-~TE~IAX and WILLIAMS. K.M. 830. 

3, De oorspronkelijkt, notaties zijn gewijaigd en zoo goed 
niogelijk aangepast aan de hier gebezigde. 

~ ~~~~~~~ 

~~ 

n. Algrn~ren. 
De uit,komsten van het, ondermek zijn in Tabel IV 

tjni XI11 gvgrven. Tahrl 11' t,lm X be\.atten de waarden 
van de in punt 5n  en 5c gedefinieerde nctto- en hruto- 
cniifficienten voor de verschillende conrhinat.ics van achroef 
en tnotorgondel, henevens. \mor zoover de rnetingen met 
motorgondel no. 8 hctreft, hrt volgens de in punt 5d 
gegeeven methode herekende nuttig-effect van de afAonder- 
lijke schroef. Tahel XI t/m XI11 geven de neerstands- 
coefficienten voor de zonder schroef onderzoclite motor- 

http://sctwnn.cn
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B R u T n-T R E  x c n B F F I c I E N T CT' 
(sie punt 5c). 

Fig. F. 

s X T T  O-N U T T I  1;-E P F E C T 7) 
(zie punt 5n). 

Fig. 5 .  

gondrls. Voor de brtrekenis der hicrbij gchczigde indices 
kan verweaen worden naar punt 5b. 

I)P net,to-cogfficicnten ziin in fie. 8 tin1 5 .  de hrntn- 

' 

~ 

~. ~~~~ 

coCfficienten en het nuttiy-effcct van de afzonderlijke 
schroeven in fig. f; en 7 als functie van P'/,,D uitgezet. 
De figiiren geven slechts hij benadering juiste waarden, zij 
xijn whtcr voldoende om het algemrenc karakter te beonr- 
dleelen. De talxllen daarentegen geven de juistc waarden. 
In  gevallen, waar twer stellen waarden beschikbaar 
warcn, is een genriddrlde kronmw aangegeven. Voor schrorf 
n". 11 met niotorgondel no. 1 zijn dezr stellen afkomstig 
van verschillende metingen, voor het nuttig-effect van de 
afzonderli,jke schroeven daarentegen van twee berekeningen 
met verschillende wannamen. 

De nauwkeurighcid van de nwtingen kan heoordeeld 
worden door rergelijking van de uitkomsten van de beidc 
nictingsscries voor schrocf nL. 11 met motorgondel no. 1. 
[:it de afwijkingen van de in de fignrcn afzonderlijk uit- 
gezette mctingspunten van de gemiddelde krommen kan 
de nauwkeurighcid van c ~ ,  CM en '7 geschat worden op 
resp. 0,001, 0.00015 en 0.01. De nauwkeurigheid van de 
coefficiEntcn cw is als gevolg van het schatten van de cor- 
rectic van den draadweerstand heperkt. 01) de netto- 
CGfficienten heeft deze weinig, np de hruto-cogfficienten 
in het geheel geen inrloed. 

Hoewcl dit vonr practische toepassingen natuurlijk niet 
de eenigc bcslisscnde grootheid is, zal in het volgende bij 
de rergclijking der uitkomsten hoofdzakelijk gelrt worden 
lip hct nuttig-effet:t. 

I, ,  Krsultalm ewr  schroef no. 11 (klrine sr.liroeJ). 
Het nieest in het oog railende van de uitkomstcn voor 

schrorf no. 11 met motorgondel no. 1, dus yoor de com- 
binatie, xooals de'e in de praktijk gebruikt wordt. is het 
lage netto-nuttig-effect. Dit hedraagt namcli,jk ten hoogste 
0.60, hetgcen dus bctcekent, dat van hct door den motor 
geleverde vrrmogen ondcr de gunstigste omstandighcden 
slre.hts ruim de helft beschikbaar is vnor voortstuwing 
van het vliegtuig zonder motorgondels. Dit netto-nuttig- 
effcct is afhankelijk van de volgende drie eigenschappen: 

1. het nuttig effect van de schroef, 
2. de onderlinge Winvloeding r a n  schroef en motor- 

gondel, 
3. de weerstand van de motorgondel. 
Het is van belang na te guan in hocverrc de hier ver- 

krcgcn nngunstige uitkomst het gevnlg is van elk van deze 
drie factnrcn. Voor een dergelijke analyse zijn de reehtstreeks 
uit de metingen verkregen uitkomsten echter niet vnlledig 
genoeg, daar het hiermede slechts mngelijk is de gevnlgen 

B R u T 0-N u T T  I G-E F F ~ :  C T  1' 
(zie punt ;e )  en nuttig efrect vonr de afzondcrlijke schroeven 

q" (zie Dunt 5d).  

Fig. 7. 

van beide ecrstgenoemdc onrzaken te scheiden van die 
van de derde. lmmers naast het hier heschouu.de netto- 
nuttig-effect, dat door alle drie bclnvloed wordt, staat het 
in punt 5c gedefiniecrde bruto-nuttig-effect, ddt slechts 
afhankelijk is van de beide ccrste, vonr zoover .dan ondrr 
weerstand van de niotorgondel die zonder slipstroom. 
invlocd verstaan wordt. Met hehulp van de in punt 5d 
hesproken berekening is het echter mngelijk hct nutt,ig- 
effcct van de afzonderlijke schroef bij benadcring te leeren 
kenncn. Zooals daar reeds is aangcgeven, werd hicrhij 
uitgegaan van de resultaten voor de cnmbinatie schroef- 
mntorgondel no. 3 en werden vnnr de coefficicntcn a, ene,, 
die den slipstroominvloed bepalen, twee verechillende 
stellen waarden aangenomen. Dezc zijn: 

l e  aanname a, = 1.50 a, = 11.0 
2e aanname a,  = 1.00 e, = 10.0 
De hiermede verkregen waarden van bet ,,nuttig-effect 

van de afzonderlijke schroef" 7" zijn in Tabel IX en fig. 7 
opgenomen, de indices v e d j z c n  mar dc beide bnven- 
staande aannamen. Streng genomen beteekenen deze nit- 
knmsten het schijnbare nuttig-effect van de schroef v66r 

http://heschouu.de


17 

I 
0.30 0.46 ~ n.49 
0.35 . 0.52 ~ 0.55 
0.40 0.56 0.61 

i 0.54 ~ 0.05 1 0.0:3 
(1.64 o.o!) i o.n:$ 
0.70 0.OQ i 0.05 

inotorgondel no. 5 .  Ilrt is bekend, dat P e n  dergelijk schijn- 
baar nuttig-effect grooter kan zijn dan hct werkelijke 
nuttig-effect van de schroef hij afwezigheid van het 
lichaam. doch dit verschil Tal hier waaechijnlijk, dank xij 
de geringe afnietiugeii vau de niotorpndrl, nirt zeer grnot, 
zijn '). Houdt men rekening met het fcit, dat, zooals uit 
fig. 7 hlijkt,, de masinmm-wnarde \.:in 7" Iniit,en hct 
heschouwdc gEhicd schijnt t e  vallen, dan mag men niet- 
tegenstaande alle nnzekerhcden, die ilezc beschouwing 
aankleven, de schroef no. 11 een goedc schrocf noemcn. 
De lag? waarde van het netto-nuttipeffect is dus aan de 
heidr oonaken 2 cii :3 toe te schri,jven. 

Voor ren verdere beoordtieling zijn nu in Tahel SIT'  
de waarden van 7. 7' en 7" bij verschillrnde waardeii van 
v/nD gege\.Cn. De Itet,cckenis van [le hierlij aangeg:e\.cn 
versehillen is de volgende. Het verschil r a n  het nuttig- 
ef'fect van de afiondcrlijke schroel cn hrt  Ixutn-nutt,ig- 
effect (7".-?') wwrdt, veroorzaakt door de bei'nvloeding 
van de schntef door de motorgondel en door den slip- 
stroominvloed up deac. De errst oorzaak kan zoowel 
verandering van ilr trek ala ran  het nionient tengewlge 
hcblnvi, dc: t,wredr daarentegen hecft alleen invloed vp 
de trek. IIet, vrrschil \-an brut<,- en nett(,-iiuttip-effeet 
(7'-7) is liet gerolg van den weerstand (zonder slipstrootn- 
invloed) van de motnrgondel en wnrdt bepaald door het 
verschil in hruto- en netto-trek. 

Over d e  fartoren, die invloed hebhen op de groot,te r a n  
deze versehillen hij versehillend? warden  van V / n ~  kan 
men zich hct heste een beeld voriiien door aan te nenien, 
dat de schroef met constant, toerental loopt, de snrlheid 
daarentegen veranderd wordt. Trek en nionient zijn in dit 
grval evenredig niet de trek- en nionientencoFfficient 
(zie de in punt 5n en 5c gegeven definit,ies). Rij toenenien- 
de waarde van V, dus van I'/,D, necint dc hruto-trek 
at, de weerstand van de motorgnndel (zonder slipstroorn- 
inrlocd) daarentegcn tor, zoodat de netto-trek in sterkere 
inate zal verminderen. Het verachil tusschcn bruto- en 
netto-trek neemt dus, door grooter wordenden invloed 
van den weerstand r a n  de motorgondel, toe. Het ver- 
schjl in nnttig \-ernlogen TI: zal, da,ar ook V vergroot 
wordt, nog sterker tocnemen, terwijl het opgenonien 
verniogen 2miM evenredig is met, CM en dus afn?enit. 
Hct is diis te verwachten, dat hrt  verschil (7'-7) sterk 
zal toencinen bij vergrooting van ?-/,,D, 

Het verloop van het verschil (7"-7') is niet avo een- 
voudig te overzien, daar dit, als boven werd aangeyeven, 
afhan@ \.a11 t,wce factoren, terwijl bovendien de invloed 
van dc eerste, dc bcinvimeding van de schroef door de 
motorgondels, niet van te voren te voorspellen is en wnar- 
schijnlijk sterk afhankelijk zal zijn van den vomi van 
schmcf en motorgondel. V i m  den iiivloed van de tweede 
oorzaak, de weerstandsverbrrooting vau de nlotorgordel 
door den dipstroom, kan evenmin met zekcrheid een alge- 
niefme wetniatigheid aangegeven worden. Si j  gebcnik- 
making van de in punt 5d bespmken berekeningsniethodc 
blijkt, dat hier twee invloeden optreden, die tcgengcstelde 
uitwerking hebben. Hierbij dient aangenomen .te worden, 
dat de in het bedoelde punt gege\.cn uitdrukking &-nor de 
verhouding (weerstand van de motorgondel met slipstroom- 

'j Zie o.a. de in noot 7 aangegeven literatuur. 

TABEL XV. 
Schrvef n r .  11 met niotorlcondels nr. 2 en 9. 

2 0.40 , 
I 

8 l  n.an 
3 1 II.:J5 
3 0.40 
3 0.45 
3 0.30 

0 .52  ' 0.57 

0.47 ~ 0.48 
0.53 1 0.50 
0.60 0.61 

0.60 I 0.67 
0.68 O M  

o.70 i 0.13 

I 
n.04 I o.n8 
0.70 1 om 
0.74 i n.10 
0.78 , 0.11 

0.54 0.06 

- __ 

7'-7 

0.05 

0.01 
0.01 

0.01 
0.01 

o.ns 

invloed) : (weerstand ran  deze zondcr slipstroominvloed) 
W'/&' voor iedcre cornhinatie schroefniot.~)ryondel geldt, 
natunrlijk met passmde waardcn voor de constanten R1 
en a2. Hieruit vvlgt dan dat,  wenals boven constant 
torrentdl en veranderlijke snrlheid aanncmendr, de ver- 
hourling W':w bi,j toenemmdr snclheid afneemt, daar zv(~wcI 
q" als " D i v  kleiner worden eo os efn positieve constante 
beterkent,. Iliertrgenover s t a t  echter, dat de u-eerstand 
van de motorpiidel zondcr slipstroiiminvbc[l in dit geval 
t,oenwmt. Bij dr brsprrkiny \'an de in Tahel XV gege%.even 
aaarden vnor de nitkonist,en nict motorgondrl 11". 3 zal 
hicriip nader trruggekoiiicn warden. 

Opgemerkt zij nog. dat, waar de aanwezigheid van de 
mutoryoidel kan vernorzake.n, dat liet achijnbare nuttig- 
effect van de schroef grnvter is dan hrt nuttig effect 
van de aPzvndrrlijke schroef, de n:drrlige invlved van den 
slipstroom gntoter kan zijn. dan nit het verschil (7"-7') 
%on hlij ken, 

G a t  nien nu  de in T a l ~ l  XIV grge\'en wrschillen  la, 
dm ldijkt, dat, in i lc onigcviny van lrrt punt, \ v a a  hct. 
netto-nnt,tiy-effect maximinu i s  ( l 7 i n ~  2 0.47.5), de beide 
door (7"--7') en (7'---7)) niigedruktr invlneden in ongevrcr 
gelijke inate hijdragen tot, de rerniindering van liet nctto- 
nut,tig-eFfect. Hirrnicde is clan de in liet begin \'an dit 
punt gestelde %-mag IKdntwVord: het slechtr netto-nuttig- 
effect \.an de beschonwdc cinnbinatie wordt veroorzaakL 
zoowel door groot,en weerstand van de motorgondel a lh  
door ee.n helangrijkc vernieercleriny van dezc door den 
slipstroom. Verltetering van den toest,and moet dus ge- 
zoeht worden in dusdanigr richting, dat h i d e  verminderd 
worden. Hiertoe kunncn twee niiddelen aaripgeven wor- 
den. Door een betere wrni  van de nmtorgondel kunnen 
zoowcl de weerstand van deze als de slipstroominvloed 
\-erniindrrd aordrn, ierwijl bovendien. zooals in punt 2 
reeds 'iverd aangeduid, de slii,sttroominvloed verkleind kan 
worden door een grootere schroef tr gebruiken. Hirrhij 
is dan steeds een gunstige schroel te  kiezen, d.w.z. e m  
sehrorf, die onder de gegcven onistandigheden e m  geed 
nuttig-effect he& en nirt, door ongunstige snelheids- 
1-erdceling in den slipstroom de tvtaal-weerstand van de 
motorgondel ineer dan noodzakelijk vergniot . Om uit tx. 
niakcn wat op deze wijce bcreikt, kan worden is echter 
ern verder experimented onderzoek noodig, waarbij dan 
tevcns niet. zooals in deze heschouwinyen is geschiedt,, 
de aandacht, hvofrlznkelijk gmonwntreerd mvet wodeii 
op bet punt, 'ivaar het nuttig-effect niaxiniuni i s ,  doch de 
waarde van deze grootlieid in het gcheele, van practisch 
Iielang zijnde, gebied beschouwd mriet worden. 

In Tabel XV zijn op dezelfde wijae de nitkornsten voor 
schroef n". 11 met de motorgondels ii". ? en 3 verwerkt. 
Het blijkt, dat voor motorgondel n". ? (FVII-kop) het 
verschil(v'-7) dezelfde w a d e  h e f t  ala voor motorgoiidcl 
n". 1. hij dezelfde waarde van V/,,D, hetgeen uit het feit, 
dat de weerstand van beide niotorgnndels nagenmg de- 
zelfde is (zie Tahel XI en XII), te vcrwachten was. Het 
verschil (7"-7') is dnarentegen iets hooger, het zou echter 
gevaarlijk zijn uit dit cnkele geval nieer algenieene con- 
clusies te willen trekken. 

http://gege\.Cn
http://aangeg:e\.cn
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TAREL XVI. 

Schrnrf IIT. ti mrt  motorgondrk nr. 1, 2 en a. 
De uitkomsten voor motorgondel no. 3 (gladde kop) 

toonen lage waarden van het verschil (7'-7). die het ge- 
volg zijn van den geringen weerstand van deze motorgondel. 
De verschillen (?"-?') zijn echter van dezelfde orde van 
grootte als vonr motorgondel no. 1. Uit de wijze van bere- 
kening van 7" (zie het begin van dit punt) volgt, dat dit 
rerschil hier alleen verooraaakt wordt dour den slip- 
stroominvloed. Dezr is hier dns helangrijk grooter dan de 
weerstand van de motorgondel. Dit kan nien uok reeht- 
streeks zien uit de in pnnt 5 d gegeren formule, wanneer 
hierin de voor u,  en u2 gebniikte waarden worden inge- 
roerd. De weerstand van de motorgondel met slipstroom- 
invloed (W) blijkt dan, vooral hij lage waarden van 7"ino, 
vele malen die zonder slipstroominvloed (TV) te kunnen 
hedragen. 

D a e  uitkonist doct vernioeden, dat, waar voor de 
scliroef met motorgondel no. 1 de verhouding van de 
heide verscbillen reel kleiner was, cr in dat grvd  ern 
helangri,jke bei'nvloeding v m  de schroel' dixn de niotnr- 
gondel hestond, waardoor het srhijnbarr nutt.ig-effect van 
deze vergroot en daardoor het \wschil (7"-7') vermin- 
derd werd. Zekerheid hieromtrent bestaat echter niet, 
dear niet aangenomen mag worden, dat dr slipstroom- 
invlod, uitgedrukt in den weerstand van de nintnrgondel 
zonder dleden, in beide grvallrn dezelfdc zal zijn. 

Rij de bespreking van de bct,eekenis ran het verschii 
(7"-7') werd er op gewezen, dat niet van te  vorrn aan- 
gegeven kon worden, hoe het deel van dit verschil. dat  
afhankelijk is van den slipstroominvlned, zou veranileren 
met V / , D .  Voor het, hirr besproken geval tdijkt, dat he1 
in het hesehauwde geebird lan,ozaarn t o e n w m t  met l ' j , ~ .  
Dit nrag erhter nirt als algeniecn gcklip aangeoornen wmlen. 

c.  Resuliuini 7!007 de schrnqf ri'.  I; (groolr aclirurf). 
[lit dc nictingen met  rn,rtorgw&l n.. 3 a-rrd, mrt dt>- 

aelfde wdaden van u ,  en (1% als voor rlc schrod 11". 11, 
lirt nnttig-effect van de afzontlerlijkr sdirorf 7" Iierrkrnd. 
De uitkoinsten hiervoor rijn in Tabel X en fig. 7 gegevcn. 
Hieruit blijkt, dat, waar de hoogste waardr van bet, ge- 
niiddeldr 0.76 bedraagt. rn in de mngrvilig r a n  het niaximum 
gelegen schijnt t e  djnS drzr schrnrf, 01' ziclrzelf gmomen, 
mindhr goed is clan de schroef n'.'. 11. Xiettegenstaandr 
dat werd voor hrt sanieiistel motorgnndel n". 1 -~.. schrocf 
11". 6 een hetere maxininm-wmrdc voor het netto-nnt,tig- 
effect gevonden en wcl nngrverr O.6x tegmover OSiO voor 
schroef n". 11 met rlezelfdc mot,orgondrl. Hr t  Idijkt d u s .  
dat met eeii gmotere schroef lwtrre resnltaten wrkrcgen 
kunnen worden. Gezien het nnttig-effect van de ahindex- 
lijke schroef behoeft de hier gegeven waarde geenszins 
als hoogst bereikbare met crn srhroef \-an cleze middrllijn 
heschouwd tr worden. 

Met de motorgondels n". 2 en 3 wrnlen maximuni- 
waarden van het nett(i-niittig-eff~c1 van resp. 0.02 en 
0.67 verkregen. 

In Tabel XVI zi,jn de waarden van rle groothedeu 7) PII 

de vcrschillen tucsclien deze gegevcn. 13ij vergrlijking met 
de overeenkomstige waarden vow schroef n'. 11 valt 
hierbij de gewi,izigde verdeeling ran het vrrschil (v''-~. 7') 
en (7'-7) op. Het frit, dat (7'-7) hier grooter is. schijnt 
in t,egrnspraak met de verwachting, dat bij relatjrf grootere 
schroef de weerstand van de motorgondel minder invloed 
zal h r b k n .  Beschouwt, men echter de in punt 5 c grgeven 
formule voor cT' nader en houdt men rekening niet het  
frit, dat in verband met den grooteren spoed van de schroef 
het beschonwde gebied 1ri.i hoogere waarden van V / , D  l i e ,  
dan ziet men, dat weliswaar de waarde r a n  cw' kleiner 
zal zijn, daarentegen ( V / , D ) '  grooter is. Dit laatste hlijkt 
hier t e  overheerschen, zoodat voor de groote schroef het 
verschil tusschen eT en cT' en daarnrede ook dat tusschen 
7 en 7' grooter is. Dit verklaart ook, t,ezamen met de 
rninder. goede eigensehappen van de sehroef, het geringe 
\.ersehil in de maximum-waarden roor het netto-nuttig- 
effect van de motorgondel no. 3 met de beide schroeven. 
Uit de uitkomsten met motorgondel no. 3 volgt, dat de 
slipstroomipvloed hier geringer is. 

I I 
i 0.55 0.64 0.71 

O.6O 1 0.68 0.78 
o.fi5 o.w n.81 
n.70 n.66 0.84 

2 O..i5 , 0.59 0.65 

.~~ .~ 

0.74 -0.04 
0.76 4.M 
- - 

- 
n.07 

0.18 

0.10 
0.14 

0.06 

Em twrede bijzonderheid van de uitkomsteii is dc 
nrgaticvr waaxk van lirt vrnchil (y"~--~q') vonr ric motiw 
gonrlrl n". 1. I)r s l i~~s l roa r~~ inv l~ r~d  word1 hirr dus m v r -  
troffrn door hct versrhil tiisst:lien hcl mlltig-rffiwt van 
de afznndrrlijkr sc1iror.l' en lirt whijnlmrc nuttig-rffrrt 
van d e w  voor de 1n~11~1rgondt~I. Ern drrgclijk versrhil. 
dat w k  reeds bij de rrsnltntrn van svhrrwf n", 11 irr  
sprakr kwam. k ~ n  als volgt rcrklaard wordrn. He1 kaii 
vonrkonwn. dlnt. liij rlr a h n d e r l i j k ~  srhrorf' ( d u s  zonder 
rnotorgontiel rr achier) rlr i n  de nal,ijheid van dr naal 
gelrgcn drelcn van de lrlarlm een mgunstigcn invalslinek 
hchhen, zmdat zij neinig Iiijdmgen io1 dr trrk OS mlfi 
een npgatievr~ trrk Irrcrcn, ierwijl zi j  twli  door hro i  werr- 
starid rcn Iwlaiigrijk rnr)mcnt vcroorzaken em Iwvrndien 
de ongnnstige vmlreliny \.;m rlr ir acht ovrr ile 1darlr.n 
rpn verrlere Iron van energie-vet vorint. Wortlt mi 
aolitcr dr schroef eeii iniitorgondrl gt,plaatst, (Ian braecgt 
tiel mid&ndrel van de schroef zirh i n  het yelied, waar 

uwinx \nor den krqi van de motorgnnrlel dr 
nelhcid vermindcrd is. I)it hcrft r c n  plaat- 
.iging van d e  invalslmekrn van de srhrorf- 

Irladrn t.engevoIgce, waanlorrr I?? bi,j de afzrtiirlerlijkc srhrorf 
bestaandr rmynnstigr t,opst,and \whctcrd en hr t  nuttig- 
rffect rrirgroot kart nordcn. 

d. D e  weerslurid can de  ufz~r~d~rli'kr niolorgoirdek. 
HocwrI ecnigszinr hnitcn hrt bchandeldr onderrrrrp 

vallmde. zal de wrerstand van de afzonderlijke motor- 
gondels hier nog inrt ern enkel woord besproken worden. 
Vergrlijkt men dc voor yelijk oppervlak berekende COBS- 
ficienten cluI (rie Tabrl XI  tjm XIII), dan blijkt, dat het 
aanbrrngrn van den motor aan motorgondel n'. 3 (dub 
nu. 3 --t n'.' 1 )  cen zeer helangrijke vergroot,ing van den 
weerstand trngevolge heeft. Het aanhrcngen van ern min- 
of meer gcstroomlijndrn romp achtrr den motor (11". 1 
--t no. '2) geeft, niettegrnstaande de belangrijk grootrre 
maten ran  h r t  grontspant,, eenigr verniindering van den 
weerstand. Dit Reeft een aanwjjzing. dat  door het am-  
brcngen van ern behoorlijk stroomlijnlichaam at:ht,rr nf 
ten deele om den mot,or e m  nict.onaanzienlijke verhetrring 
van den weerstand 1.e vrrkrijgen moet zijn. 

Berekent nien de weerstandncniifficient voor motor- 
gondel no. I voor het oppervlak van den omgeschreven 
cirkel ran  den motor (cIu,), dan blijkt deze niirn 0.' .> van 
die voor een vlakke plaat te rijn. 

7. Over het gebruik van de uitkomsten van 
modelproeven voor schroeven. 

Na het voorgaande is het gewenscht een kort overzicht 
te geven van de voonvaarden, waaronder de ni t  model- 
proeren verkregrn resnltaten vwr beoordeeling van ware- 
grootte schroeven gehruikt mogen worden. Voof meer 
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uitvoerige brsohokvingen kan verwczen worden naar de 
bestaande literatunr 5j. 

Opdat vnor twee in lucht werkrnde schrocven de  l i p  de 
iii pnnt 5 aangegevrn wijze in co~ftkienteu oitgedruktr 
ilitliumsteii dredlilc eullen zi,jn, ninet,, streug grnomrli, 
\wlrlaan wnrden aan de volgtwle vooru~a:irdrn: 

le. ineetkundigr gi4i,jkvnrmigheirl ran de si8hroevcn en 
van de in de nalijheid gqilaatstc Iii~hainen, ills In~Jtnr- 
gondels; 

2e. gelijke waarde r a n  I’/.o (waarin 1 7 relat,ie\.r 
snelheid op groot,~n afstand voor de wliriicf, n ~=: toerental,  
1) != niidrlellijn van de scliroef); 

1’1) 
:le. gelijkr waarrlc van liet Reynolds’schc getal - 

lende elementen van de bladen bepaald werden. De laatste 
waren metingrn met rleugelniodellen van voor schrnef- 
bladen bruikbare profirlen hij hooge snelheden. 

Uij de Engelsche nretingen, waarliij de schroefhladen 
duhbelgewelfde (lensvonnige) profielen niet scberpen wor-  
en achtcrrand hadden, Meek bij lage waarde van de ver- 
Irouiling (onitreksnelhcid van het elenlent: gelnidssnelheid) 
(le invlord van dezc. gering te rijn. Er bestaat echter een 
grens, waarhoven liij pkrtseling van lieteekenis wordt. 
I k z e  schijnt in dit geval in d e  unigering van 0.7 1. t e  liggen. 
h v m  drze grena neenit de lift af, de weerstand daaren- 
tegen sterk toe. Voor trek en inoinent van de geheele 
srhroef wordt dezc invloed eehter eerst. merkbaar, wan- 
neer de till-snelheid een waarde van ongeveer 0.8 :! over- 
schrijdt. 

4r. gelijke waarde van d r  verhonding ~~~~ . (waarin 

c :- voortplaiitingssnelliei~l van Iret. gelnid in de lurlrtj; 
C 

5e. gelijke elast.isehe vervurniingm. 

Gorrl 1)eschonwd rijn dit dc7,elfde e i x h n  a l v  bij nndere 
niodt:lniet ingen, h.v.  i i t~n  vlengcls, geesteld kimncri worden, 
de fbrrnuleering is eohler een anderc. Zuu Iieteekent gelijk- 
heid van de under 2e. bednelde verliunding \-a11 vnor- 
waartsche snelheid tot nnrtreksnelheid (T wonlt hierbij 
als aijnrle ern c ~ ~ ~ i s t a i i t ~  Paactor weggelaten), indien aan de 
anrlere vuurwaarrlen vuldaan wordt. gelijkheid van tie 
verlronding tusschen de rnmp~me.ntrn van de relat,ieve 
snelheid in axiale cn tdngelltiak richtilig wur  icder elelnrnt 
van bet sohroefhlarl, hrtgeen (h i s  uvereenkonrt iuet de 
vuorwaarde r a n  gelijken invalshoek voor vlengels. lIet 
zwaartepunt van de vonrwaardcii ligt Iiier ecliter anders. 
Vuor \~leirgrlmetiriyori zijn b.v. ondrr nomiale onistandig- 
heden de clrie eerstgenornide vourw~~arden beslissend. 
terwijl de I)eidc lautstrn, als zonder pract.ische betrekenis, 
buit.en tiesolionwing gelatrn wunlen. Vuur schruevrn danr- 
roteg.cn schijnt de waarde van het  Keynulds‘sche getal, 
r ids  met niet. a1 te kkine sclirt,eveir cn hij al t e  lag? slml- 
hetlen gewerkt wordt, bi,i nomiale waarden van I . l n ~  van 
weinig heteekenis t,e rijn ”). I.)aarentegen rijn de lieidr 
laatsle vourwaardcn liier win nieer helang. 

I k  invlurd van de oniler 4?. gcnuerndc vcrhonding, 
of zuoalr het gew1,ne spraakgr1,rnik lnilit, van ile grlIot,te 
van de tipsnelheid, is nug niet volledig tiekeial. F:r xijn 
rchter we1 eenigc Engrlsclie ?) en hnierikaansche n, m e -  
tingen over $lit, onderwcrp, die hicr in bet, kort, besproken 
znllen worden. 1 k  cerst,genoenvlr waren mderzockingen 
nwt  sclir~,rfnioilrllrii met Iiooge tipsnellieid, wiiarliij zwwrl 
t,rck en nioinent r a n  de geheele schroef, als, door een 
onderzuek van de strooining, de werking van de vers(!hil- 

5 )  Zie o. a. FAOE.  A. Airscrews in tlicorg and experiment. 

0) Zie 0. a. d e  i n  de noten x) en s j  ycgeren lit,era.tuor. 
7) I > o u a ~ ~ s  G, 1’. and PGHXIXC G. A. \Vind t,nnnel ieuts 

with high tip speed airscrews. The characteristics of a bi- 
convex aerofoil at higtr speeds. Aeronautical Research Com- 
rnittt-e. R.M. IOYl. 

~ ~~ ~~~~~ 

(C,onstable ti (‘0. 1!,20). Chapter IY.  

Na he t  afslniten van hct rapport verschcen: 
I ~ U O L A S  G. 1’. Experiments on niodi4 nirscrcws a t  high 

tip sl~eedu, T h e  Juornal of ilor Roya l  Acron;n~tiral Snrictg, 
.lune 1Y18, p. 4x2. 

Dit, artikel, dst hier niet meer bcsproken kon worden, 
geeft een uverzicht van allr op dit gehied io Engeland uit- 
gevoerde modelinetingen. Het bevat ook ecnige opnierkingen 
over den invlaed van de waarde van lret Heynolds’sche getal 
op de grens, waarboven de invloed van groote omtreks- 
snelheid merkbxar wordt en over de elastische vervorming 
van schrueven. 

Bnroos L. J., HULL G. A. and DIIVDEN H. L. Aero- 
dvnaniir chsracteris1ir.s of airfoils at hinh sveeds. Natiuml 

%) 

Advisory Committee for Aeronautier. I&pok no. 2 O i .  

koinen, hier uok reii Inin of nwrr geprunoncecrde grew 
bij oiyreveer 0.7 c te bt:staan. Voor dikkeprofielen en(of) 
gruute invalshneken schijnt deze lager te  liggen, hetgeen 
liegrijpelijk is, daar eigenlijk niet dc snelheid van de 
ongestuorde strooniing, doch de grootstr uptredende snd- 
lieid nls Ijeslissende factor hescliouwd moet. wordrn. 

Uij de in het rapport Irrsclire\-en nietingen was het toeren- 
tal van de schrnef ongeveer lo() per see. ,  de niiddellijn 
van de sohroeren no. 1 1  en B resp. 0.275 en 0.330 ni, de 
tipsnelhrid m i l >  dus <Jllge\’?f3 86,  rcsp. 104 inisec. In 
lieide gevallen w a s  deze dns lirlangrijk lager &an de ge- 
h~iilssnell~eid l = :i:W ni: Neeint men nu  als eerste 
bcnadering aan, rlat de II gegeven uitkumstrn ook 
liier geldig xijn, dan mogen de verkregen nitkonisten alleen 
dan voor vergelijking m e t  warr-gro~,t,te-scliroeven gebezigd 
worden. inrlien de tipsnelheid van deze laat,sten lager is 
dan 0.8 c c 2tiO in%ec. Bij hwgere tipsnelheid is afname 
van trek-cuiifficient en nuttig-effect, t,ornanre van nro- 
nient,eii-co&ffieieiit te verwachten. 

I)c under 5e. genueinde elaat.ische vervorming van de 
schrnel in belastm toestand vornit eigenlijk een deel van 
de vuorwasrde van meetknndige g:elijkmirtnigheid. daar 
irntners de vurni van de in beweging zijnde schrnef en niet 
die van de schroeS in rust beslissend is \.oOor de grootte van 
de luchtkraehten. Om pracbische redenen wordt ecliter 
rneestal de hier aangegcven splitsing ( l e  en 5e) aange- 
hunden, daar de vurni van de schrorf in rnst 
die in bewegenden toestand echter zeer nio 
troleeren is. De elast,isclie vervorming, die een gevolg is 
van centrifiigaal-kracht en lnchtkrachten, kan lxst,aan uit 
buiging m wringing van de schruefbladcn. De eerste u l  
waarschijnlijk weinig invloed hcbben, de laatste kan door 
verandering van i ten  iiivalshork van de bladelenienten van 
Iwt,rrkrnis zijn, Hierover is echter nug weinig bekend. 

8. Conclusies. 

Het ondcrmek leidrle lot de volgende conrhisies: 
a. de conibinat.ie -Iiestaande nit een niotorgnndrl van 

ongeverr denzelfilen vorni als bi,j nirernrot,orige vlirgtnigen 
gebrnikelijk e n  een schroef van dezelfde relatieve afnie- 
tingen als hierbij gebezigd wordt, leverde een lage waarde 
(ten hoogste 0,GO) van Iiet net to-nut t ig-ef t ,  11.w.z. lret 
nntt,ig-effect, dat lierekend werd voor de trek geleverd 
d<JUr de eenheid rirut,i,rgoii~lel-schroe~ (pnnt Bb); 

6. de gebezigde schruef had, up eiehoclf Iw,sc!houwd. 
een behuorlijk nnttig-effect, de nngunstige nitkonist voor 
de combinat,ie is t e  wijten aan grnoten weerst,and van d r  
inotorgondel en belangrijke vergrooting van dezrn door 
den slipstrooin (punt ab); 

verwacht wordt, dat verbetering verkregen kan wor. 
den door den weentand van de inoturgondel t,e vermin- 
deren en door een grootere schroef te  gebruiken, in h i d e  
gevallen nioet de schroef hehonrlijk aangepast worden ann 
de onistandigheden (pnnt GI)).; 

c.  

http://roteg.cn


d .  verhetering van den weerstand van de inotorgondrl TABEI, 111. 
is waarschijnlijk te verkrijgen door het aanhrengen van 
een stroomliinvomiis lichaam arhter of ten deele om den 

Gegevens van schrorfmodel nr. 6. 
. _ _ _ ~ . _ _  ,, 

motor, ?en aanwijzing i n  deze richting werd verkregen, 

lichaam, waarvan het, grootspant, helangrijk grooter was 
I 

eenige verlietrring van den weerstand verkregen werd I 

I 
doordat door het aanhrrngen r a n  een matig stroomlijn- ~ Bladhoek I Bladhreedte 

dan het geprojecteerde oppervlak van den motor, torh 

v. het hart, 
v. a. - l - ~ ~  . ~~ 

schroef ~ hlad 1 ' blad 2 lldad 1 

Rladdikte 

ilad 2 

(punt ad); 

het geliruik van een relatirf grooterr schriirf aan 
deaelfde motorgondel gas een vcrhetering ran Ire1 nrttn- 
nutt,ig-effect (maximum-waarde 0,GRj; dnar de schroef zrlf 
iets minder gunstig was. mag aangenorncn worden, dat 
IBetere result,aten hereikliaar zijn (punt, cic): 

de wrrrstandsvrmiecrdcring van de motorgondrl door 
den slipstrooni kan iiierrdrre malm de weerstand van 
dew zonder .slipstrooniinvlord Ledragen (punt O h ) ;  

p. de aanwezigheid van de motorgondel achtrr de 
schroef schijnt een hrlangri,jkr vergrooting Tan he1 schijn- 
hare nuttie-effect van dew t e  kunnen wrooradken (vunt fib): 

c. 

,f. 

- 
0.61 

0.61 
0.61 
0.61 
0.61 

0.61 

0.61 
0.61 
0.61 
0.61 - 

n 
5.0 

10.0 
15.0 
211.0 
25.0 
:3n.o 
85.0 
40.0 
45.0 
k7.5 

Allr mat,rn in O;, van at. niiddrlli,jn. 
Jlirldellijii van dr svhrocf = 0.350 m.  
Spoed op \-an de st,rasl = 0.2!)0 in ~ R X  '':" r. d .  

middrlli,jn. 

Toeliclilixg van de Tnbrllen IV 1:m X. 
rT : nrtto-trek-cokfficient 
rM = momrntenco8ffifipr,t 
7 = netto-nnttig-effrrt 
dT = hruto-trek-rokfficicnt 
7' = bruto-nut,tia-effrct 
7'' = nuttig-effcrt van dr afiondcrlijkc schrorf. 
Ilr nPtta-roi'ffirirnteii sijn herFkend irit d~ trekkracht 

grlrvrril door dr combinntie schrorf-inotorgondel (zic 
punt 50). de bruto-cokfficientrn werdcn vwkregen dtirir 
hierhij den wfwstanil van de motorgondrl (zonder slip- 
stmominvloed) op te  t,cllcn (eie punt 5r). Hrt  nuttig effect 
van de afzondrrlijke srhrorf aerd op de i n  punt 5d lie- 
sproken nijsr herekmd. de indicrs 1 en 2 hetrekenen 
verschillrnde aannariicii hicrbij over drn slipstroominvlocd. 

TABICI. 11.. 
SchmcC nr. 11 ( I )  = 0.275 m) met motorgondel m. 1 

1.luniter-motor). 

h. de verkrrgen Frsultatm mogen slerhts (Ian op ware- 
yrootte-schroeaen torgrpast worden, indien de  tipsnelheid 
van dezr lagrr is dan ren grensu-aardr, die ~p ongeveer 
260 i n k c .  gesohat wordt, bij hooprc waardtm van deze 
wordt ahname van trek-cokfficimt en nuttip-cffrrt. tor- 
name van niomentencorff irien t \-emaoht (piin t 7). 

(Afgesloten Juni 1Dz'X). 

Naschrift. 

Op hct oogenhlik van p:~blicatir van dit, ra1q:ort is hij 
den R.S.I.. ern mrlerzork in voorbereiding. waarbi,j gc- 
tracht zal wordcn roor motor~oniirls \'ai1 het hier Iir- 
schouwde type w n  vorni tc vinden, die hetere uitkomstrn 
oplevert. Hierhij zal o.m. gehruik geinaakt wordcn van hij 
Amerikaanschr metingen (N.A.C.4. Report nG. 813 en 814) 
verktepen rcaultaten. 

T.iBEI. I1 

Grgrrens van whrorfmndel rir. 11. 

Bladhoek ~ Bladl,reedtc A f s t a n d 
v. het hart 

v. a. 
tichroef 

Bladdiktr 
\' V f " n  CT ru 

hlad --I 2 ,])lad ~~ 1 

... 1: . , i . . l  __ 
hlad 1 

~ ~~ 

,lad ! 

~ 

8.15 
7.97 
7.68 
7.41 
7.13 
6.84 
6.54 
6.18 
5.82 
5.40 
4.88 
4.25 
3.80 
2.90 

- 

- 
0.w 

0.73 
0.78 

0.73 

0.73 

0.73 

0.7:1 
0.73 
0.i3 

0.73 
0.71 

0.80 
0.47 

0.78 

0.65 

- 

0 
9.1 

12.2 
15.1 

21.1 
24.2 
27.2 
30.2 
88.8 
86.3 
89.4 
42.4 
45.4 
48.4 

18.1 

~. 

0.73 
0.73 
0.73 
0.73 
0.78 
0.73 
0.73 
0.73 
0.73 
n V!Z 

- 
..a -3.3 35' 
36060' 
3 5 W  
51'25' 
26'25' 
22020' 
2n"1ll' 
1820' 
l6"55' 
15"25' 
14020' 
i3Oin' 
1 i'8n' 
12"in' 

T4BEL V.  
Srhroef nr. 11 (I) = 0.275 m) met motorgondel nr. 1 

(Jupiter-motor). 
_I.. .I 

0.71 2e meting. 

ll.l~ll6X8 0.480 
0.00663 ' 0 -95 
0.000s2 1 o : k I  
0.0041 I ~ 0.251 

Alle maten in 9: van de middellijn. 
Middellijn van de schmef = 0.275 in. 
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TABEL VI. 

(Jupiter-motor). 

ToeZirliting uun de tnbellm XI t/m XIII. 

ew,, cw,. cw,, = weerstands-eo&fficientrn, op de gewonc 
wijie herekend uoor de grootspdnt- 
oppervlakkrn resp. van de nrotor- 
gondcls nr. 1 ,  '2 en 3. 

C W I ' ,  DW,,'. werrstandscoBfficienten, berekenrl 01) 
de in punt 5h aangegeven wijxr, resp. 
~ w n r  de schroeven nr. 6 en 11. 

Sehroef nr. 6 (D = 0.330 m) met motorgondel nr. 1 

~.____ 

TARRT. X1 
22.4 ! 0.690 n.n4m ~ n.007~5 ~ 0.6641 0.0593 ~ 0.830 
24.0 , 0.736 I 0.0415 I o.nn74o 0.656 ~ 0.0551 I 0.872 Motorgondrl nr. 1 (Jupiter-motor) zonder tichroef. 

TABF:L VII. 
Schmef nr.  11 (I) = 0.275 r n )  mct motorgondel nr. 2 

(F VII-kop). 
~~ .... ~ __..._______ 

I 

cM j ~ cT' ! 7' 

! ~ ~ 

i ! 

10.3 , o.3w 0 . 0 5 ~ 0  o.00706 n.4w o . n m  n.55:j 
11.8 0.424 1 o.mx i O.OO6RR 0.540 0.0597 , 0 . m  

TABIU, VIII. 
Schroef nr. (; (I) = 0.3:iO m) met motorgondel nr. '2 

(17 VII-kop). 

8.4 
10.2 
11.8 
13.2 
143 
16.7 
18.7 
193 
20.5 

om 
0.53 
0.59 
0.5fi 
0.50 
0.56 
0.55 
0.53 
0.58 

I .50 
1.38 
1.53 
I .45 
1.6'2 
1.44 
I .4:3 
1.37 
1 .:18 

8.4 
11.8 
14.5 
16.H 
1H.7 
20.5 

0.58 

0.53 
0.51 
0.49 
0.48 

0.5% 
1.87 
1.54 
1.36 
1 .:E 
1.27 
1 2 3  

0.0244 
0.0239 
0.0'241 
0.0233 

0.0219 
o . n m  

0.0350 
0.034s 

0.0335 
O.O:M 

n . o m i  
0.0314 

TAREL XIII. 
Motorgondel nr. 3 (glntide kop) zonder schmef. 

1 
~~ 

CWli V CWI i , CW.' , 
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W g e d r u k l  uif het Weekblnd .,DE INGENIEUR' 1830 No. 2 .  IVerktiug- en Sclrerpslionza 1. 

RAPPORT V 285. 

RAPPORT V 285. 

L'influence des nervures  sur la reslstance des 
ailes 111. 

R6SU?lld. 

a. Introduction (point 1). 
Dans IPS rapport,s V. I75 rt V. 284 2) IPS tqnatinns d i f -  

fbrentielles ont btb donntrs 1mir IC' lonyrmns d'nnr ailr 
en cansid6rant l'infloencc clcs nrnwrrs, iiiais pas crlle ~ I I  

rev&enient. 
Ces &quatinus ont I t6  trausfnrrn6rs ivi dans unr fbrnir 

simplifier, sans aricuni! hypotldse restrictivr, pow It. (:as 
d'une ilistllnce constante des longcn~ns. 

b. 
Les Pqnatioiis pour une dist,ancr c:onstant,r r1t.s longrrons 

oiit la forme donnPc par Ia, oii la forme abr6gi.e ilrinii6c 
par Ib .  Ides solutions dernandPes rluivent rrrnplir les e m -  
ditions niarginales donnPrs par l e u  ritppiirts 11 1 j u s q t i ' i  9 

Les &potions in i t ides  ( p i n t  2). 

c .  Prewtilrr siiiiplificnti~m (pniwt  3). 
En iutbgrant on obtient les Pquatinns 111. 

c )  'Lie noot 1 ran  het rapport. 
*) Voir note 1 du r ~ p p o r t .  

d;,ntc). 
71 = nrrlnnnPe de la lime ilr Slcxion. 
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fraetrn 1,iistmgen sdlrn den durrb I1 1 bis 9 gegebenen 
Randhrdingungen grniigrn. 

c.  ETstf ~ ’ e r e i n j ~ ~ c ~ i u n g  (l’unkl 3). 
1)urrh Integration van , i s  Iks I Rehen die Clrirhungen 

in I11 ii11c.r. 

d.  lion%wtriertr Laden (I’unkf 4). 
Bis jeizt wurde angnronrrncn, da die niisseren BP- 

las tuqrn stetig ii1,t.r dir Ilolme vert? t waren. Sinrl aueli 
konzpntrierte 1,astrn vorhandrii. ilann rrhnltrn die Glei- 
rliungr~n dir Fcrrnr IT. 

1’. 

I)urclr ZusarnriiPnziih1I.n der l)eidtw Gleirhungen IV und 
na<+herigr lirtrgration mtsteht V 1. 1)nrrh Zusannnen- 
Siigen diesrr (~leiclrungcn auf rinderr Wrisr V 2 ,  sodass 
dir beidrn Glrichungrn f’iir r l i r  Hohnr nun in der in Punkt 7 
als V gpgrLeiic Forin erhalttm sind. 

IXe 1.iisungen sollen dpn Kandbrdingungm VI 1 bis 5 

Ziuurilr ~ ~ e r e i r i f , d i u n g  (Piinkt 5 bis 7). 

grlliigen. 

f. 
Dip Liiwng d ~ r  Glrirhungrw kann init, Hilfe bekannter 

~elirlrtw. Hierljci kanii dir (;lt+t~iing V2 als 
tt,n Ordnung in (y,-~-yr)’ hehanrlelt werden. 

Eine I,it.eratorangabr von brkilnntrn Nnherungs\.erfahren 
irt lwigefiigt (;.litPratuuropea~t!”). 

Liisiirig der f r l id le f ien  Gleidrriiigeii (Puvkt  8 ) .  

BERICHT V 285. 8.  Lrjsiirigeir iir gmclilorsmer Form (Purrkt 9). 
Fiir geaissrn E’ornien der in Gleichurrg V2 \,orkom- 

n ~ c n r k ~ ~  Faibklionrrt ist riir. L i i s i i r i ~  dieser Glriclrnng mit 
Hillir voii Hrssrlscht~ii  Furrktionm miiClivh. 

Der Einfluss der Rippenverbundwirkung auf die 
Festigkeit von Flugzeugfliigeln 111. 

l) a. Fuaznote 1 des Berichtes. nitionen. 

T 

! 
i 

i 
I 

! 

i 

i 
i 

i 
I 

1 
! 

i 

1 
1 
i 
i 
I 
i 



De invloed van het ribverband op de sterkte van vliegtuigvleugelsII1 

h := liggemf?tand; 
q =: uitwendigr belasting (continil verdeeld nver rferi 

ligger) ; 
11 : ordinaat van de  elastischc lijn. 

I)r indicrs 1 en ? ges-en aan ot‘dc heschouwdp grootheid 
betrekking lieeft op den voor-, dan we1 op den achterligger. 

Is het punt s ;= 0 het inklempunt van de liggem en 
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is de liggerlengte I, dan zijn de rantlvoornaarden (zie uitkomstcn onveranderd; de intrgraal over de totale nit- 
V. 175, punt 11, oak V. 284, punt I)): weridige belasting vertnont dus een rindigen fiprong ter 

~~ 

~~ : y1 ~~ 0 ;  ~ 0 ;  ?,,, 2 1 ) ;  ~ 0 ;  11 1,2, 3 , 4  grootti van Q iannecr  il: door l iet punt s.1 gat. 
Op groucl van deze heschouwing kunntn de vergelij- 

kinge.11 111 rlns nitgehreid worden voor het geval, (lilt 
11 s , ~ ,  7,8,0 mast rlc continu verdeeldc helastingen nok geconcen- 

treerde lastcn voorkonim. Zij luidcn dan: 

6 I : VI’’ := 0;  yz” = 0; (Sib yl”)‘ z x; (Sib ?/2”)’T: --.-x 
S,r + S , r  x =  ~~ bP--.- (?I, .- y2)’ 

3. Eerste vereenvoudiging van  de vergelijkingen 
voor continu verdeelde belasting. 

Door de rerste vcrgelijking I D  vau 2 naar I t e  intrgrccrcn, 
wordt. verkrrgen: 

1. 
(Sib y1”)’[_1 - (Slh 2 /1”) ‘  -1  471 d t  +~~ 

x 

+ { 7 (?/, ~ ?/J’ }e ~~J 7 ( ! I ,  ~.~~ !/J 

Hirrhij l,rtrrkcnln dr door [ =~. 1 a;uigrduidr grw’t- 
lieden dr waardr van dczr vnor hrt nitciiirle van drn 
liggrr, dc overigeu dir yoor hct punt. ,i’. 

Volgens de i n  hct vorigr p i n t  gegr\~n 1,r.trekkingrn 
117 en 9 is: 

( k s i h  ?It”)’( - /  - { 7’ ( V i  ~ V d ‘  } f 5 .  Tweede vereenvoudiging van de vergelijkingen, A. z ,  ,. 
Wordt dit, ingrvocrd en howndien 

1. 
1 q, d t  ~= D ,  

x 
gesteld, dan gnat, de vrryelijking over in: 

( S i b  ?I,”)’ = D ,  f 7 (?/I ?/2)‘ 

De tweede vrrgelijking Ib kart op dearlfde wijee br- 
handeld worden. zonrlat verkrrgen wordt 

4. Het invoeren van  geconcentreerde lasten. 

I n  het volgende zal onder een ,,hniten” het punt z, 
grlcgen punt s een punt verstaan wordpn, dat tusschen 
het eerstgenoemde en het vleugelnitrindr ligt (2, <C d -< 1). 
€let punt z ligt daarrntegen ,,hinnen” hrt  punt sl. wan- 
neer hrt zich bevindt tusschen het 1aatst.genoemde en 
het inklempnnt (0 -5 z .: E,). 

Naast de reeds hestaande continu verdeelde helast.ing y 
op een ligger, zij op deze ecn tweeclc, voorloopig cvrueens 
continn verderlde q* aangmomen, die tusschen de pnntrrr 

s,--~ en x ! ,  + t de constante warde  y* = - tieeft 

rn in alle overige punten nnl is. Vow buiten (a,, + E)  

gelegcn pnnten hlijft de in het vorigc punt ingevoerdc 
intepaal over de uitwendige bclasting onveranderd: 

2t 

‘. 
D = - / q d d g  

voor de hinnrn (<E,  -- 6) gelegtxl punteri wordt sij daaren- 
tegen 

x 

~~ 

De hcdorlde intrgrsal wordt tins in dit  gr\al 
! xi 

1 2 Q, d[ = 1 Q,, d t  = Q, ,  (,cl ~~- s) < s, 
x x 

~~ ~ ~ 

*) I n  dit punt wordt eeii vergelijking ( \ ’ l )  a f g e l d ,  die 
volgens de in rapport T. 2x4 aangegeven rnetllodr lanys 
eenvoudiger weg. nainelijk uit de e v e n r r i r h t s ~ o n r u , ~ l ~ r ~ ~ , l  
van tiet lruiten z gclegen drel van dcn vleugel. gevonden kan 
wordcn. Bij dr daar gcgeven hesehonwingen werdcn alleen 
continu vcrdeelde belaatingcii aangenarnen, doc11 invoering 
YNII geconcentrecrde lasten zoii geenerlei heznnar oplevercn. 
I h a r  n u  echter uitgegasn werd van de vergeli/kinpen in den 
i n  punt 2 gegeven v.orm, hetgeen nlet bet oop r>p vrrdlere 
afleidingen gewcusoht was, werd ook de hier anngegcvrn 
wreg om de hedoclde vergclijking t e  vcrkrijgcn volledigheids- 
halve opgenomen. 

3, I)e LIU vnlgcnde wiskundige heschouwingen kan men 
ontpan door t e  letten op de analogie niet het vraagstuk 
van den eeuzijdig ingeklemdm halk met continu verdeelde 
belasting en geruncentreerde lasten, welke vcrkregon wordt 
door S,b  yl” en Szb y2” samcn t e  vatten tot 66n yroothcid 

I X I  I E I 

D * * = - /  4 d 5 -  / q*dE = - / q d t  + Q 
s b  f*, de beide integralen D, -- -- 1 q ,  d[ en I), = 

D + Q x 
x x I 1 X,--E - , qa  d [  tot, 11 ~ -- ( 9 df en de beida sonllnell 2 61 en 

Z’ Q, tot Q. I ) ~  geld$,eid ,.an vergelijking T1 is dan 
zot~der meer dnidelijk. 

Xeemt un f to t  nul af, m.a.w. wordt de iranvankelijk 
continn verdeelde hdast,ing q* samengetrokken tot een 
geeoncentremien last Q in het punt x l ,  dan blijven deze 

~ 
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'_ 
/ ZQg, dc = 0 

en verdrr, vdgens de in punt 5 gegeven definitie van dr 
grontheden M ,  en $'It: 2, < 5: ~5 1 

x 'M,' = - n, -~ 2 61 
Zijn rr nieerdere krarhten Q, dan Ea1 de integraal M3' =*. ~- DZ 2 Q1 

1. 

/ Z Q df bestaan uit even zoovelc terrnen van den w,,rdrli: 
Ilirrdoor kan de vrrgrlijking wnvnudiger gesehreven 

Nu is: 

Vmrr de Iirtrekt.nis van l i d  z'-trrkrn kan v i m w z m  

1 ) ~  randv~ii~rwaanlrn, waaraa!, d e  oplossingrn niiwten 

\'I 1 .  2, :i, 4, 
1; 7 1 (!/* ~~~ yJ' = 0 VI 5 .  

w,rrlrii naar rlc voorlaatitc, elinea van punt 4. 

r.nldnm, aijn: 
c - 0 ?/, ~~~~ I); y* - 0; y,' ~~ 0; ?/%' ~~= 0 

8. Over  de oplossing van de verkregen vergelij- 
kingen. 

H r t  is nirl <IC. bcrloeling hirr. WII ~~~,l~rxsingsiiirtliorlr 
voor dr wrkrrgm rtrgelijkingen te  gcvrn. Ernrrzijds 
irliijnt het owrhodig aan tr tnoneii. &it een lienadrrings- 
oplossing met Penvoildigr hnlpmiddrlen rerkregeri kan 
wordrn, anderzijds ontlmrkt hrt nog aan voldocnde reken- 
crvating o m  tr krinnen Hangeven welke niethode vain 

practisch gebruik hrt  mcest grschikt is. Er tnogr hirr d u s  
vnlstaan worden nlrt cenige losse c~pmrrkingrn. 

I)e nierst gesrliiktr gang \-an d t  npbssing sclrijni d~ 
rolgendr. l)r vergclijking V2 kan opgelost worden als 
diffrrentiaal\ergrIijkiii~ van dr 2e nrdr in (?/, de 
oplossing moct hirrhij voldorn aan de door V I  5, 4, 5 
grgeveii rand\~oorwaarrlrt~. IVoriIt de verkregen uitkoinst 
naar c gcdiffrrentierrd, dan grdt zij tr aanien met dr 
rrrgrlijking \'I twrc linraire bctrrkkingrn tussehen de 
functies y," en y;', waaruit dezc afziinderlijk hepaald 
kunncn wnrdm. Hirrmedr is clan vonr dts practijk, roar 
" x e r  dezc gwn Iielang stcslt in de vorniveranderingen 
van den vkngrl, dorh slcrfits in de in de liggrrs optrr- 
drndr huigendr momcnten, (It- Iierekening afgeloopen. 
Wnrden erhter de ~~orni~~rranrlt~ritig~ii  ran den vleugel oak 
gevraagd, dan kunnen deze bepaald worden door intr- 
gratie van de verkregen uitknmsten vonr yl", y,", resp. 



(y, - yp)'. waarbij dan rekening grhouden moet worden 
met de randvoonvaarden VI 1 t/m 4 

De oplossing van de vergelijking V2 kan in snnimige 
speeiale gerallen in geslnten v o m  gegtwen worden (zie 
punt 9), meestal zal men op het gebruik van eeti of anderc 
henaderingsnietlrode arngeweren rijn. In  de literatnur rijn 
verschillmde r a n  dergrlijke brnadrringsiiietl,oden vow 
differentiaalvergelijkingm r a n  de 2r orde beschre\.en 4). 

Deze geven over liet algemeen de nplossing \'ail een 
,,beginwaarde-pr~~blerni'?, d.w.z. een oplossing, van de ver- 
grlijking, waarbij de gevraagde functie r n  lraar wrste 
afgeleide in 66n punt (,,heginpunt") grgevcn waarden 
hebhen. Het  hier hesrhouwdr geral is echter rcn ,,rand- 
n,aarde-prnbleem", daar de waardr van rlr grvraagde 
functie in bbn punt, die r a n  l i a r  errstr afgeieidr in rcn 
ander punt vourgesrhrrven is. I k  gevraagde oplossing 
kan verkregen worden door met passend gekozrn begin- 
roonvaarden twee oplossingen van dr vergelijkingrn t r  
bepalen. en we1 een voor de homogene en ern \mor de nirt- 
homogene vergelijking. wnarna dme zoodanig gecombi- 
neerd worden, dat de uitkonist voldoet nzn d e  niet- 
homogene rergrlijkitig en aan de gegeren ranrlniom.aan~rn. 

Een methode, die voor de oylossing van vergrlijking 
V2 (ook hier werr hesrhouwd als vergelijking van de Z r  
orde in (y, yJ) bij gegevrn beginvoorwasrderI zeer 
hruikhaar schijnt, komt in hr t  kort np het, rolgrnde n w r .  
Het gebied x = 0 tot x = Z wnnlt rerrieeld i n  rrn nantal 
deelen. Vonr ieder van dczc afionderlijk wordrn nu (le 

.. ". 
de brkende funetie henddrrd donr andrrrn van ccnvnuriigrr 
vorni, op zoodanige wi,bc. dat  de vergelijking in geslnten 
vornnI opgelost kan worden (zie punt 9). De Itirhij w n r  
de afionderlijkr intervalleti vrrkrrgm oplossingen aordrn 
nit samengevat tot  ern vom liet geheelr gehied grldende, 
door roor ieder i n t e n d  dt, inte~ratir-eonstantrn zoo te  
kiezen, dat in de ovrrgarigspunt.en tussrhcn de intervallrn 
de waardrn van (yl - ya)' en (y, - a,)'' a m  naclrr vast 
te  stellrn vnorwaarden roldorn. 

9. Over  oplossingen van de  vergelijking V2 in 
gesloten vorm. 

Voirr cpccinlc vnrnirn van de funrtirs 
s i b  s * b  en  is!!^ 

Slh + %b $2 

is hrt mngeli,jk de oplnssing van de rerprlijking W 
uit tr drukken in hrkrndr functies. Hct. geral, &at I,ridr 
constant zijn, wrrd r e d s  i n  tlappr,rt V. 158 (punt. 15 en 18) 
nitvnerig hesproken. Een mew uitpebreidr grorp van 
dergelijke gevallen, waarbij de in de prwtijk vonr vrij- 
tlragende vlengels vnorknnwnde vrrhondingrn hetrr I)?- 
naderd wordrn, wordt verkregen door aan t e  Iirinrn, &at 
zij den vorni A (ut- - -  a)" resp. H (aZ ~~~ x)" hrhhcn, 
waarhij A .  B, a, m en n cnnst,aritrn zijn. Dit nierr algr- 
mrene grval za1 hier io het kort t,esprnkrn wnrdrn, waarhij 
het voldoende is nllcen de nlgeinernr oplossing van dr 
hornogene vergelijking V2 te behandrlen, daar znnwrl de 
oplossing van de niet-hoinngene rrrgdijking als dr rerdrrr 
herekening van y, m y1 met brkcndr hulpmiddelen kunnrn 
gesr.hiedm. De bedoelde rergelijking wordt liier dus: 

{ A  (al - +p (yl - a,),,} R (a i  - a)n (!I1 - YJ' == n 
met als algemeene oylnssing 5): 

(yl - y a y  = (a2 - a)a z, { p (or -- x)V} 
Hirrbij beteekent op de gebruikelijke wijze Z ,  ( 2 )  ern 

lineaire combinatie van de Besselsche functies van de orde 
~~ ~~~~~ 

4) Zie literatuuropgxve aan liet eisde van het  rapport. 
6,  RIEMANS-WEBEHS DifCerentialgleichi1iigen der F'hysik 

JAANKE: E. u. Enints, F. Funktionentafeln (Leipzig 1928). 
I (Braunaehweig I925), S. 332. 

s. 166. 
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+ Y en -- v ,  indien v geen geheel getal i s  en van de beide 
Resselschc fnnctirs van de orde v ,  wanneer dit we1 het 
geval is. De waarde der in de uitkomst vonrkonrende 
coEfficiEnten is de voleende: 

donr de in te voeren fnnctirs hrhoorlijk hrnarlerd 
worden en dat de uitkomst cen zoo eenvoudig 
mngelijken vorm krijgt. Het lijkt waarsc,hijnli.jk, dat vnor 
nonuale vleugels het b v e n  afionderlijk verineldc grval 
M .= n = 2 bevredigende resultaten zal ople\-rren. 

(Afgesloten September 1928). 

6 )  JAHNKE-EMDE (zie 5 )  S. 13n-l:CCi. 
Verzeichnis herertineter Funktionentafeln I, hernusgegeben 

vom Institut fiir angewandte Mlat,hrmstik an  der CJnivcrsitSt 
Berlin (Berlin 192s). S. 17, 18. 

') ~ I E n i A N S - W e B E H  (Zie E ) ,  s. 324. 
JARNKE-EMDE (Zie 5) ,  s. 91. 
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._ ODergedrukt uit het Weeleblad ,,DE INCENIEUR" 1931 no. J.'Werktuig- en Scheepsbouw 1 .  _..__ __ - -. 

RAPPORT V 357. 
De invloed van het ribverband op de sterkte van 

vliegtuigvleugels IV. 
UiitrekseZ. 

a .  
In de vorige publicaties over dit ondenvery werden de 

differentiaalvergelijkingen afgeleid voor de liggers van een 
vleugel, naarbij de invloed van de ribben wel, die van de 
bekleeding niet in rekening gebracht werd (z ie  l i t .  1 t;m 4 ) .  
Hierbij werden verschillendr me.thoden aangegeven vnor 
het oplossen van deze vergelijkingen. In dit rapport wordt 
een andere oplossingsmethode besproken, waarvan de 
praktische uitvoering in vele gr\.allen eenvoudiger zal rijn. 

b. Invoering iran dimeusirlooze groothuden. 
Uitgegaan wordt van dr vergt~lijkingen en randvonr- 

waarden in den in rapport V 285 (zie l i t .  4) gegrwo vorni 
(I 1 tltn?), aaarin nu in punt 2 dimensielooze poothcdrn 
ingevoerd worden. 

Omvang van het hier behandelde deel. 

c. &*erzi&t 111Z95 dr ~if~loss'iv~~smeflcorle. 
In punt 3 van hrt  rapport nordt ?en ovrrzirlrt geg 

van de methnde vnm hrt  oplnssen ran  d e  vrrgelijkingrn 
en voor het brpnlen van dr herriktr nanwkrurighrid. 

aan hrt cinde \-an het rapport. 
e. Oetalleuroorbeeld. 
In punt 14 en 'I'abel 1 t/ni XXI is cen uitgrwerkt gc- 

tallenvnorl~eeld gegevm. 

RAPPORT V 357. 

L'influence des  nervures sur la resistance des 
ailes IV.  

R 4 S t l J I l ~ .  

I<tetidur de lo pnrtir traitre a, 
Dans Irs rapportx anteritwrs Irs 

ont C t t  dCdnites pour Ies Imprrons d'une aile sans rrvetr- 
nient rtsist,ant, (voir IitCrature (,,Litrratuiiropgavr") 1 
jusqu'h 4). I k s  differ ntes mPthndcs fiirrni rlonnCcs [JOIIT 

la solution de C P S  qiiatirrns. Ihns le rapport present6 
maintrnant unr autre mbthode rst rlisrutPe. dont I'appli- 
cation pent donnc,r unr siniplifiratinn ronsiili.ralilt~ rlar~s 
un nonihrc dc cas pratiqurs. 

b. Les &pmtiows diffhentielles et les condifioris de lintifr 

Les equations (I 1,Z) sont cellrs donnCrs clans le rqipnrt 
V. 2x5 (voir lit. 4); lea cnnditinns dr linritrs, k qui doirmt 
satisfairc Irs solutions, sont (I 3 jiisqu'i 7). 1.a sigui- 
fication drs symboles employ& est donnee &dnS le point 
j de ce r6sume. Par suhstitution de quantitPs sans dimen- 
sion (voir point 2 do rapport) on obtient les kqnations 
(I1 1;J) rt les conditions dr limite (I1 3 jusqu'h 7). 

c .  Substitutipn de variables nouwllPs, trnnsformntim 

Au lieu des deflections y les monients flechis.;ants 
z = Sby'' sont introduits coniine fonctions inconnurs 
(equations: IV 1, 2, condition de limite IV 8). Ensnite 
les kquations sont transform& en (V), dont la preniiPre 
ne contient qu'une des fonctions inconnues. 

d. Appron'mation des coeffirients de rdsistauce et des 
charges estdrieures (point 5,6). 

On suppose que les coefficients de resistance et  la partie 
des charges extbieures, qui est distribuee continue le 
long des longerons peuvent &re approximkes par des 
series en s (VI 1,2,3; VI11 1,2). En appliquant cette 
approximation les quantites suivants peuvent &re donnes 
&alemet  en sbies: les fonct'ms des coefficients de re- 
sistance, qui entrent dans les 6quations (VI, VII), les 
efforts tranchants et les moments fl&chissants, dus aux 
charges extCieures (IX) et  les fonctions f, et fa de ces 
quantitks (X, XI). 

(pf l i l i t  2). 

des equations (pm'nt 4). 

e. 
La solution demand& z, de I'Aquation (Vl) est: 

Solution des ipuotionp 77 (point 7,s). 

21 = 211 + Kzu 
dont 

N 

zll = Z A" x" : solution de (Vl), satisfaisant a la con- " dition a = 0 : zl, = 0; 
._ 

z,% = ,Z €3" e" : solution de 1'Pquation homog&ne, obte- 
nue en posant f, == 0, satisfaisant a la 
condition a' 0 : z,* 7 $- 1 .  

La constant? K doit strc rhoisi ainsi. que z, satidait 
i la cundition de liniite (V:+), Uans IPL. applications prati- 
qucs on doit ah11rCgcr IPS  sErirs pour z,, et z,:. En ce cas 
(XII) donne I'apl,n,sir,ratii,n de la sofut,ion demandkc. 

1.r.i rwfficients I\, et, €3,. sont. ohtenur k I'aide de la 
m6thode des rncffi&nt.s ind&'inis: ruhctitnt.ion des series 
pmir z,, 011 zlz r t  <:elks pour Ira autres functions, indiquken 
plus haiitr. dani IC% kqiuitions, donnc ICs  formules dr re- 
cursion pour  ccs cocffirirnts (XIII), (XIV). 

I.:, srrlution 2: wt ohtrnri cn su1,stitiiant dana I'kquation " 
(V2) Ir serie z ,  ~ C ( ' , , , I " '  (XVj 

0 

1. ( 'dct i l  des d<flecfioiis (po in t  !I). 
Lrs snlutioiis c, rt, z. bt,ant ohtenues. on p u t  calcnler 

IPS courliurei :iyl", y%'' (XVI.  XVIII) et les deflertionr 
y,, yn (XVII,  XIX) drs drns Iongrrms. 

g. Coni,ergrwe ! p i n t  IO). 
Puur I'application de la niCthodr dPcrit.e il est nbcrusaire, 

que Ici s6ries employees convergent, danv I'interval 
0 :> ~ I)' .~:~ .~ -1.1. On prut dhontrrr  que les conditioii,? de 
ronvergrnce resultmt rn la condition suivantr: les rncines 
des equationsl qii'nn obtient en posant zern Irs expreusions 
(VI l;z3j, doivrnt tous avoir nne vakur absoluc surpas- 
s n n t  l'unit6. 

h .  Mitimdc pour qi im+i t~  Ir degr4 Capproaimation. 

1 . e ~  r&ult:its, par cxeiriple lrs tnnnientu zL et q, qu'on 
ubticnt par la rn&thde derritc. n r  sent r i l l e  des solutions 
approchks. On p u t ,  calculcr pour res moments IC.; charges 
correspondantes en I P ~  .iubstituant dans les equations (V). 
Ides rhargrs. ralculCrs xinsi. et. IPS quantitb,  qui en de- 
pmdcnt. sont indiqubcs par l e ~  m h e s  symholes que les 
rharges nriginalcs. nrais nuinis de I'indrs *. Encore les 
rnEtnrs syniboles, minis du prcfisc a, indiqumt la diffi- 
rrnw entre res deux, qui donne une mesure pour le drgre 

, I  

( / I l h t  13). 

d'apprnxinr '1 t' 1011. 

i .  E,t~enqIe t tunrt~~rique (point 14). 
1,es tahlcaux 1 jusqu'h XXI dnnnent une exeniple 

. j .  Syin6oles. 

nuineriqrre. 

1, = dist.ancc drs longrrons; 
I 7 longueur des longerons; 
q - = ~  chargr exterirnre continue; 
P' = ,,coefficient de resistance de I'aile contre torsion" 

S , t  + s,r 
0' ' - 

z(() = coordonnk parall& aux longerons; 
y = mrdonnee  perpendiculaire a m  longerons; 
z = moment flechissant ddns un longeron = Sb y"; 
U = efftlrt tranchdnt calrulC dcs charges ext6rienres 

continurs q (voir point 2); 
M = moment fleehissant calc,uIe drs charges extkieures 

continues g e t  de la charge conceutrbe Q au b u t  
de l'aile (voir point, 2 ) :  

M u  = moment fli-chissant extirieur ail bout de l'aile; 
Q = charge concentree an bout de l'aile; 
Sb = coefficient de resistance contre flexion; 
Sf = coefficient de dsistance contre torsion; 
CI = inrlinaison d'un longeron dans L'encaattrement. 
Les indices 1 et 2 indiquent les deux longerons. 
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g. ~071WrgPiZCP ( p i n t  10). ! 
The methud of sohition discnssed here may only he 

nsrd. i f  thr series wnverge in the interval 0 =5 ,z 5~ + 1. 
Thiv will be so. if the equations. obtained by putting the 
exprririons given in (VI 1-3) equal to wro, hare no roots 
the absolute, value of which is smaller than or equal tu  
unity. 

11. Estimnt.inr1 of the naumcy of the solutinn (point I S ) .  
l'he degrrr of approxunat,ion attained by a sulrition 

may I,e estimatrd hy subst,it,nting the values of tht, bending 
mnincnis, whir11 arc calculat,ed, in the equations :ind 
dctrnnining in this way th r  corresponding loads. These 
loads and tho fiinctions dcrivrd froin thrm :we indicated 
l)y the sainc synihols as tlie uriginal ones, but marked 
with the sign *, whercas the differences between both 
liml-syslrnis arc given with th* pwfix A. Thr latter arc 
1ist~1 t i t  ,judge t.he ai-ruracy of  the solution. 

O /  l ' .?V7Jl i~J~l '  ( , l l f ~ i l I ~  14). 
- ~ ~ X X I  a oumcrical example is given. 

j .  Sntniim,s. 
0 ~ di'iliinri, of the 
I .-. lrngth 01 thr spars: 
q = c<,ntinur,us r,xtcmul 1o:ul: 
r ~~-~ ..rm~fi'i&nl of rigidity against torsion" nf  the 

,1,(5) = rourdin:ite in a dirc<.tiun parallrl t,o thr qpars; 
?I  = coarrlinatr i n  a dirrctiw [wrpmdimlar to the spars 

I = Iirnding nionicni i n  \par ~7 Sbr/"; 
I )  ~ shearing f irr i~ , .  ralciilatrrl f'rriin the continnoiis: 

cstc~rn:~I load ( s w  point 2 ) :  
,TI ~ Iwnding nimwnt. c t i l ~ ~ i k i t c d  Sroiu the r o ~ i l : i n ~ i ~ ~ u ~  

mtcrnal lo~ id  q a i d  tla. cst,tmnil rnrl load Q togrtlicr 
( s r r  point 2): 

illc, <- rstcrnal In~~line rrrorncnt a t  t h ~  cnd of a spar: 
Q ~= cstrmal end io:ul: 
Sb = wrfficirnt of rigidit>- .againit tiending; 
5'1 cot~fl'icicnt of rigidity agninst lorsion; 
x = inclinatiun of' it spar a i  t,lic point .I! = 0. 

Thc indicrs 1 anrl 2 dcnotr, t,he point anr l  ri%ar.synr. 

BERICHT V 357. 
Der Einfluss der Rippenverbundwirkung auf die 

Festigkeit vnn Flugzeugflugeln IV. 

~:un?i,meiifrw.siin~. 

I ~I~~Slertion: 

(1. Urnfnng des h i m  hehnndelteti Tedes (Punhl 1).  
In (leu rorhergeheiidm Beriehten iiber Rippenverliuncl- 

ivirkiing wnrdcn die 1~if~errllti:rlglcic~iungen ahgdcitet 
I'iir dit: Holnic eineb I~XigeIs dine &plankung (scbe Lite- 
nltiirangahe (,.l,iteratrmropF""r.:') 1 his 4). Dalbei wurden 
mehrrrP Verfahrrir ziir Liiciing rlieser Gleirhnngrn anse- 
g.brn. In r l ( . m  vorlitgmdcn 13rrir.ht aird rin ncwes Lii- 

rhhrcn entairkrlt_ drsseii Anwendung nianclniial 
einfachr,r bein winl. 

1 8 .  Die DiffL.ri.ntir*l~l~?j~c/l,LngCi~ iind l&"edingii?zgrn 

1)ic UiIfi~rmtiirl~leirlinngrti werdrn in den in Hrricht 
V 285 (srhe Lit. 4) angegclxnen Fm-ni (I I .  2) angtnomnien, 
wiilircml die 1,iirungen den Ilandbcdingen (IS hi? 7 ) ,  
geniigen sollcn. I.:inr Erlintcnmg der hrnutztcn Formel- 
zrichcn irt, in I'unki j rlieser ~ i i ~ a , , , i i i r n f ~ ~ ~ i i n ~  gegrhm. 
Ilnrrli Einfiihrung ron  dimrnsiondosrn Gruswn (sehe 
l'unkt 2) gelhen die (:leichiingrn uhrr in (I1 I$), die Rand- 
Iw-din,aungen i n  (I1 8 l i s  y), 

c. ICinffifiihrung von neur', I'miablen, Transfomation dm 
Glrirhuirgen (Punkt  4). 

An Strlle der I)iirchbie,vungi~n y wcrdrn dit Biegungs- 
rnnmentr z = Shy" alli die unbekanntr Fnnkt.ionen be- 
tracltet. Die Gleichungen und Ilanrlbedingungen werden 

(Plrrlkt 2). 
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jet,zt (11' 1 bis a), k8nnen aher niittels einrr einfaahen 
Uinformune iibereefiihrt n-rrden in (V). In drr let.ztrn aerdrn. 

XVIII) und die Durchhiepungen JJ (XVIC. XIX) Ixrcrhnet 



De invloed van het ribverband op de sterkte van vliegtuigvleugels. IV 
door 

ir. C .  KONTNG. 
Rapport V. 357. Rijks-Studiedienst voor do Luchtvaart, .4msterdnin. 

Een benaderingsmdhode- voor het oplossen van de vroeggcr afgelride diffPreotiaal-vergelijkillgen voor de ligpcrs 
van e m  vl?ugrl wordt besproken. 

1. Inleiding. 

In  de vorige publicaties over dit onderwerp 1) werden 
de differentiaalvcrgelijkingen afgeleid voor de elastische 
lijnen van de liggers van een vleugel, waarbij de invloed 
van de ribben wel, die van de hekleeding niet in rekening 
gebracht wordt (,,vleugcl zonder huid”) (lit. 1, 2,  3). 
Voor de oplossing van deze vergelijkingen werden ver- 
schillende methoden aangegcven (lit. 1, 2,  4). .41s voort- 
zetting van dit onderzoek werd het geval hehandcld, 
waarbij we1 rekening gehouden wnrdt met de werking 
van de bekleeding (,,vlcugel met huid”) De hicrbij 
verkregen differentiaalvergelijkingen vertoonen groote 
overeenkomst in vorm met die voor den vleugel zonder 
huid. Het hlcek, dat hun oplossing, door gebruik te makcn 
van cen iteraticmethodc, teruggebracht kan wordcn tot  
die van vergelijkingen, wclke analoog zijn met de laatst- 
genoemde. Hierdonr wordt de vraag naar een hruikbare 
oplossingsmethodc voor dew nog belangrijkrr. Toepassing 
van ecn der vrocgcr aangegeven mcthnden de he- 
rekening van een gcgcven vlengel (lit. 6). toonde aan, 
dat zij aan praktischc bruikbaarheid te wenschen overlirt: 
de berekroingen blekrn niet alleen zcer tijdroovend te 
zijn, dnch stelden hovendien hoop  risclirn, wat inzicht 
in het vraagstuk hetreft. Hrt is waanchijnlijk, dat, ook de 
ovcrigc tot nu toe besproketi niethodcn in liet algrnieen 
dcrgelijke bezwaren zullen opleveren. 

In  het volgende wordt nu een benadcrinb.smrtliode 1.001‘ 

de oplossing van de differmtiaal~ergelijkingen ontwikkeld. 
die snellcr tot  het doel voert en bovendien het voordeel 
biedt, dat de geheele herekening volgens een vast schema 
kan verloopen. Tegcoorer dew voordeelcn staat echter 
theoretisch het bezwaar dat sail het verloop van de stijf- 
heidsfactoren en uitwcndige belastingen zekerc beperkende 
voorwaardcn opgelegd moctcn worden. Dcze zijn echter, 
sooals bij de naderr bespreking in punt 5 en 11 an1 blijken. 
zoo ruim, dat van deze zijde voor praktische toepassing 
weinig gcvaar t e  dnchtcn is. 

De berekeningsniethode zal hier gegeven wordcn voor 
den vlcugel zondcr huid. Uit liet bovcn reeds gezegdr 
volgt, dat zij ook bruikhaar is vonrden vleugelmet huid. 
Hiermede zal nu in zoovcrre rekening gehoudcn worden, 
dat de belastingen en randvoorwaarden algemeencr &am 
genonien worden dan streng genomen voor het eerste 
geval noodig is. Eesi vcrdere uitwerking zal in een rolgend 
rapport gegeven wordcn. 

>) Zie de litrratuuropgave ilari het eindc van h c t  rapport, 
de hier tursehen haakjev geplawtstc oijfers vcrwijsen iiaar de 
nummers van deae. 

z, De afleiding van d e  vergelijkingen voor dit gwal en hun 
toepassing VOW een gegeven vleugel, waarbij de berekende 
uitkomsten vergdeken werden met, de experimented hepsaldlc 
zulleu binnenkort gepubliceerd wordrn (lit. 5 ,  6). 

~- 

De mcthodc bernst op hct gcbruik van rceksen, voor 
haar toepassing is dus de vraag naar de convergentie 
van dczr van bclang. De convergentie in wiskuodigen 
zin is beslissend voor haar toelaatbaarheid, de voor- 
waarden, waarooder deze optreedt, zullen in het kort 
besproken worden. \’nor praktische bruikbaarheid is bet 
echter een eisch van het allergrootste helang, da t  de in 
den vorm van een reeks verkregen uitkomst niet alleen 
convergeert in geonemdcn zin, doch ook ,,praktisch con- 
vcrgeert”. Hirronder is te. verstaan, dat met een beperkt 
aantal ternien een uitkomst verkregen “it,  die de 
werkelijke waarde van de gevraagde groothcid binneo de 
tr stellen nauwkeurighridsgrmzen benadcrt. Voor een 
getallenvoorbecld, waarbij een geval met, in de praktijk 
te vemachten verhoudiogen aangenomen is, zal aangc- 
toond worden, dat de praktische convergentie hier zeer he- 
vredigend is. Dit uitgrwrrkte geval is tevcns bedoeld 
als voorbeeld van hot t e  gebruikrn rekenscherna. 

2 .  De differentiaalvergelijkingen en 
randvoorwaarden.  

IJitgeegaan wordt van de vergrlijkingen voor ecn vleugel 
met constantcn liggerafstand in den in rapport V 285 
( l i t .  -4) (rergel. IV 1 en V 1) gegevcn vorm: 

waarin 

Voor de beteekenis van de gebezigdc notaties kan 
verwezrn worden naar hct overzicht aan het eindc van 
het rapport, alleen zij er op grwezen, dat de strcep boven 
de verschillende grmthcden dient om dcze t e  ondcrscheiden 
van dc nu in te vocren dimcnsielooze. 

AIS uitwendigc belastingen zijn naast de continu ver- 
deelde y, en ook gcconcentrcerde lasten Q, en Q2 en 
buigendc momenten Mi,, en M z u  aan de uiteinden van 
de l iger ,  aangcnomen. i u s  werkelijk aan een vlengel 
optredcnde helwtingen zijn deze niet te verwachten, 
hehalve dan als een mogelijkheid bij belastingsproevcn. 
Hiertegenover staat echter, dat zij bij de berekening van 
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een vleugel met huid als sehijnhare helastingen zullen 
optreden. Om deze reden worden zij hier in de berekening 
ingevoerd. 

De randvoorwaarden voor de vergelijkingen in den 
hovengegeven vorm zijn: 

.. .I I 

Behalve door de reeds hoven hefiproken itanname van 
het moment Miu aan het uiteinde van den voorligger. 
zijn de randvoorwaarden hier algemeener gehouden dan 
bij de vroegcre besclouwingen door bet invoeren van de 
hellingen en h, van de heide liggers in het inklempunt. 

Teneinde de herekeningen overziehtelijker te houden 
is het gewenscht de in de vergelijkingen voorkomende 
grootheden te vervangen door dimensielooae. Ilit  kan 
geschieden door aan te nemen: 

- 
Slb=Sb S l b  

5=51 S Z b = S b  s 2 b  

b=bl 811 1 SZt sb ( 8 l t - k  *s 21) 

- 2 =al 
- - 

~. - - 

I 

Q 1 - Q Q 1  

Q;=QQ* 

waarbij: - - 
s b  = ( ~ S l b t S Z b ) x _ o  

Q = ! (91 ITJdZ  =-(Dl + 5%) x - 0  
c 
0 

Van de op deze wijze ingevoerde eenheden voor lengte 
( l ) ,  stijfheidsfaet.cn (Si,) en kracht ( Q )  zullen de beidc 
eerste we1 zonder eenig bezwaar i n  alle gevallen hruikbaar 
zijn. De laatste, die, zooals uit het bovenstaande blijkt, 
gelijk is aan de totale vlcugelbelasting \-nor zoover deze 
continu verdeeld is, kan in speciale gevallen onbruikhaar 
worden, b.v. wanneer de belastingen op beide liggers 
gelijk, doch tegengesteld zijn. In dergelijke gerallen kan 
echter de hier ingevoerde aaniiame van Q zonder brzwaar 
vervangen worden door een andere. 

Bij invoering van de bovengedefinieerde groothedeii 
in de vergeli,ikingen (I 1, 2) gaan deze over in: 
(S lbY", ) ' - - (Y , -Yy , ) '  Dx + Q I  (I)  '(11) 
S l b y ; '  + S Z b Y z l '  = - . - M , - M M , - M 1 ,  - - - M z u  ( 2 )  \ 
met 

-1 

D , = - I  q , d f  D a : - I '  4 2 d 5  

-1  
M , = [ l D , d t + Q , ( l - ~ )  M a = !  Dz d t I Q , ( l - - x )  

Bij invoering van de nieuwe variabelen in de verge- 
lijkingen (I1 1, 2) gaan deze over in 

3. Overzicht van  de oplossingsmethode. 

In de sergrlijkingen (11) worden in plaats van y1 en 
y2 als onhekende functies zL = S i b  y1 
ingevoerd, waarna zij zoo omgevormd worden, dat een 
vanbeide slechtseen der onhekenden bevat (punt 4, vergel. 
IV en V). 

AIle in de vergelijkingen voorkomende grootheden 
worden uitgedrukt in lnachtreeksen in 2.  Voonoover de 
stijfheidsfactoren betreft, wordt aangenomen, dat deze 
reeksen na een zekere t,erni afgehroken mogen worden 
(punt 5 ,  zie ook punt 11). 

Invoering van deze reeksen in de vergelijking voor zI 
(vergel. V l )  leidt tot oplossing van dew. Om aan de rand- 
voorwaarde voor z =. I te voldoen, is het noodig twee 
oplossingen t r  hepalen en we1 een voor de vrrgeli,iking 
in den gegeven vorm en een voor de bijhehoorende homo- 
geene vergrlijking, heidr met. passend gekozen begin- 
voorwaarden. llezc oplossingen worden dan zoodanig 
geeombineerd, dat aan de niet-homogrene vergelijking 
en aan de bovenbedoelde randvoorwaarde voldaan wordt 

Met beliulp van de op deze wijzr verkregen oplossing 
z ,  wordt nu uit de tweede der vergelijkingen V die voor 
z, hevaald. waarna w .  en w,, herekend kunnen wordeii 

I ,  I ,  en z, = S a  yz 

(Punt 7). 

"I "_ (&t' 8 en 9). 
Bii ern nraktiwlir uitvoerine van de berekenine is het ., ~ 

natiiurlijk noodig alle grherigde reeksen hij een hepaalde 
term a f t ?  breken. Trr beoorderluig van de bereikte nauw- 
keurigheid is het grwenscbt na t e  p a n ,  welke fout lrier- 
door antstaat. Een niethode om dme bij henadering 
tr berekrnen wordt afgeleid (punt 18), rij wordt hierhij 
verkrrgen als een wijzigiiig van de uit,wendige belasting. 

De invoering Van de onbekrnde functies z ,  en z,, die 
inechanisch beteekrnt, dat  de moment,en in plaats van 
de doorhuigingen als oirbekenden beschouwd worden, 
mag misschien op hrt eerstr gezicht den indruk van een 
ongt,wenschtr compliratie S v r n .  Dit is echter geenszins 
het geval. Si j  voorloopige herekeningen bleek namcli,ik, 
dat tiij gebruik van vergelijkingen in de oorspronkelijke 
variahelrn y, en & pogingen om het vraagstuk door 
reeksontwikkeling op te  lossen, afstuitten op het, hezwaar 
van slechtr convergmtir. indien, zooals bij vrijdragende 
rlrugels praktisch steeds lret geval zal sijn, de stijfheids- 
factoren naar buiten toe sterk afnewrn. Uij de hier ge- 
volgde metbode hlijkt dadrentegen in een dergelijk ge- 
val de convergentie zccr bevredigend, zoodat de voor- 
deelen, die hier\.an bet grrolg rijn, ruimschoots op- 
wrgen tegrn het bezwa?r van den wet ingewikkelder opzet. 

4. Invoering van nieuwe variabelen, omvorming 
van  de vergelijkingen. 

AIS onkkende functies worden aangenomen: 
z1 = S L b  y;' 2% = SZ,, yn)( (1, 2)  (111) 

Door intrgreererr van o iraar z, aaarbij rekening 
gehouden aordt, met de in (I1 5 ,  6) gegeven randvoor- 
waarden, volgt hieruit: 

Y ; = %  

Ten overvloede zij nog opgernerkt, dat  alle grootbeden 
bier n u  beschouwd worden als functies van de dimensielooze 
variabelen x en 5. 

De randvoorwaarden, gegeven door de vergelijkingen 
(I 3 tjm 7) worden nu: 

x = 0 :  y, = 0 ;  yz = o;  y; = al; y; = R; (3 t/m(6) 
x = 1: S i b  y," = - M I "  (7) 

z1 + z, = -M, - M 2 -  M I ,  -MZU 

met de randvoorwaarde 
z = 1: z ,  = - i % f I ,  (3) (IV) 

Oplossing van rergelijking IV 2 naar z, en substitutie 

http://stijfheidsfaet.cn


enodat de vergelijkingen nu warden 

Mcestal ziillen in dezr uitdrukkingen slechts ren heperkt. 
aantal coefficiihtw vau nul versehillen, voor het volgcnde 
is eclit,cr de hier innevorrdc algemeene schrijfwijze ge- 
nrakkclijker. 

Ile door de uitwcndige helastingen bepaalde dwars- 
krachten en rnonienteii mnrdrn nu, overeenkonirtig de 
in punt 2 gegewn definitics: 

6. I l twerk ing  van d e  hekende functies. 

Ile i n  dc rrrgelijhirrgvn V \-oorkomeridr bekende functiw 
kuniirii nu rnct lichulp van de in het voorgaand? punt 
ingrvocrde mtwikkclingrn voor de stijfhridsfactoren en 
de Gin de iiituendiyc lielastingell afhaukdijkt~ groot- 
frrdrn c ~ v m w n s  in inaclitrcekscn van 1: uitgcdrukt worden. 
l i r r lne  winrdt. t r r  willc rail de r,vrrl.ichtrlijklreid, f , ( x )  
:LIS volgt gesplilst: 

rM!t 
f ,  ( . I , )  --: .fu ( x )  + f a  (Zj 1- ( a ,  ~~ az) 

Invoering \-an de in het %orige punt afgeloicle oit- 
konistm 1.1 3 ,  I S  S en I S  4 geeft nu: 

met 
1 

so = 0 v 1 _ 1 : s ,  = + -  " P1-l 

Voor fs (e) wordt hij gehruikmaking van VI 6 en IX 1 
verkregen : 
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met 
t, = f"jo if,-] i, + . . . . i f&-I + f0.h 

De bekende functie fi(a,) wordt dus 

zoodat 
u o  = to -t (a, - 4 Y 2 1 : u y  = S" -1- t,. 

Voor f, ( I )  volgt onmiddellijk uit de nitkomsteo IX 9 
en 4: 

N 
f, (x) = - M ,  - M z  - M I ,  -- lclm = I: uY a!" (XI) 

met 
V" = 1, ~- m,b, 

7. Oplossing v a n  d e  vergelijking V1. 

a. 

De gevraagde oplossing van de vergelijking V 1: 

Samenstelling van de oplossirig uit wee andere in 
verband met de rnndvuonuaarde. 

moet voldoen aan de randvoonvaarde V 8 :  
I = 1 : 2,  = - M I t ,  

Hiertoe worden twee afzondrrlijke oplossingen hepaakl, 
en we1 

ru 
le:  zll I: A, IV \.an de vergelijking in drn hovrn- 

gegeven vorm met d r  beginvoorwnardc I = n : z,, =: n, 
dns A" = 0; 

0 

N 
2e: z , ~  = Z B, a+' van de bij de tiovenstaande ver- 

gelijking hehoorende hornogeene, d.w.z. dP vergelijking, 
die rerkregeo wordt doorf, ( I )  identiek gelijk nul te stellco, 
niet de beginroorwaarde - u : zIz = + 1 ,  dus Bo = + 1. 

Iedere fnnctie van drn vorm 
ZI = 211 + K %v 

waarin K een willekeurige constante is, is nu een op- 
lossing van de vergelijking V 1. Wordt K zoo gekozen, 
dat voldaan wordt aan de rnndroorwaarde V 8 ,  d a n k  
zij de gcvraagde oplnssiog. Hieruit volgt als hetrekking 
voor het bepalen van K 

zli (1) f K z u  (1) == - M I U  
of na invoering van de hovengegeven waarden voor zl, 
rn zle:  

cu N 
z' A,, + K 2 B,, = ~ M I U  

Bij de praktische uitvoering van de berekening iiioeten 
de reeksen vnor zl, en z , ~  na een zekere term I" afge- 
broken worden. De benaderingswaarde Kn voor de coli- 
stante K wordt nu berekend met behnlp van de betrekking 

E A ,  + Kn Z B, =-&MI. (1) (XII) 

De benaderitigsoplossing van de vergclijking V 1 is dnn 

(2) (XII) 

0 

n " 

n n n 
z1 = 2 C,, a!)' = 2 A,, z:v .+ Kn 2 B,, ,@ 

0 0 

zoodat voor alle waarden van v 5 n: 
C,, = Av + K ,  El,  (8) (XII) 

Uit de aannamen van de beginvoorwaarden voor dr 
beide oplossingen zll en z,, (A, = 0, Bo = + 1) volgt 

Co = Kn 
zoodat dus K,, het buigend moment in het inklempunt 
van den voorligger geeft. 

b. De oplossing van de niet-homogeene vergelijjrcing. 
De bovenbedoelde oplossing z l ,  wordt verkregen door 

in vergelijking 1' 1 in te voeren 

N 
2 ,  = 2 A" X" 

waarna de waarden van A,, gevonden kunnen wordeo 
met behnlp van de methode der onbepaalde coQfficienten. 
Hiertoe worden beide leden der vergelijking als macht- 
reeksen van I kschonwd en de uitdrukkingen, die daarbij 
als coefficienten van IV aan weermijden r a n  het gelijk- 
teeken verschijnen, voor iedere waarde van Y afzonderlijk 
aan elkaar gelijk gesteld. Oplossing van de op deae wijze 
verkregen vcrgelijkingen in A, blijkt zeer eenvondig te 
zijn, daar ieder van deze co@ffici&nten slechts afhankelijk 
is van de voorgaande. Met het frit, dat rolgens aanname 
A, = o is, zal bij de afleiding geen rekening gehouden 
worden, daar later zal blijken, dat zij dan zonder meer 
ook gebruikt kan worden voor het bepalen van de oplossing 
van de honiogeenr vergelijking (zie punt 7 e) .  

1)e eerste term ran het eerste lid wordt met gebruik- 
making van dr in pnnt. 5 a  grgeren ontwikkeling voor 

1 
~~~~ (VI 6): 
r 
" ci. N 

z l ~  = I: (" 4.- 1) A, .,. I ,a'>' . c f" a!u = 2 y "  2r 
7 0 

met 
yi' = ( v  + 1) A", I f , ,+ l , . lVfI  + . +2'4,f,,-1+ A ,  5.. 

Evenzoo wordt na in\-oering van de reeks voor 

I-) (VI  7 ) :  
+ S 2 , ,  

1 1 ~\ N m cu 
z1 ( . I -  ) = &I,, L'V . 2& I1'Y ~= 2 8,. ,I!" 

L 2b o " 
met 
SI, = A, go + A , - ]  g ,  + . . . . + A ,  &-I .i- A,gv 
zoodat de tweede term wordt: 

x x. N N 

' 0  ' 
1 1 

+- ~ 
~ de-:: I c&, p' d5 :I &,, a"' 

' 1  

I' z1 is,, ~ SZb ' " 0  I 

met 

E , ,  = - & - I  --(AU-ig,+ Av.-zg,+ ... t Algv-z+A,&-~). 

Worden deze beide uitdrnkkingen, henevens de in punt 
6 ( X j  gegei-ene voor,f, (a') in de vergelijking 1' 1 ingrroerd, 
dan wwrdt deze 

N cr cu 

I 
Z y " I v -  2 € > . P  2 tI.,,a!" 
0 

zoodat door de boven reeds aangrgevcn gelijkstelling 
van de coefficienten YOOI grlijke machten van I lrvcrt: 

v = o : y,, --- uo 
Y 2 1 : y,, - E , .  = U L 1  ~. 

of na invoering van de mor  -yp en ct ,  vrrkregen waardrn: 
Y = o : A ,  fo = tf,, 

{ ( v ; 1 ) A v + . i  fo + ~ A ~ f , + . . . . + 2 r l , f , . - i $ - A , f " } - -  

~ y-{A+lgO ~tA,zg,+ .... f A , g v - z  + - 8 , g v - ~ } - :  I& 

\Vordt in de laatste uitdrnkking (L, + 1) vtTx'angen 
door v en worden verder dr griiothpden 

ingevoerd, dan gaan zij over in: 

" 2 1 :  

1 

~ 

gp y= gp : f" I+ = u p  : f" fP = fp : f" 

Y = 1 : A, = U" (1) (XIII) 

{ ( ~ . ~ - i j A , , . f i + ( ~ ~ . . ~ - ~ j n , - z  f z  -1- .... ;-.LA2 fv-z+ All!--'} -i~ 

-~ 

Y 1- 2 : PA, = --- 
~ .. .~ .. 

.. 1 ~. + "-l{A"-zg" -'Aic3g1i- .... i A , g , - Z } + L l  

(2) ( X W  
Wordt nn (zic punt 7a) anngenolnen, dat '1, ~= o is, 
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dan kuinen hiermede dus de co8fficiCnten A,. van de 
oplossing z , ,  berekend worden. 

e. 
Past men de in het vorige punt gegeven oplossings 

De oplo8sing van de homogeene veqelijh<ng. 

methode toe op de hornogeene vergelijking 

dan blijkt de berekening geheel analoog te verloopen 
met die w n r  de niet-homogeene vergelijking met het  
eenige versehil, dat  alle co&ffieignten u hier nul zijn. 

De oplossing is dus 

gegeveri oplossing z,%, indien R ,  = + 1 aangenomen 
wordt. 

8. 

voorwaarde, dus 

Oplossing van  de vergelijking V2. 
De uitkomst voor zl, die voldoet aan de grgeren rand. 

n 
2, = Z C "  X" 

21 i- z, = fi (3.) 

0 

(zie punt 7a, S I 1  Z), wordt nu in \wgrlijking V2 

ingevmrd, waarhij tevens 
" n 

q = Z D,, x v  en fE(xj = 20, e" 

gesteld worden. Het laatste is in overeenst.emming met 
de in punt 6 gegeven ontwikkeling mor fi (m) (XI), alleeii 
wordt hier de reeks na den term in xn afgebroken. Boven- 
genoemde vergelijking wordt dus 

waaruit volgt 

0 5  v j n : D , , = v , - C , ,  

9. Berekening van  y, e n  yz. 
Uit de verkrcgen uitkonistrn voor z ,  en z, kuirnen nict, 

behulp van de in punt 5 gegeven ontwikkelingen voor 

(VI 4, 5) y1 en yz berekend worden. Hicrbij is 

dan rekening te houden met de als I1 R t/ni fi gegeven 
randvoorwaarden en het afbreken van de reeksen voor 
zI en q. Zoodoende wordt 

1 1  
S l b  S2b 

n N 
21 

" 
y," = Cy a" . Z d, Z" i 2 Ev 0" (XVI) 

0 0 

I en verder 

met 
Go - 0  GI = a, 

t 

1 2s v z n  + 2 : CV = -- Et-2 v (v-1) 

Evcnzno wordt voor y, gevonden 
n 

y;'= ZFvxV (XVIIQ 
0 

met 
05 vsn:F, ==e$,  + e , D , i +  . . . - i - e , lD ,+e ,D ,  
en 

met 
Ho = o H ,  = +az 

2 5 v l n  + 2 :  Hv = 
1 

Opgemcrkt zij hier nog, dat zonae1 de ,,momenten" 
z ,  en ~2 als de ,,doorbuigingen" y, en ys, die hier gevonden 
zijn, de hiervoor in punt 2 ingevorrde dimensielooze 
grootheden zijn. De werkelijke waarden kunnen met 
hehulp van de dam gegeven formules berekend worden. 

10. Eenige meer theoretische heschouwingen over  
de gegeven oplossingsmethode. 

De boven gegeven afleiding van de oplossingsmethode 
is louter forme&. Aangcnomen werd, ddt de gevrnagde 
oplnssingen in een zekeren a l g m x "  vorm gegeven 
kunnrn worden en hiermee werden dan vcrschillende he- 
werkingen uitgevoerd. Over de toelaatbaarheid hiervaii 
werd echter niet gesprokeii. Bekijkt men de zaak van 
wiskundig standpunt nadcr, dan doen zich de volgendr 
vragen voor: 

le.  hebben de gegeven vergelijkingen oplossingen, 
die in het gebied o 5 x 5 1 door convergente macht- 
reeksen van e voorgrst.etd kunnen worden? 

bestaan eenduidige oplossingen, die aan de gegeven 
randvoonvaardcn voldocn? 

onder welke omstandighrden zijn de bij de aflci- 
ding der verschillende formules uitgevoerdr bewerkingrn 
toelaatbaar? 

Wet mag overbodig geacht worderi hier diep op de be- 
antwoording van drze vragen in te gam. Een korte he- 
spreking erran schijnt echt,er we1 gewenscht, te meer waar 
hierbij een enkel punt naar roren zal komen, ddt. ook met. 
het oog 01) praktische toepassing van brldng is. 

Hcschouwt, men e en y als komplexe groothedcn, dan kan 
de eerste \mag ook als volgt yeformiileerd worden: aan 
welke \-oorwaarden moet voldaan worden, opdat de ver- 
gelijkingen I1 oplossingrn hehhen, die in het gehied m 5 1 
analytisch zijn. Met behulp van de theorie van de lineaire 
differentiaal-vergelijkingen kan men nu aant,oonen, dat 

dit hier het geval zal zijn, indien ~- en - in het 
~ l h '  S Z ~  r 

beschoiiwde grhied cvenecns analgtisch zijn. Zijn S i b ,  
8 2 6  en r functies van x van den in punt 5a aangegeven 
vorm, dan beteekent deze voorwaarde, dat de vergelij- 
kingen in x, die verkrcgen worden door genoemde functies 
gelijk nul te stellen, geen wortels mogen hebben, wdarvan 
de absolute waarde j 1 is. 

De in vraag 2 bedoelde eenduidige oplossingen zullen 
steeds bestaan, tenzij de vergelijkingen eigenfuncties heb- 
ben. Onder eigenfuneties worden van nul verdiillende 
oplossingen verstaan, die aan de homogeene vergelijkingen 
kn aan de randvoorwaarden voldoen Van het feit, dat  
in het hier beschouwde geval geen eigenfuncties zullen 
bestaan, kan men zich het beste overtuigen door een he- 
sdiouwing over de meehanische beteekenis van dergelijke 
oplossingen. Immers cen eigcnfunctie zon hier een toestand 
van den vleugel beteekenen, waarbjj deze zonder uitwen- 
dige belasting en, het zij ten overvloede opgemerkt, wnder 

*) Zie hiervoor o.m. RIEMANN-WEBEK (Zit. 7) S. 248 en  
HILB (Zil. 8) S. 47.9. 

') Nadere beachouwingen over het begrip ,,eigenfunctie van 
een lineaire differentiaal-vergelijking" zijn a m .  gegeven in 
RIEMANN-WEBER ( f i t .  7) S. 288. 

F,2 " ( v  - 1) - ~~ 

2e. 

De. 

1 1  1 
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als bestaande uit twee de( n, die ges :iden zijn door het 
punt, wilm de discontinuiteit optree< respectievelijk dr 
geconcentreerde last aangrijpt. Voor ide deelen worden 
nu afzonderlijke oplossingen hepaald, e ecbter nog voor- 
loopig onbekende Constanten bevatten. neze constanten 
kunnen dan herekend worden met behulp van de voor- 
waarden, waaraan beide oplossingen in hrt overgangspunt 
moeten voldoen. 

12. Algemeene beschouwing ove r  de nauwkeurig- 
heid van  de verkregen nitkomsten. 

Tusschen de rnet behulp van de hier besproken methode 
herekende nitkonisten (b.v. doorbuigingen) en die, welke 
in werkelijkhrid optriden, zullen in het algemeen ver- 
sohillell bestaan. De oorzakcn hirrvan kunnen of van 
nl~ehanischen bf van wiakundiyen aard xijn. 

Dr cerste grocp omvat alle vrrschillen tusschen de wer- 
kclijkr rigcnschappen van den vleugel rn die, welke bij 
de opstelling van dc differentiaal-vergelijkingen aan deze 
torgedarht zi.jn. Zij zijn diis lret gevolg van onjuistheid 
der bij den opzct genraakte aitnnani~n (zie rapport V. 175 
( l i t .  2 ) ,  punt '2). Ook het, ew!nturelr gebruik vau onjuiste 
waarden voor de eiastisclic eonstanton kan in deze p e p  
gerangscliikt worden. H o e w ~ l  de Iiicrniede verband hou- 
dende rragen V O U I  hct probleein \.an de vleugelberekening 
n l s  gcheel van hrt, grootste 1x:Iang zijn, kunnen verdere 
~resr!houwingen crovcr, in r d i a n d  met den aard van bet 
hier lrcl~andcldu dcrl, whtrrwegr lrlijvcn, 

Dc tweedt, grory dnnrent,egen hvcft, betrekking op de 
[rmiauwkriirigt,~,(l,!n, ingcvot,rd bij dc "plowing van dr 
wrgeli.ikiiipn PI, dimt h i r ~  r l i w  nadt,r brspoken te  wordcn. 
1 ) ~  hiertor I)c.lioorrndc foutcirlmmwn kunnen XIS volg  
ingc&eld wordtn: 
0. vwschillrii tiisschcn de acrkelijkn en de bij de be- 

r<kening umigrnomr.ii wa:irden van dr stijflieidsfac- 
torcn en bel:~st,ingcn, 

II van de in de txwkening voorkomende 
reckscn. 

I' .  rckcn- en afron(li i i~f~,utcn.  
Em voor dc htnd liggeodc inctliodr om de fout te be- 

pdrn, dic lict, gt'xvlg is \-an Icze oorzaken te aamen, is 
<It. v<dgcndi.. In de dilfcrent I-vergeli,jkingcu worden de 
:!Is ~iitkonist. van dc berckening grvonden waardcn van de 
doorbiiigingcn rn liun afgc:cleiden, 1)rnevens de wrrkelijke 
wiiardcn \ x i  de stijfliridif;ictorcn ingrruerd. Zuodoende 
wvortlrn dan (It. bc~lastingm q* ge\~ondeu, die, tc zamen met 
door soortgelijke overwegingvn uit de voorwaarden voor 
ilc liggmiitejnden t 1, bqralen cindlasten Q* cn -inomenten 
.If*, aangt,brachl zondcn nior,ten worden om dc herekende 
rloorbiiigirrgrn indrrdaad te krijgcn. De verschillen tus- 
srhcn dczc hrlastingm en dic. welke bij de herekening aan- 
gmo~ilrn wtmkn. zijn d;in een niaat voor de nauwkeurig- 
lieid \.an dc hrnadering. Deze contrblc-mrthodr is eehter, 
hoc eenvou~lig zij ook in beginsel is, bij praktiscbe uit- 
\,orring zeer tijdrooveiid. 

In het volgendt punt wardl h i r o m  ecii andere niethode 
I,eq~rokrn. die bo\-endien bet praktische vuordeel biedt, 
dat z i j  gehct.1 bi,i rlr gegcven berckeningfirnethode a n -  
slriit. Zij grcft ecl i ter alleen die fonten, welke bet gevolg 
zi,jn vaii (llc boven ondcr 0 en c genoernde oorraken, wat 
de laatsten bct,reft. bovcndien alleen de in de hcrekening 
van de monientrn vourkommde. Deze heperking is eehter 
nict viln groot hclang, daar he1 rueestal we1 mogelijk zal 
rijn ani zonder verdere berekcning te heoordeclen of een 
bepaaldc brnadering voor de stijfhridsfactoren a1 dan 
iiiet voldoende nauwkeurig is. De fouten, geiuaakt door 
hct afbrcken van de reeksen xijn echter zonder verdere 
rekenervariirg moeilijker te schatten, zoodat een afzon- 
derlijke contr6le hierop gewenscht blijft. 

13. De berekening v a n  de door  het afbreken van  
de reeksen veroorzaakte fouten. 

Overeenkomstig het in bet vorige punt asngegeven 
beginsel zullen hier die belastingen bepaald worden, waarbij 
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ilr berrkende nionicnten il en s, inderdaad exacte op- 
lossingen van de vrrgelijkingen zijn. Deze helastingen 
znllcn, tcr ondrrscheiding van de 1)ij de berekrning ge- 
hruiktr met, * nordrn aangegeven (h.v, yl*)- de verschillen 
tusschen beide nrtt A (h.7.. AT, = yl* ~- 4,). Dew ver- 
schillen zullen in het rolgeiide met den naam ,,correctie- 
belastingm” amgeduid worden. 

U.c grgevrn notatie zal niet alleen voor de belastingen 
zelve, docli ook voix de andere rechtstreeks van dew 
afhankrli/ke &rrootlirden grbrzigd worden. Grootheden zon- 
der de hier brdoehie indices heteeki~nen dus steeds de bij 
de oorspronkelijke brrekening gebruikte. 

AIS nitgangspunt worden de in punt 4 gegeven verge- 
lijkingen V gekozen, dir hier dus den vorm: 

z1 + z, = J22*(a) 
krijgen, vilarbij z ,  en z, de in punt 74 en 8 verkregrn 
uitkonisteu XI12 en XT 

zijn PII J,*(.,,) t!nf;*(.r), i n  anahgir nwt de in punt 4 gegerrn 
drfinitirs voor f,(z) rn f&), dr volgmdc beteekenis hebhen: 

x. 
JL* (2)  == /~ (MI* + M2* t M i u *  + Mzu*)  d[ + . S2b 

Wordt nu 
N 

J,* (a) - Z u,, *zb 

gestrld, dan volgt, hij invoering van de boven voor zz 
gegeven nitkomst. riit vcrg!plijking XX 1, geheel analoog 
met de in pinit, ‘ i t ,  gcgwrn afleiding, voor de co&ffiri&n- 
ten f l y  *: 

= 0 : 111, * == c r I. 0 

I -:- c,,-2g, + . . . . .+ (?, gii* + c, gb,-I) (2) 
Wij  torpassing r a n  deae formnles dient er op gelet t e  

wordm, dat voor Y > n dr coi’fficiZnten Cl, nul zijn. 1,’er- 
grlijkt men de verkregen uitkonrst mrt  die in de puntcn 
7b rn f c .  rekening hondrnde met hct frit, dat  C,, volgens 
XI1 3 een lineaire combinatie is van A,, en B,, , dan hlijkt, 
dat, voor Y -5n .- ~- 1 f i l s  * = ui. zal inoeten zijn, zoodat even- 
Lucele \wscliillen 6.. hier alleen het gevolg van reken- 
forit,i%i nioeten zijn. Voor v 2 n daarentegen sperlt ook de 
,,afhrekingsfoiit” cen rol. 

Ut de boven gege\.cn uitdrukking XI1 2 voor fl *(I) 
en die in punt 4 voor f , ( x j  volgt nu: 

n (0,  + ~ ~ Q  - A / , ( z ) = ~ ,  * ( a ) - - f l ( z ) =  ~ ~~ - 
7 

zoodat hij gebruikmaking van de ais VI8 gegeven uit- 
drukking voor r en inroering van met IX 1 en VI11 1 
analoge vomen voor (0, + QJ resp. Aql. 

n (D ,  + Q,) = r Z& fly . S” = Z&‘v. I“ 

met 
Y = 0 : Aj, = c,,.Au, 

cv co 
(=W 

0 0 

v - ) l : G j v = c , . A . , + C , . A ~ i +  . . .+  Cm-1. 

. b * v - m + ~  + Cm . AUv-m 
en verder: 

- 
waarnit volnt 

met 
v 2 - 0 : 

Dr tiaardc voor den corrrctie-eindlast A Q1 kan op 
twri’ rerschillrndc aijren verkregen wordrn. Dam roor 
,T = 1 

h,. = ( v  + 1) . A j,; 1 

i.:,, D ,  =: 0 is, volgt uit XXIII: 
N 

A Q1 = rx-lZAuL. ( 1 )  (XXVI) 

(2) (SSVI) 

en nit XXIV 
N 

A QI = 2,5 .L 
Worden de in dew uitkomstrn voorkomendc reeksen 

als oncindige hrschouwd, dan zijn dr beide waarden na- 
triurlijk gelijk. \Varden si,j daarrntrgen, zooale dit l i j  
praktische brrekrning steeds noodig zal zijn, na een aantal 
termen afgrhrukrn, dan kunnen \,erschillen licstaan. (Zir 
punt 14.) 

Hiennrde zijn nu de eorrectirbelastinge~~ voor den voor- 
liggrr hepaald, iiumers nit het frit, dat de voor z1 ver- 
kregen nitkomst aan randvoorwaarde VS voldoet, volgt, 
natuurlijk, dnt 

,! MIu= 0 
het correctir-eindmoment dus nul is. 

I k n  betcre indruk van de waarde van de correctie- 
belastingen en daarmede van de nauwkeurigheid van de 
irorspronkclijkr hrrekening kan rchtcr rrrkrrgen worden 
door niet deze helastingen zrlve, docli bun moment te 
hrschoutien. Dit, hlijkt hij vergelijking nirt IX 3 grgevrn 
t e  z i p  door: 

1 

A M l  - / AD,.  at t 
‘u 

2 A l,, . a!” 
met 

Y = 0 : ,A 

(XXVII) 

1 
l p  = .- ~~ a j,l Y .? 1 : 

In anderen vorrn geschreven geeft XXI 1: 

a (IM, -t 1M.z f M1u 3- M,, ) = 0 

A Ms = - M ,  
A Qs = - A Q1 n Y3 = - n 91 

waarnit onmiddellijk vulgt: 

De correctic-belastingen voor den achterligger zijn dus 
d i i k ,  doch teeeneesteld van t,eeken. aan die voor den _ ”  I _  

voorligger. 
Bii Dnktische uitvoerine van de herekenine zullen ook 

hier d i  gehezigde reeksen afgehroken moeten \orden. Dit 
aal natuurlijk moetcn geschieden hij een term in hoogeren 

http://gege\.cn


47 

r 

___ = Q,; . -. . . = Lv . = 7. z b r  
Pig. 1. 

dan den a-den niacht van x en owrigens afhankelijk van 
dr nauwkeurighcid. naarrncr men de. correctie-brlactingni 
herekenen nil .  Aan drzc~ ziillen ccht,rr in het algrmrm 
gern hoogc eiscben gpsteld wnrdcn, daar d t ~  berckening 
in de eerstc plaats lirdoeld is om wn iildnik t c  krijgen van 
de ordr van groottc rn hct irlpcniren~ karaktrr van de 
correctie-l,elastinplerr. lrniricrs zijn drze groot, dan is dit 
~ e i i  aanwi/zing, dat dr wnarde \-an I I  i n  rlc oorspr<mkcli,jke 
herrkening t r  leag grkozcn en cw d u x  inrt ?en tr beprrki 
aantal ternien in de rrekren generkt is. In rcn dergrlijk 
geval zal de herrkening inrt grooter aantal twinen her- 
haald dienen t,e worden. 

14. Getallenvoorbeeld. 

In de tahcllrn I tin, XXI  is als voorherld van toepassing 
van de besprokcn inethodc ren uibgrwrrkte herckrning 
gegeven. Hierbij werd voor de stijllicidsfactareri aange- 
no,nen : 
S l b  == 0,7 - l,83 2: + 0,882xe -~ 0,22ti8 ,1!3 4- 0,01.51~!~ = 

0,7 (l~--O,fi.~!)~ (l--lI,lr) 

S $ b  = 0,3--0,7'2 s + (I.IL4H ,cz .- 0,!25V2 E? + 0,0389 E* == 
0.3 (1-0,6,~)4 

n,o ( ~ - o , t i ~ ) *  (i-o,ix)a. 
== o,6 - 0 4 4  2' ,. o,:mxz - 0,0504233 + 0 ,0022~4  = 

I>eze uifdrukkingen rnldoeri aan dr in punt 1 0  l ~ s p ~ i -  
ken voorwaarde, dat zij gcrii wortrls niopm hebhen, 
waarvaii de almilute waardr 5 1 is. €let verlnop van [I? 
stijfheidsfact,orrn komt, zooals uit fig. 1 ldi,jkt, in algrmeen 
karakter o\-rrern imt dat na t  voor vri,jdmgrndc rleugclr 
tt. rerwachten is. \Vat de belastingen hrtrcft zijn twee 
gevallen afionderlijk hrhandeld. In liet eersk umdt op 
den voorligger etin constant,r continu vcrdcrlde lwlast,ing, 
op den achterligger gern belasting ~iangrnonien, terwijl in 
hct tweedr geval de Iwlasting van voor- en arhtprligger 
vrrwisseld zijn. In lieide gevallen zi,in de aan de liggpr- 
uit,einden wvrrkendr krachten en mainriiteii nul. 

Bij de herekcning wordt 71 = 6 aanSenomm, dat nil 
aeggen, dat in de rerkscn voor z, PII 2% tcrinen in hongrre 
dan de tie niacht van ,I' verwaarloosd worden. Bij de hp- 
paling van de corrrctie-lirlastuigeii daarentcgen wordt de 
herekrning voortqezet tot en met de 12r niaclit van x. 

Bij iedere tahel zijn de fommulcs, die voor de herckeniiig 
noodig zijn, henevens de herkomst, van de gehruikte ge- 
gevens, aangegeven. Een nadere toeliditing van den gang 
van de berekening kan hier dus ovrrbodig geacht worden. 
In gevallen, waar de berekening van de in 6611 kolom 
voorkomende grootheden voor verschillende waarden van v 
volgens verschillende formules moet gescliieden (zie b.v. 
6" en uY in Tahel VI1 en G, in Tahel XIV) zijn deze alle 
boven den kolom in volgordc aangegeven. De getallen- 

t 
JX 
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deze grootheid voor n I, 6 werd gebruik gemaakt van de 
uitkomsten van een tot. n = 12 doorgeroerde, hier niet 
weergegeven, herekening voor zl, en zI1.  Vonr kleine waar- 
den van n vertoont K,, sterke wisselingen. die echter 
spoedig afnemen, zoodat vanaf n = 6 de w a r &  praktisch 
constant is. Dit heteekent, dat, indien mor 7) pen waardr 
grooter dan 6 gekozen werd, r a n  de reeksen voor z , ,  en 
zll dus eenige verdere tennen berekend zouden worden, 
dit slechts zeer geringen invloed zou hehben op de g'- 
vonden waarden van K ,  en dus ook op die van het bnig?nrl 
moment in bet inklempnnt van den ligger (zie punt 7aj. 

Ook de in Tahel XIX en XXI gegeven uitkomsten vour 
de correctie-belastingen toonen, dat de dnor het afbrrkrn 
van de reeksen gemaakte forit, geriirg is. Ilrze belastingen 
hestaan in beide gevallen uit een cont,inu rrrdreldr A q ,  
gericht volgens de positieve y-as en eel1 geconccntrrrrde 
eindlast a Q1 in tegengestelde richtiny. Tosschtm de 
volgens de k i d e  wrschillende fornioles \vJ)oI' @, br- 
rekende waarden hestast, slechts rnatige oi-~rc~t~nsteinmi~ig. 
dit is echter van geen praktischr lietrekruis (zir  ook 
punt la). Alleen in het 2r bt:lastingsgc~rxl (I)rhsiing up 
den achterligger, Tabel XXI) sijrr LA q,, en Q ,  irdcr 
voor zich genomen van renigr Irrteckcwis. Zoo 1mIraagL 
de laatste. ongereer 1 c?o van de totalc' vlmgclln!las- 
ting. Doordat zij echter in tegengPstcldr,ir rin werken. 
is hun inrloed ook him zeer ycring, hctgecn Idijkt uil dc 
waarde van de cnrrectie-moiii~titro MI. I)(. vrrkrt,grri 
uitkomsten grven den indruk. dat voor pen prakti,jk- 
berekening hier aaamchijnlijk nirt e m  k k h m  m;inrdc 
van n volstaan zou kunnen wordrn. 

Voor vergelijking met, vroryer verkregrn uitk<~imtvn 
zijn in fig. 2 en 3 de momenten van de iiit,wcndigt, hclasfiiig 
M en de in beide liggers wcrkmdr Iiuigrnilr iuonlrnten 
z ,  en z, oitgezet,. De laatsten vcrtoontn hel~clfilc o l g f ~  
meene karakter als die, wrlke in m p p r t  \'. 173 ( l i f .  2) 
fig. 4 v" rleugels met naar biiitrn strrk :ifnrvncndc stijl' 
heidsfactoren grgei-en sijii. 

(Afgesloteu Maart l!IYO). 

SOTA'PIES. 

b = liggerafstand; 
1 = liggerlengte; 
q == continu verdeeldr belasting; 

x = colirdinaat in de richting van de liggcrn (als inte- 

y = cnBrdinaat in de richting loodrerlit op de liggcrs--- 

z = buigend inonlent in een ligger -~= 81, y": 
D = dwarskracht tengcvolge van dr continil rfmlrrldr 

uitvvendige belasting q (rir punt 2); 
M = moment r a n  de continu verdcelde iiitwcnilige I)<,- 

lasting y en van de gecnncerrtrecrdr eindlast Q t t '  
zamen (zie punt 2); 

M u  = aan hr t  liggcruiteindr aangri/pcnd uitmendig ino- 
ment; 

Q = aan het liggemitthic aangrijpcndr geconccntrrcrdr 

Sb = stijfheidsfactor tegen buiging; 
'9, = stijfheidqfactor tegen wringing: 
a 

Indices. 

De indices 1 en 3 geven aan of de bedoelde groot- 
heid betrekking hecft op den voor- dan we1 op den aclter- 
ligger. z1 komt vonr met dubbele indices 11 en 12 om twer 
vemchillende oplossingen aan te geven (zie print 7a). Sb en 
Q zonder index hebhen een specisle beteekenis (zie punt 2).  
Alle bovenstaaride gmotheden, met uitzondering van I 

gratie-variahele : 5); 

doorhuiging : 

last; 

T helling van den ligger in hr t  inklempunt, 
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Tabel I. 

STIJFHEIUSFACTOREN. 

Tabel 11. 

OMGEKEERUEN VAN I)E STIJFHEIUSAACTOREN (I). 

7 
R 

- 
ju = : fo = co f v  = O,6 fv 

- 
Voor r l r  wnarden van cy  Lic Tabel I ( 7 ) .  

-1,ROOO 
- 3,4200 
--4:2:mi 
-4,:31 12 
-8,0804 

-3,3%2i 
-Z,liN48 

2,0Ra7 
-1,56!JO 
-1 , lX8 

, 
o~ n , o :  1) 1 0  i-0,5000 

I , -1.6667 0 -1,6667 1 -1,Ol)OO , -1,0000 

! .~ ~~ 

2 ~ -0,3833 , 0 -0,8833 ' -o,xooo .i-0,5000 

4 , +0,2000 , 0 ~ +0;2000 ~ +0,1200 0 
5 I +0,1680 0 , 10,1680 j +0,100(1 0 

6 +n.iio& ~ 0 ~ +O.IIOJ 
7 + O , O R O ~  j o I +O,OGOB i 

9 +0,0062 ~ 0 +0,005% I 

S f0,1111 0 i-0,1111 ~ +0,0667 0 

! 0 

8 1 +0,0260 ~ 0 +0,0"69 1 I 
i 10 ! -0,0056 ' 0 -0,0056 1 
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Tabel XII. 

DE COEFFICIENT K n  (le BELASTINGSGEVAL) 

n 
- - & f l u  - L: A ,  

(XI1 1) 
0 g ,  ~ ~~ ~ 

n 
L: BV 
0 

n n 
Voor de vaarden ran Z A, en Z E,  eir resp. Tabel IX (18) m XI (18). " 0 

MIU = 0 
~ 

! 
1 ~ 2 3 4 1 5 

! 

1 
2 
a 
4 
5 
6 

7 
8 
9 

11 
12 

i n  

-1 ,noon f 1 .0ooo 
- 1 .0000 I .onno 
- 1,0702 + I  ,nnu 

~ 1.1777 I -1,1777 
-1,'"l +1.2"5n 

-1,2382 ! r 1,23X% 

n 5 B "  
n 

I 
2 
a 
4 
5 
6 

c 

8 
9 

10 
11 
12 

0 
--n,mio 

0,1000 
-0,2849 
- 0,2574 
~ 0,2727 

-i 2,5833 
72,6449 
+2,7237 



II 
u Z 0  

ij 

cs' 

N 
d 

0 

4 

m 
0, I I 



Tahel XV. 

DE OPLOSSINGEN 2, EN y, (ZF, BEIASTINGSGEVAL; n -= 6). 

Voor toelichting zie Tabel XIV. 

Voor de waardpn van A,,, B,,, K, en d ,  zie resp. Tabel X (17), XI (17), XI11 (5) en I1 (6). 

u1 = 0 

~ ~ _ _ _  . ~- ___ ~___. 
! i 

10 1 11 ! 12 I 13 
I 

.z 
1 

Y A" 

0 0 

1 0 

2 4,5000 

3 ~ +0,m0 , 
4 4 , 1 8 4 9  

5 ' +0,0275 

6 , -4,0155 

7 I -- 

8 

I 

- 

o I o j o 

+1,4285 1 +O,lg50 1 -0,3570 

-0,2619 ' -0,0262 1 +0,3738 

t0,05D6 ' +0,0060 I +0,0385 
tl),0788 ~ -+0,0079 -0,0074 

+0,4187 ~ -)-0,0419 -o,i4m 
! ~ 

I 

I I 

0 -1-0,2717 I I 

! I 
! I -0,5100 ' 0 +0,3:361 

+0,2183 

- 

+0,2717 

-0,1739 

-0,0925 

-0,0759 

4 , 0 4 2 1  

-0,0211 

- 

- __ 
14 

I ("-1) 

2 

6 

12 

20 

30 

42 

56 

- 

15 

G, = 
0 

1 - E-2 
Y ("-1) 

01 m 
0 

0 

+0,0715 
- ~ 

+o,o45a 

-4,0145 

4,0046 

4 , 0 0 2 5  

4 , 0 0 1 0  

4 , 0 0 0 4  



I 

1 

Y 

0 

1 

2 

8 

a 

5 

6 

r 

8 

2 

C" 

+0,4619 

-1,0000 

+0,6598 

4 , 1 9 7 2  

+0,0919 

4 , 0 2 0 7  

+0,0041 

-_ 

- 

3 

UY 

___ 
+0,5000 

-1 , m 0  

+0,5000 

0 

0 

0 

0 

- 

- 

Tabel XVI. 

DE OPLOSSINGEN zI EX ( 1 ~  RELASTINGSGEVAL; n = 6) .  

n 
z, = z D"'l!" (XV) D, = Ily ~~~ c,. 

yT= 2 F ,  5" (XVIII) p ,  = rg I ) ,  4 e l  D,.-I t . . . + t - - . ~  DI + e ,  Do 

0 

n 

0 

1 n + 2  
y, = ,T Hu xV (XIX) I& = 0; 111 ~= dc : Y ? 2 :  H -. 

"("-1) -2 II ~ 2 

Voor de waarden van C, , i',, en eY zie resp  Tuhel XIV (a), VI1 (14) en I11 (6). 

4 J 

eo D, = 
j- 8,3353 

I)" 

D, = 
V" - c, , 

$~0,0581 

0 

-0,159n 

.f 0,1972 

-0,0919 

+0,0207 

-0,0041 

- 
__ 

+0,1270 

0 

-0,5327 

+0,6673 

4 . 3 0 6 3  

+0,0690 

-4,0187 

__ 

-. 

D"-I 

+0,304n 

0 

-1,2784 

~t 1,5776 

-0,7352 

+ 0,1656 

~ 

- 

0 

--1,8176 

+2,3664 

-1,1028 

- 

- 

LO,J488 

0 +0,5761 

-2,3011 0 

+2,8397 -2,4162 

- - 

- - 

b977 

.- 

. -. 

+0,1?70 

+0;3048 

4 , 0 7 5 5  

-0,0725 

4 . 0 7 0 2  

-0,0479 

4 , 0 2 9 7  

I 

- 

- 

13 

" (v-1) 

2 

6 

12 

20 

30 

42 

56 

14 

H =  
0 

01 t (12 (0 

0 

0 

+0,0035 

+ O , O ~ O S  

4,0068 

4,0036 

4 , 0 0 2 a  

--0,OOll 

-0.0005 



2 1 3  

+0,1001 +0,5000 

0 1 -1,0000 
I 

4,3570 j +0,5000 

+0,3738 , 0 

0 -0,1430 
I 

+o,wa5 I o  
I 

-0,0074 I 0 

4 

D ,  = 

U" - C" 

+0,3999 

-1,0000 

+0,8570 

-0,37a8 

+0,1430 

-0,0335 

+0,0074 

- 

- 

Tabel XVII. 

DE OPLOSSINGEN z, EN yz ( 2 ~  BELASTINGSGEVAL; n = 6).  

Voor toelichting zie Tabel XVI. 

Voor de waarden van C ,  , uy en cy zie resp. Tabel XV (5), VI11 (6)  en 111 (6). 

5 

e, Dv = 

+3,3333 

D" 

+1,3330 

3,3338 

+2,8560 

-1.2460 

-+0,4767 

-0,1117 

+0,0247 

- 

- 

+3,1992 

-7,9999 

+0,8559 

-2,9904 

+1,1440 

-0,2680 

~- 

.- 

I i I 

I ~ 

I ! 
! 

+ 4,7988 I 

-11,9999, -t 5,7586 I 
! 

! ! 
+10,2839 ! ---14,4000 ~ -+6,0465 ~ 

! 

I 
4,48513 ~ -+i2,34n8 j ~--15,1201 -!- 5,8047 

t 1,7160 ~ - 5,3827 1-12,9579 , --14,5153 +-5,2242 

I +1,3330 

4 , 1 3 4 1  

4,3445 

4 , 6 3 1 4  

-0,5833 

.-0,4Z79 

i 

-0,2432 

._ 

- 

2 

6 

12 

20 

30 

42 

56 

H ,  = 

0 

+a2 

n 

0 

+0,6665 

4 , 0 2 2 3  

4 , 0 2 8 7  

-0,0316 

-0,0194 

-0,0102 

-0,004ZI 



Tabel XVIII. 
CONTROLEBEKEKENING (11 REIASTINGSGEVAL; n = 6) (11; DEEL). 

__ 
12 

" =  

6 

0 
__ 
- 
+0,05iJ 
--0.2329 
+0,8862 
.-0,8465 
f 1,8790 
-0,7389 

___ 
1 ~ _ _  

1,3198 - 
- 2,1994 
-2.3894 

n 5 1 4  11 

0 
__ 
- 

-1-0,0182 
-0,0528 
+0,1274 
-0,1374 + 0,2030 
-0,1010 

__ 
+n,o.v4 

n ~ _ _  

+ 0,0718 

+ 1,3964 
-4,5341 
+ 6,0168 
-8,8069 + 2,9683 

-o,am 

+o,iaoi 
4- 0,o llifi 

+0,0428 

+0,0001 

____ 
+ n . o m  ___ 
- -. 
- 

1 - 
2 

. 3  
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
18 
14 

-1,0000 - 
-1,608i 

o l n l o  

+0,0450 

~ -0,1588 

I 
- + o , I ~ I P !  + O , I Z I H  ~ + ~ n , o 8 ~  

o j n ! o 
- 

0 - (U+1) C"+i 

f , ( u + l )  CY& I = + l , 6 8 6 7 ( v + l )  C V ~ ~ I  

fi(v-l) Cu-1 = +2,'2501(~-1) Cu-i 
f 8 ( v - 2 )  Cv-2 =: +1,8667(~-2)  Cu-z 

f ,  U C V  = +2,:3334 VC" 

f, ("-3) cV-3 = +1,43n8(~--a) cv-3 
f 5 ( u - 4 ) C v 4  = i  +~l,0450("-4)C"-4 
f s  (v--5) Cv-5 ~ + 0,7389 (v-5) c>,-5 
f 7  ("-6) Cv-6 = t025106(v-0) cv-6 
f x ( v - 7 )  Cv-7 = +-0,Y487(v-7)Cv-7 
f, ("-8) cv-8 = +0,2322(v-8) cv-@ 
f ,o (v-9)  Cu-g = +0,1538(v-9) C-9 

f,,(v-ll)Cu-Ii = +0,0659(v--ll) CI-I 
fi,("-lo)C"-io = + 0,1010(v-10) c,4, 

+O,OI26 

+0,0854 
-0,0910 
+0,1333 
4 , 0 6 5 9  

-0,oa59 

+o,oa85 __ 
0 -,,.U'", , +",",MI 

+ 0.4870 1 :y0.0986 
-2,1128 , bO.9846 

10.1526 8.0284 

__ 

1- ".m -;-,, * Y C  

17 
18 
10 
20 
21 

23 
24 
25 
20 
27 
28 

2% 

+:1.1419 
-10,714f 
+ i , O 9 3 1  

-o .wm 
+ 7,0092 
-15.357 
+X,2318 

t8.1248 , --18.289: 
1 c7.9263 +0,0704 

-0,8145 

-2,0673 

-6,4262 
+ 2,2504 

+1,1810 

+5,4809 

-15,1945 i-lo,O25:~l -2.9964 
+5,9356 -12,8504 +8,4i87 + 4,8422 ~-10,4855 

I +8,8:170 

1 
I .-__ __- 

-0,1697 +n.oo84 i + O . I O H B  
! 

20 

8n 
y ,  
1 

z, - ~ Y, 

-0,478!J -0,9951 

4,2488 

-0,939.l / --O,696!J -0,4128 

-0,1879 I .~-~0,1161 ' -0,0590 

t0,5533 I -+0,4204 j +0,2956 
! 

L0,5638 , +0,4165 ~ +0,2H&8 

-0,0005 I 20.0039 , +0,0047 
-____- 

-+0,1747 

+0,0146 
___ 
+ o,n!ra9 
+0,0241 ___ 

+0,00H8 L0,0017 L0,0007 -o,oou2 
+0,0126 Z A UY 34 I 



_ - - _ -  - - -  

___- 
I 

0 
C 

i-, - 
D 

- ,  

b. 

D 

I/ 

c. 

0 

D 

f 

c 

n - 
D 

+ 
I 

D 
e- 

I1 ? - i 
e -  D 
D f 
i - + 

3 c. 

- 
+ 
? 
D 

f 

z9 
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I 

Y 

i 
A h " =  I I 

;F? Ai,  
i I 

! c,.Au, = c l . A u ~ i  = %.AUv-z = C,.AUv,_3 = ~ C,.AUv-4 = 1 
j +0,6OOo -0,8400 +0,3660 

'1' 1 ( v + l ) A j , + i  1 
I ~ 

-4 ,0504 ~ +O,WZZ 
A% A%-1 A%-2 A%-3 ~ AUv-4 

~ i 
Auv 

I 
i 

AL 
- 1  + fv+-i Ai" 

I - Aiv-1 

5 

6 

7 

8 

Y 

10 

11 

12 

13 

3 -0,0001 1 --o,mJ1 

4 1 +0,0003 1 +0,0002 

-0,OOol 

-0,0004 

+ 0,0069 

+0,0141 

+0,0182 

+O,OlYO 

+0,0177 

+0,0152 

0 
1 

0 0 I -0,0001 +o,w12 1 
1 

-0,0020 1 +0,0001 
I 

I 

I O  
0 +- 0,0003 i 

0 

+o,oO01 , 
-0,OWl 

4,ooOZ 

+0,0041 

+0,0085 

+O,OlOY 

+0,0114 

+0,0106 

+ O , o o Y l  

0 

+0,0005 

+0,00o3 

+o,OOo2 

+ o , m 1  

0 

-0,ows 

+o,ooo1 

+0,0003 

4 , 0 0 5 8  

4 , o i i n  

4 , 0 1 5 3  

-0,0160 

4 , 0 1 4 9  

- 

+ 0,0001 

0 

4 , 0 0 0 5  

-0,0003 

-0 ,OOOZ 

-0,0001 
I 

m 
AQ, = 

A &  = z A j v  = +0,0108 

cV . XA% = +O,M78 X 0,0808 = +O,W1 

0 

+O,tNOl 

0 

-0,0001 

+ 0,0025 

+0,0052 

+0,0067 

+0,0070 

- 

0 0 

0 

0 ! 
0 1 0  

---0,0003 

-0,0007 ~ 0 

--O,OOO4 

0 

+O,W44 

+ 0,0026 

+0,0016 

+O,WlO 

+0,0006 
i ' +0,0003 
~ 

-0,0009 

0 

+0,0308 

+o,ozon 

+0,014.4 

+0,0100 

+0,0066 

+ 0 , 0 3 6  

- 

+0,0103 = 

ZAl"  

0 0 

- l o  
I 

+0,ooll= ' i 

i 



Rapport S. 48. 

Tors ie  en afschuiving van meervoudig samenhangende doos l iggers  

door 

ir. A. V . l S  UEK SE'L'T. 

Rapport S .  48: La resistance i la torsion et au cisaillement 
des poutres Ereuses B connexion multiple. 

Twisting and bending by endload of multiply- 
connected box-spars. 

Bericht S. 48: Torsion und Schnl von mehrfdch zusammen- 
hiingenden Kastenholmen. 

Report S .  48: 
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Overgrdrukt tdt  het Weekblad ,,DE INGENIEUR" 1931 no. 50. Werktuig- en Scheepsbouw 16. 

RAPPORT S. 48. 
Torsie en afschuiving van meervoudig samen. 

hangende doosliggers. 
door ir. A. \'AX DER NEUT. 

Uittreknel. 
a,  Aarrduiding zmu het onderzoek. 
I )e  liggers met meerrnudig sanrrnhangcnde dwaraduor. 

sneden, voor zoovcr zij het nnderwerp van dit rapport 
vorn~en, zijn samcngcsteld uit, ctunne wanden, die bij n 7- 1- 
\-oudigren sanientrang rt ,.cellen" onisluiten. 

I)rzr wani1e.n kunncn afgewisseld zijn met ~ P P T  geoon- 
cent.reerc1 gediniensionrrrrle oiiderdi~elen, xuonls de gor- 
dingen in pen ~~~ ie~~~: ig~~ l~ i ig~? l -doos l iggcr :  eelitcr zid steeds 
hct fotaul , ,r~~te~ji,aI~,]~]~c~vlak in de daarstioorsnrdz Idein 
moetcn zijn trgenover lie1 totiral uinspannerr oppervlak. 

€let rappnrt geest, de tbcorctisclir Iirrt~kmirrg van ,IC, 
sl,ai,iiingsverderliiigeii bij wringing cn bij t,orsirrrije bui- 
ging door dwarskracht, en van liet torsi~:ccntrurri voor doos- 
liggcw van willrkciirig veelvoudigen snnienhang. Tulledig- 
Irridshwlvr is ook (le nflriding gegeven van de spannings. 
ver(1wling Iiij torsie, liocwrl i l c w  uit de litcratuur bekcnd is. 
In punt 11 xijn (11. furmules samcngevat, die vonr prac- 

I isrhr toepassing drr a;mgegm~n m~tliudc~, hciroodigrl sijii. 

1,. h'olafies. (zie pimt 11). 

1'. Zuiccrc wringing. (punt 4). 
I ) c  spanningsfunctic V valt uitren in u concrete grout- 

Iirttrn. wclke ann clc ~-t~rscIiilleiide cellm zijn torg!rvot~gd. 
I)il.n-tnl V's wordt herrk?nd ui t  de stelling vun L. I % . n s r ~ ~ . ,  
volgcns welkz de 1ijn-integrn:d \-;in de sclmifspanning cvpn- 
redig is met hr t  dour de lijn urnspanncn oppednk (verge- 
lijking l l ) ,  g.ccombincert1 nwt vcrgelijking (!)). 

i\ld de zerprl ircanalogie wonlt bet hpanninghbecld g& 
lu.itrrerd (fig, 2.  punt .Lo). 

< I .  Tor~siez'rjj(, bnjging door 117c~n~,~kr1ir11t iw foraiecmfruni. 

Op grond ran dc lirirairc buigspdiiningsvcrdPPlilll: vulgens 
13. i i i i  Sh:wr-\rh:\s*r \.olgt iiit  de c\-pnwichtsrooraaardr 
v w r  ( ~ c n  liggcrgedeclte, dat i n  de liggerrieliting rlrnientiiir 
klein is en in liet vlak \-im de liggc,rdoorsncdt, w n  einilig 
gcdecltc dexer ~loursne~le on in t ,  dr grnotte win de soin 
der wliuif-kraclit,en per Iriigi~.-rt~nlrei~l i n  (IC rlnursncden 
\vandcn (vcrgelijking 16). 

;Ian allc r.vt.naichtsvoorwa:Irden w o r d t  vold:ian, indierr 
d~ sclruifkraclit in een willekenrig pnnt grgeven wordt 
in den vurm van vergelijkiiig (17). Aaii irdcre c r l  is eeii 
&.routlieid 'I' toege\wegd, die lirt analogun vomit \.an de 
spaiiriingsf~~~~otie 1' bij zuiverr torsie, en waarin idle unbc- 
kcridlieid betreffendc hrt, spanningsbeeld, dic na inacbt - 
name der evenwiclitsvuorwaarden nog ovcrblijft, is geeon- 
centrcerd. Van de h i d e  orerige ingeroerdr grootheden 
geeft t'jj de bckende verandering aan van de selruifkraclit 
langs c w i  wand (vergelijking I 8) ,  tern-ijl t i j  v w r  icdcrm 
wand  en constante waardc lieeft, die zuodanig gekozeri 
is, dat het evenwicht van de knooppunten waar de wnnileri 
elkaar un t I noet rn gegarand errd blij fl (vergelijking 19) 
(punt Gc). 

Uit de definitie v~in lrct torsieccntnnn volgt, dat hct 
arbeidsvermogen, opgevat als funct,ie der T's, niinimaal is 
(vcrgelijking 22). Hierna volgt dat bij torsicvrije Iiuiging 
de lijnintegraal van de scliuifsyanning rond ieder complex 
\'an cellen nul is (vergelijking 28) (punt, Gd). 

Het torsiccentrum wordt gelevonden als zwaartepunt van 
de  door de vergelijkingen (28) opgelcverde schuifspanningen. 

Uitgaande van vergelijking (17) wordt een zeepvlies- 
aiialogie ontworpen voor de spanningsverdecling, indicn 
de dwarskracht in een willekeurig punt aangrijpt (punt 10). 

e. 
Indien de ligger heterogeen van samenstelling is, blijkt 

dc spanningstoestand t e  kunnen worden afgeleid uit die 
van een hoinogenen ligger, die zwdanig gedimensioneerd is 
ten opziclite van dc origineele, dat  de wanddikten orngr- 
keerd evenredig zijn met de glijdingsmoduli. 

(punt 6). 

M e t  homogene l i g g ~ s  (punt 8).  

f. Uitgewerkt iroorbeeld (punt 12). 
Aan den twcccelligen ligger worden de resultat,en toe- 

gelicht. De algemerne uitdrukkinp voor de tnrsiestijfhrid 
wordt afgelcid (punt 1 *a, \-ergelijking 41). 

I n  gevai de bijdragm Van dt. norirraalapamring~n i n  dr 
wanden wan het Iniigend m m " t  ver,\~uiirloosbaar sijn 
tegenovrr dit, der mnssa-cuncmiratirs in (11: klrno~rjiunten 
(fig. 4), zijn de scliuifkraelitrn in de wandrn wnstant. Dezr 
vcrreiiroudig~,irdc in"andighri11 maakt, fret mogelijk 
re11 a~lgemceric uitdrukking w o r  de ronrdinat,n, van lret 
tarsit~crntmm q t  t e  st,ellen (punt, lZb, c rcrgclijking 45). 

:\an ern eiincrrrt voorbceld (fig. 5), dat de totwtand bij 
vliegtuigrlcugrl-vi~orlig~::!ers \an bcpaald type Iienadcrt, 
is de bewkening uit,gcrocrd z.onder en met ve.rwaarloozing 
der IiuiqingMijfhcid van dc wnndrn trgmovrr die der 
gordingeri. tcrwi,jl dcze verwaarloozing riiirn 20 <,?" van 
hct totaal uitnraakt. 111 Iwt, errste gcr:il wordt, de  spannings- 
verdeeling beschr n dnor vergelijking (51), terwijl de 
ligging van Iwt to rcntrumr is aangeg~vrn door (52) ,  tcr- 
wijl i n  Iiet latitst* gcval de vcrgelijkingen (54) en ( 5 5 )  d? 
ri\wernkoniitigc groutheden g n (fig. 6) (punt 12d). 

RAPPORT S. 48. 

La resistance B la torsion et au cisaillement des  
poutres creuses connexion multiple. 

par ir. A. VAN DI<H XICUT. 
RJsunib. 

a.  Zudic(i,tioii d1: l'dtude. 
Lcs puutrt's h scctioir dc, connc4on multiplr fcmnant 

I'objet (1,: I'ttode sont w m p .  de parois minces, cntou- 
runt u , . r~ l lu lcs"  B raisun dc conncxion multiple d e n  + 1. 
Ides parois perivcnt, Ctrr altcrn6es dc parties plus ou moins 
rarnassIies, DOIIIIIIP IPS  sriritllcs d w i s  les longerons-caissons 
des d e s ;  toutcfois la surfacc de la section. occupk par 
la niiitikw, ne furrneru qu'uno pnrtie peu considitrablr 
~trtiportiunnellt~rrieiit, h In si~rfarr, ~nc1ose par Ir puurtour 
de  la section. 

culs thturiqm~s de la r6pariition 
en cas de torsion et  de flexion 

,t rcux du centre de torsiun pour 
Ics pout,res rrcuscs h conntxion ~nriltiplc yuelct,nque. 

I'our &rc complets noiis iloniions ici la d6rivation de l i ~  
ri.piirtit,ion des rfforts en ras (IC torsion bitm que cc su,iet 
nit i t6 trait6 dans la, littitraturr. 

Les fwmmulca nkcessiiirer B I'qqdicaiiw pratique d c  la 
nretbodi~, surrt rGunirs ail $ 11. 

11. .Tol?lcllclnfl~re. 

ds 
II  l'int6gwition s'6ienrl le lnng de la panri 

/, 4paisseur d'nnc paroi. 

.I ;u/, 
tmtiiw cnlre dciis i~:llules. 

,z et y. 
d,Y Glhn tmt  diffitrrntiel de l':~xe d'une paroi, 
I" quaiitit4 adjointe i unr crlliilr. 
G le <:oefficicnt d'i.lnsticit4 de glisnrment, variabk 

le long des Imrois. 
I ,  e t  I ,  marnrnts d'inertie principaux de  la section 

tmti6re par rapport,s a i l s  nxec ,r et 7,. 
i el, j indice rl'unc c~.llulc qiielrunquc. 
i j  indicc d'une quantitit rlc la Iiaroi cntrc les r:ellulcs 

IC un noe1id c~iidconque dc,s parcis. 
n nonrhre des ,,cellules." 
0 Surface, imrlosr par l'axt, d'uu nornbre de parois 

attenantcs. 
S, et, S, moment statique d'une partir de la section par 

rapport aux axvs x e t  y; par rapport a la  senielle 
au noend k ,  s'il est pourvu de I'indice k; par 
rapport h la paroi i j  rrit,re le noend k et un point 

quelconque s'il est muni des indicrs 

i et  j .  

i j 
k '  



7. &art de glifisement moyrn. 
tv manirnt de torsion. 
z (.t y 

cellulr i est situ6c a gaiichr. 

axes principaux d’inert,ir de la section. 
La direction positive dam la pami if rst rrllc ou la 

c. Lu torsion simple ($ 4.) 
La fonction de torsion F rst rlbomposahle en n quantitbs 

concretes, lesquclles sont adjointes aux cclloles. Les 
quantitts 17 sont calrul6es k I’aidc chi th(.orPmr dr L. 
PRAE-UTI,: I‘int6gral des rfforts dr glissement le long d‘nnr 
lipie frrnmbe cqt proport ioncl $1 In surface ent,our~r(;-quatioli 
11),  cnmbinb avee I’&luation (9). 

La rtpartition drs uffnrts mt illustrk par I’analogie, 
aver IPS pellirulrs savoiinmsc~s soumiscs ii, unr pression 
( 5  4> fig. 3) 

11. L n  fleximi SUIIK torsinn resultmi dlurr ~ ~ J I J T ~  i ru iwrrsn l  
rt centre de  tor.sfiOii ( $  G). 

Partant de la rCpartition linC;iirc dcs dforts de flrxiotr 
d’aprk W. i n  S.AINT-V ET. 0 1 1  {J<%I l t  < % l l C l l k ~ T  la 50111111<~ 

cirs efforts de glihsenir dans Irs paniis srationuks (111 

faisant intm\r.nir I:, ~:ondii.ion il.&qui1iLiw3 poor uno p:irtic, 
de la poutre,. aymrt dans In dircction dc I‘axr uric' l u n g i c u r  
BICmentaire, rt contenant une partic dtc:liinitk & In stxti<m 
transversale. (6qii;itiim 1 (i), 

‘routes lei conditions d’,~quilibrc~ w r w t  rrniplies, h i  

l‘effort dc Rlissrmvnl t’u ut i  point q u ~ l c ~ n ~ ~ ~ ~  c h i  rlonn& par 
I‘4quation (17). A c h ; ~ ~ u ~  ccI11ik :a 6ti. ;tdj,>iirlc~ uno quantiti. 
T formant l’analoguc de la. fnnction dc: torsion 3‘. et oi, sv 
trouvc eoncmtr6 tout w qni est encow ini.onnu conerr- 
nant I s  r&p:irtition des efforts dr gli .cincnt, apris qn‘on 
a tenu compte drs conditions d’i.qui bre ( I O ) .  Qnant aux 
quantitks t’ij i’t, tii. la preini&rc indiqnc le variation de 
I’rffort de glissemcnt I C  long de la paroi, miriation qu’on 
conriait en appliqnant l’Cqnation (16) (iqiwtion in), tandih 
que hi demiEre a une \-alcur ~‘orrstantr It r.liaqut. paroi. 
cette valrur ayaut Cti. rlioissie tclle qur 1‘6quilibrc. dcs 
noeuds, esigC p a r  1’Cqmtion (16). cst  p r a u i i  (6quation 19)  
(8 Gc). 

I1 rhvulte de la &finition du rcntre clc tursion, que 
I’inrrgic de deformation considGrtc cumme fouction 11r.s T, 
est nx’inimalc (bquation z), Soh ~r t,hdori~mr: l‘int6g.m~ 
dra efforts dr glissenient le long dca parois critrinrant un 
groupe quelconqur dr rcllulcs cst (.gal z6ro (equation 28) 
(§ ad). 

On t,roure le centre de  torsion en dttcrminant IF centrr 
de g r a d &  des rfforts de glisscn~ent, rcmlua par 1’6quatinn 
(28). 

Partant de l’tkpatinn (17) IIOU.~ conc~limics que la pelli- 
cule savonneu~e powait  nnus t t r r  utile pour 4tahlir 
l’analogie de la repartition des efforts de glissemrnt dans 
le cas oi l  la charge transversalc agit, en tin point qnrl- 
conque de la srrtion ($ 10). 

P. 
La rbpartition des effort,s dam Irs puiitres, coinpo*i-es 

dc maibrinua diff(.rents, p u t  Stre dkrivie des rfforts 
intervenant dans unc poutre honlogknr, dont I’kpaisseor 
des paruis tst. rkduitr par rapport i eelle de la poutre 11011- 

tiomog&nnr, en proprtion des coefficients d’ilasticiti. de 
glissement. 

Les poutTcs nmi-homog2nrs ( 5  6 ) .  

f. Exeozplr n7~me’riguc ( 5  12). 
Pour comnientrr les r6sultats obtenus nons arons pris 

coninit exeinple la poutre B drux celhilcs. On cl(irive la 
fonnule gintiralr pour la rigiditd tmsionclle (9 IZu, 6quatioii 
41). 1\11 cas quc le mnment fkhissant,  ahmiorb(. par les 
paroia, soit n6gligcable par rapport a11 Inonrent. absorb6 
par les scmellrs, (fig. 4), les efforts de glissement dans les 
parois semnt constants. Cettc circonstanee, qui simplifijr 
le calcul, perniet de deriver line formule gknbrale pour les 
coordonni.es du centrc de torsion (0 12b, e .  equation 45). 

A un exeniple concret (fig. 5)> approchant Ies conditions 
dans Ics longerons avants dt, certaines ailes d’avion, les 
calculv sont cxir.ntes: a, en tenant compte de la rigidite 

’0 

contre la flexion des par& roinparle aver celle drs srinelks 
et h, en nbgligeant celle-ci; la quantitb nCgligfe csckdant 
20 96 du total. Dans le premier cas les efforts sont exprimes 
par 1’6quation (51), et Ir ccntre de torsion est donne! par 
1’6quation (52)  dans le drrnkr  l a  lquations (54) (55)  dltrr- 
mincnt Irs qt1antiti.s mrreqmndantes (fig. 6)  ($ lad). 

REPORT s.  48. 

Twisting and bending by endload of multiply- 
connected box-spars. 

by ir. A. VAN DER NEUT. 
SUTll Wl UVJ . 

a. Indicritiorr of tire iiiorsligutiori. 
The heams of inultiply-ronncctrd cross-srctinn, which 

fonii the objwt of thi, report, art’ built up of thin walls. 
which enclosc 71 ,,cells” in 11 4- 1-ply-rounection. Thew 
u-ul l~  may I,?. interrhangrd hy morc conccntratrd parts. 
likc thv flanges in :in i it~m~il:ti ie~~oss~i;tr; 1iounx.r the total 
surface of ibe material nnist not be more than a11 inferior 
part of the total eross-set:tkrn of the brain. 

The report giws thc thrurt,ticd calculations of st ri’is and 
strain in tor\ion :tnd in 1JfWdinR by cndload, and of the 
criitrr of torsinn for bus-spars of any comwctinii. 

For coniplrt,rnrsr’ sakc tlw detwnriuation of stress and 
sirain i n  trrrsion hiis bern givcn, tliongli it, lias lier~r dealt 
with irr literature. 

Point 11 rnntains tlre fnrn~nlu.  uhidi iirc n c  r> 
fur thr practiral qtplicution uf t l ic  uwtlnd indi 

b. L\’utution 
rEs 

ZGb 
I ,  - ~ the integratioii t . s l t . rda  o w r  11w entire 

0 thickness of thc will. 
6 specific twist of the erohs-s 
I), and D ,  ;~py~lirdlonrI-coni~~onrrit. ~ ~ ~ ~ r ~ ~ r i i i l i ~ ~ : ~ ~ ~ ~ r t ~ ~  I- ala1 

y-axis. 
dS element of the centre-line of a w:~Il. 
F qii;intit,y appended to H cell. 
G the rigidity, that “my b~ differcnt in differcnl 

Wll lS .  
I ,  and I, principal moments ol inertia of t.lw entire cri 

section as regards z. and y-axis. 
i and j indication of any giz-eii cell. 
z j  index of a quantity., concerning the wall Iwtnrcn 

the cells i and j. 
k any given joint of walls. 
n number of ,,cells.” 
0 surface enclosed by tlre crntrc-line nf a number 

of cotinected walls. 
S ,  and S ,  stutical rnonient of a part of the crnss-section as 

regards z- and y-axis, provided with index k if 
referring to a flange jii joint, k ;  ~m~vided with thr  

indicrs ‘3 if referring to thr  wall ij between h, 

and any given paint. 
7. mean shearing stress. 
W torsional couple. 
r a n d y  principal axes of inertia of the cross-section. 

Icngth of t.bc wall I,rtw~t.li two wlk. 

.. 
k 

e.  Torsirm (point 4). 
The torsion-function F degenerat.rs into ri concrete 

quantities, whieh are appended to the cells. These F s  
are c.alculated from L. PRANDTL’S theorem:, the integrsl 
of the shearing stresses along a closed line is proportional 
to the surface enclosed (equation I]), combined with 
equation (9). 

The stress-figure is illustrated by the soap-film-anology 
(point 4b, fig. 2). 

d .  Torsion-less bending by endload, and centre of torsion 
(point 6). 



On the ground of the linear distribution of normal ten- 
sions aft,er B. DE SAINT-V$NANT, the equilibrium of a part, 
of the beam, of elementary dimension in the direction of 
the cent.ral line and o f  finite dimensions in the phne of the 
Cross-section, gives the sum of shearing stresses in the 
intersected walls (equation 16). 

All conditions of equilibrium are fulfilled if the shearing 
stress in any point is given in the form of equation (17). 

To each cell has heen appended a quantity T, ttrat may 
be called the analogue of the torsion-function. The quanti- 
ties T contain all the indefiniteness about the division of 
shearing stresses, that remains after having taken into 
consideration the equilibrinm; t’ i j  describes the change 
of the shearing stress along the wall (equation 18), and 
ti,, having a constant value for each wall, together with 
t of the other walls garantws the equilibrium of th? joints 
(eqnation 19). Bot,li t ’ j j  and tcj are calculated by applira- 
ting equalion (16). From thc ilrfinition of thr  centre of 
torsion it r rsdts  t,hat the strain-encrg>-. (:onsidered as a 
Yunction of T, is minimal. Cansequent.ly the line- integral 
<,I‘ shearing stresses round any couple of ( ~ 4 l s  is zetn (equa- 
tion 2s) (point 6d) .  

Tlir crntw of torsion is found in det.ernhing the centre 
of gravity of the shearing stresses, resulting froni equation 
(28). 

On the ground of eqnat,ion (IT) a soap-filnr-aria lob^ has 
brim constrncted, showing the shearing strc 
verse load, applied iii any point of the emss-section. 

e.  Irilrornogf%uou,s buaass. (point 8). 
If t,hu beam has been buili. up out of Irettmgoneous 

nd strain can be derivatrd from the ronditiona 
hoinogcneous beam, in whidi the t,hirkness 

a1 c.con,plrs. (point 12). 

of the wall is reduced in proportion t,o the rigidity. 

\Vith the example of the bean,, containing two cella. 
t,hr obtaiucd results are illnstratcd. The general funnula 
for the torsional rigidit,y is derivated (point 12u equation 
41). If the contributions of the tensions in the walls t o  thr  
bcnding moment are neglectable with regard to those US 
the big concentrnted 1varts in the joints (fig. 4). t.hr shearing 
forces in the walls are constant,. This simplifying condition 
cnables the derivation of a geiwral formula for the cuord- 
nates of the erntrc uf torsian (point, 1% b, c, equatiun 45). 

At a concrci.r cxamplc (fig. 5) ,  shoning approximately 
the dimensions of aeroplane wing-frmtalrars of certain 
type, strtw and strain Iiave beeu calrulatcd neglecting 
and not neglecting t,he flesnnil rigidity of thewrbs with 
regard to that of the flanges; this neglect amounting to 
over 20 7; of the total rigidity. 

arc giyrn with 
equation (51) and (52)  indicates the position of thc centre 
of torsion; in the first case the equations (54) and (55 )  
indicate the corresponding quantities (fig. 6). (point. 1‘2d.) 

In  the last case the shearing ctre 

BERICHT S. 48. 

Torsion und Schub von mehrfach zusammenhbgen-  
den Kastenholmen. 

von ir. A. VAN DER NEUT. 
Zusummenfassung . 

a. Er6rterun.g der Untersuchung. 
Die Holme mit mehrfach zusammenhangcndeni Quer- 

schnitt, die den Gegenstand der vorliegenden Untersuchung 
hilden, sind aus diinnen Wanden zusammengesetzt, welche 
unter n + 1-fachem Zusainmenhang n ,,Zellen” ein- 
sehlieszen. Diese Wande konnen ahweehseln niit mehr ge- 
drangten Konstruktionsteilen, wie die Gnrte in einenl 
Flugzeugfliigel-Holm; jedoch tnusz der gesamte Material- 
Quersclmitt der pnzen, vom Querschnitt unspannenen 
Oherfliiehe gegeniiber, Wein sein. 

Der Bericht giht die theoretische Berechnung der 
Spannuugs-verhiiltnisse bei Torsion und bei torsionsfreier 
Biegung durch Querkraft, und des Drehpunktes beliebig- 

mehrfach-zusammenhiingender Kastrnholme. Vollstandig- 
keitshalber ist auch die Ableitung der Spannungs;verteilung 
hei reiner Torsion gegehen, obgleieh diem in der Litera- 
tnr vorhanden ist. I n  Sninnier 11 sind die Forinelri ge- 
sammrlt, die zur praktischen Verwendung d r s  Verfahrens 
henijtigt sind. 

h. Vmeiehiiis der FoTllle~zeichnl. 

U 

6 Wandstarke. 
c spucifischer Verdrehungswinkcl. 
D, nnd D, Querkraftkomponmten senkr~cht zur :r- und 

ds Element der Wand-Mittellinie. 
F’ 
<; Schuhmodul. 
I, und I, TrHgliritsinonirnt ilcs ganzen Qnerschnitts nin 

I- und y-.Zrhsr. 
i nnd j Rezcichnnng einrr bclic4igc.n Zelle. 
“J Indizes einrr Griiszr. wrlrhe sich hz ieh t  auf die 

Wand zwischen den Zellen i und j. 
h. ein hcliebiger Knotenpunkt der Winde. 
?I die Zellen-Zahl des Holmes. 
0 Ohcrfliche nms1”men von drr Jlittellinie misani- 

nwnschlirszender IViinde. 
S, und S, Statisches Moment rines bcliebigen Tcilcs des 

Qurrschnitts inn x -  nnd y.4chsc; mit Indice k 
in Hczug auf einc Mntcria1;tntillufung in k (Gurt); 

niit, Indizes ,~ in 13ezng auf die \Vand zwischerr 

k und eincn brlirbigcn Punkt der Wand y. 

jZb, Integral iiber (lie ganze Linge der  winche en- 

wand zweier Zellen. 

y-.lchse. 

Hilfsgiisae, einrr %elk zugcordnrt . 

.. 

Lj . 

7. 1\Iittclwert der Schubspannnng. 
I#’ Urehmornent. 
x nnd y Haiipt,t,raglrrits:tchsen des Quersclmitts. 

wrlche die Zelle i an der linken Seite liiszt . 
In der Wand ij ist cliejenige liichtung positir grrechnet, 

c .  Reir’er TO1Yi07L (SI. 4). 
Die Spannun~sfimktioi, P entartet zn ri konkreten 

Grbszen, welchr den versehiedenen Zellcn zugeordnr~t sind. 
Diese Griiszrn wrrden berechnet nach dem I’randtlsclien 
Satze: das Linienintegral drr Schubspannung ist der voti 
der Linie unspnnnenen Oherfliche proportional (Gleichung 
U), komhiniert mit Gleichung (0). 

Am Sei~enhautgleictinis wird das Spannnngshilii illustriert, 
(Nr. 46, Fig. ‘2). 

d. Tor.sionsfreie Biegung durch Querkraft und Drehpunki 
(Sr .  6). 
Mit  Riicksicht, auf dip linearr Verteilung der Biegungs- 

spannungeu nach B. m: SAIXT-V~.XA~XT ergibt sich ai ls  
der Gleicligeu~iehtsbedingung fiir einen Holmteil, drr in der 
Richtnng des Holmes rine elemtatare Langc hat, und irn 
Holmqut.rst:hnitt eintm endlichen Tcil des Querschnitts 
umfasst, die Sunmir drr Schubkriifte auf der Langeti- 
einheit der durchschnittenen Wunde (Gh,ichung 16). 

Allen (~lric11genii~litsb~ding:ing~n wardm entsprochen 
wemi die Schuhkraft in einrm hrliehigm Punktr gegehen 
wird mit dem Ansatzc (17). 

Jedrr Zelle ist eine Grijsze T zugeorilnet, die der Spai1- 
niingsfunktion hei reiner Torsion analog ist, nnd i n  welcher 
alle Unbestimmtheit in Bcaug auf die Spannungsverteilung 
konzentriert ist. Von den beiden iihrigen Groszcn giht 
t’ij die aus dem Gleichgewicht bekannte .4nderung der 
Schubkrdft langs der Wand an (Gleichung 18), uud hat tij 
fiir jede Wand einen konstanten \Vert, der in Verbindung 
niit den Werten t anderer Wiinde das Gleichgewirht drr 
Ihotenstellen verhiirgt (Gleichnng 19) (Kr. 6c.) 

Aus der Begriffsbestirnmung des Drehpunktrs ergibt 
sich, dasz die Deformationsarbeit, als Funktiun der Griis- 
zen T, minimal ist; (Gleichung 22)  woraus die Schluszfol- 
gerung entsteht: das Linirnintrgral der Schuhspannungen 
um jeden Zellenkomplex ist gleich Sull (Glcichung 28) 
(Nr. 6d). 



72 

Der Drrhpunkt ergiht sich als Schwerpunkt der lni t  
Gleichung (28) ermittelten Schubspannungen. 

Ansgelrrnd von Gleichung (17) wird ein Seifenhaut- 
gleiclinis abgeleitet Sur den Spannuugsaustand welcher 
von cinrr heliehig sngreifmden Kraft herriihrt (Nr. IO). 

e .  n'ickl-l,ornofipia~' IIolme (Xr. R). 
.\Venn der Holm het,erogencr Siruktur ist,, kann die 

Spaimung!s\.erteililng berechnet werden aus der Spannungs- 
wrteihuig in eiiieni homogenrn Holmen niittels Keduk- 
tion der Wandstirken i i i  VerhXltnis der Srhuhriio~lulen. 

1'. Zahlrrrl,ei.spirl. Nr. (12). 
1)ic Rwlmung win1 dorchgefiihrt am zwrizdligcn Hob 

men. Der a l i g ~ ~ n a i n ~  .lusdnick fiir die YrlrlrrhstriSi~kliril 
wird ahgclritet (Sr.. 12a. (;lrichiiri~ 41) 

Falls die Beitrage drr Normalspalnmngen in den Wan- 
den ain Riegungsmoment gegeniiber denjenigen der Mas- 
senanhiufnngen in den Knotenpunkten vernachkssighar 
sind(Fig. 4), sind die Schuhkrlftein den Winden konstnnter 
Gr6s.e. I!ntrr dimer vereinfachenden Redingung liiszt. 
sich ein allgemriner Ausdruck %UT Bereclmung des Ureh- 
punktes auffinden (Xr. 12b, c Gleichung 45). 

.4n einem konkreten Beispiel, das sirh dern Zustande an 
F l i ~ ~ ~ e i i g S l u g e l r o r d e r l ~ , ~ l ~ ~ ~ ~  hestimmt,er Type" imnahert,. 

g ohm nnd nlit Vern 
i t  der I5'ande den G 

irt worden, indern die erstere mehr als 20 % 
der Gcsanitsteifigkeit war. Die Spannungen im ersteren 
Fallc wrrden g:egel,en r n i t  Gleicllung (SI), wiihrend (52) die 
Lage des Drrhpunkies erwihnt. Irn letzteren IMlr sind 
dieselhen Grliszen ndt den (:lrichurigen (54) und (55 )  g<'- 
grben (Xr. I", Fig. ti). 

i 
1 



Torsie en afschuiving van meervoudig samenhangende doosliggers 
door 

ir. A. VA4N DER NEUT. 
Rapport S. 48. Rijksstudiedienst voor de Luchtvaart, .41nsterdani. 

Overzicht. 

Voor, uit dunne wanden bestaande, prisniatische dons- 
liggers van willrkrnrig-vrclvoudigen sanrcnhang, wordrn 
de kgelijkingen opgrsteld, wclkc de spannings\~rrdrrlii~g 
bepalen, zoowrl voor hct geval van den, in hrt niteinde 
door ern dwarskracht belasim, liggcr als voor den zriirer 
grtordrerden. Teveeris wordt pen nnderm& ingcsield n a m  
de ligging van het torsircrntmni. Aan het, \-norhedd r a n  
een drievoudig samenhang~~nil prisma worilrn dr gewonnrn 
rrsnltatrn torgelicht. 

' 

1. Technische omschrijving. 

IJr iiirrrvoudig saiireiiliaiigeiicle doosliggrrs vornien rr11 
gr0t.p van ronstnlctie-elenrmten, wrlkr iii elm vlicginig- 
rltwgr~lhoow uit,gebreide torpassing vindt. Zij kcnmerkcn 
rich dnor  huir gdringc mntrriaaloppPrrlak v~rgdrken  met 
hri qqwrvlnk van dc, onispainrn daarsdoorsntdc. In  d e m  
rrgt,l zijn hrhalve de drinne wanden rnkelr maardrr #e- 
dimr~rsiimr~rrrle nnderdeelen in hr t  systreni opgenomen, 
welke Imlncld ai,jii als centra. voor dr opname \-air hnig- 
qmnningrn. Ilaarentrgrn Lcsia,at de funci.ie ,-an de wancltw 
voornnnidijk in het opnnnen \-an dr sclmifspanoingen 
in de dwarsdoorsnede. 

2. Notaties. 

Icelerr rundoni door wanden omsloten roimtc worrlt. i l l  

hrt  volgendr ,,crl" gcnoenirl. Irdere cc.1 wordt aangrdnid 
inrt ern index geplaatst achier de, op de eel betrckking 
hebbenilr, grootheid: 1i.v. 0; is liet oppervlak van cel i .  
Irdere wand wordt aangednid met dr twce indices van de 
aangrenzmde cellen, h.v. b;j is de wanddiktc tnsschrn de 
rrllen i en j .  In cen nand wordt die richting als posii.irf 
nangrnomen, welke den cclwand doet doorloopen in de 
riehting, t,rgengesteld a.an die, wnarin zich de wijzers 
van ern inirwerk bewrgen, rondorn de cel, die door de 
eerste index wordt a,angrgcven. Een grrichte grootheid, 
b.v. de schuifspanniiig ~ i j ,  is positief als zij de gedefinirrrdc 
rirhting ten opzichte van cel i hrcft. 

Het systeem wordt geplaatst in een cob;rdina.tenstelsel, 
zoodanig dat de z-as de zwaartepunten van de dwars- 
doorsnedrn bevat en de e- en y-assen hoofdtraagheids- 
assen van deze doorsneden zijn. De oorsprong wordt ge- 
dacht in het eindvlak van het prisma, waar ook de be- 
lastende dwarskraeht aangrijpt. 

3. Graad  van samenhang. 

lle graad van samenhang van een vlakke figuur is gelijk 
Itan het aantal gesloten lijnen dat in haar getrokken kan 
worden, zander de beschouwde figuur t e  verlatcn, en welke 
niet door continue transformatie in elkaar kunnen worden 
overgevoerd. Een andere definitie, udke hetzelfde uit- 
spreekt, zegt: de graad van samenhang is gelijk aan het 
hoogste aantal doorsnijdingen, welke van bcgrenzing tot 

begrcnzing lnol~eu, dat noodig is m i 1  d ~ r i  w~r~cnhairg drr 
fignnr te  verbreken. 

wijze is de dwarsdoorsncdr van ~ t - n  massid 
prisnia rnkclrondig sumenhangend, e11 is r t 3 n  wcellig 
prisma n + I-vondig sammhangend. 

I'itgaanrle Iran het ondoorsnrden n-crllig p isma,  tw- 
trckcnt, de sanbrenging \'an em doorsnijding ophcffing 
van rm voririverandcringsvo[,raaa~dr, rvclke aan l id 
systrwn grstrld w n s .  Jlaxiniaal kunnrn n-doorsnijdiirprn 
worden a:tngcbrarht, trrnijl de san icn l~~ng toch belroudrn 
blijft, en hct lichaam, aigrzirn van de nlogelijkheid van 
brenk, in staai 1,lijSt d l r  brlasiingen op te  nemcn. 

llit ?i-rnudig iloorsncden liohaani wrkrcri ondrr min-  
Iiinnr-cori,iitirs tcn opzirlrlr van sijii brslaa~isrn~rgrlijklrrid; 

i,iding inrrr is volcloendc~ or11 hct lirhuani 
rmrtridie gcdaanic tr dorn vrrliezen. 
dingrn is I i r t  licliaain ling jiiist bcstann- 

boar, Iirt zon gcnornid kunnrn m ~ r d v n ,  .,kinmiatisch 
Iirpaald". inct dc hcimniing t rn  oyzirhtc Van vakwrrken 
g:d)mikclijk. De analogie doorvocrend kan hct n-roudig 
doorsntdcn lichaani ,,siatist+i bcpaald" getinenid u,orden, 
trrwijl het n-tal vonnvrrandcringsvoorwa:srdrn hrt niet 
doorsncdrn prisnia. wvuudig statirch onbepanld doct zijn, 
voor zoover dc spanningstoestanrl in cen wand door 6tn 
cnkelr grootheid lqiaald wordt. 

4. Zuivere wringing. 
a) Algenrroi 1). (fig. 1). 
lk \,oriirvr,ranrlrringri, bij zuivcx wringing krrimerken 

1'. 
2". 

zich door: 
zij sijn anafhankelijk van de z-coiirdinaat; 
r l r  punten in rcn norinualdoorsnccle van bet prisms 
vcrplantscn zich in liet vlak van drzc doorsnedc 
ni?t t rn  opzicliic van rlkaar; iedere doorsnede 
draait i n  haar grhcel icrwijl de spccificke torsie- 
hork c constmil is; 
dc vrrpluatsingrir m evcnwijdig aim dr beschrijvendr 
lijnrn van het prisma vofdorri~ iian de vergelijking 

5". 

. . . . . . . . (1) 

ISirrsiit volgt voor de st~hoifspanningcrl loodrecht op 
e- en w a r  rcsn. 

terwijl alle andere spanningrw nul zijn. 
In  den vorm van de rergelijkingen (1) t'n ( 2 )  is het 

torsieprobleeni gestcld door B. DE S.%lN'Y-7TixAKT. Op 
grand hiervan laat zieh np ecnvonrlige wijze ern strlling 
van L. PRAVDTL aflcidcn. 

Hiert.oe nordt de schiiifs~~mning in ern p11nt van het 
qpvlak ontbonden in componentm T~~ en T~~ rrsp. i n  clc 
als positirf gedefinirrrdc richting van de raaklijn aan ern 

~ ~. ... 
1) DE. A. FBPPL: Vorlesuiigen 0. Teclrnischc Mcehanik 

11s $5 73,76. 
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Fig. 2 .  

kromme s, welke door dit punt gaat rn in dr richtiny daar 
loodrecht op. Van drz? cornponcnt,f'.n n-ordt gewndrn 

ui t  de componenien 7yz tin T~~ ah: ~~ rSz = rYz ~~ + T X :  ds dS 

of na substitutir van (2) 

dY dx 

De rente  tnre ternien vornirn de totale differentiaal 
van ro. terujjl de laatste i.u~rr herleiil wordrn niet 

d (q,) = z dy -+ y dz. 

1 .+ rSZ ds 5 G du, + c (dry  - 2a dy) 

Sij  integratie Isngs ern gesloten kromnir, velkr nrr- 
gens liet liohaam vrrlaat, in de als positirf gcdefinirevle 

richting, volgt i rs1 ds = --ZrC /z!dy = -2 eC 0. 
waarin 0 het door de kromnie onispannen oppervlak 
voorstelt. 

[-- 

K 

b) Zeepuliesaiialogie 3. 
De algemeenr rergelijking (3), nvlkr reeds de bepaling 

van de spsnningsverderliuC in nirervoudig sanirnhangendr 
prisma's mogelijk niaakt, kan in iets gewijzigden vorm 
gt,brarht warden, en eenigszins aanschouu'dijk wordrn 
gemaakt met behulp ran  dr analogie, wrlkr bestaat tus- 
srhrn de zuiver getordeerde taaf rn hrt, nrembraan onder 
overdruk; op welke analogie I.. PRANDTI. de aandacht 
vestigde, teneindr langs experimenterleu m'cg de schuif- 
spanningen t e  onderzoeken door metingen ann zeepvliezen. 

Wanncer de spanningen worden uitgedrukt door middel 
van ern spanningsfunrtir F, zoodanig dat 

a F  
(4) T X Z  = . '. . . . . . . . a I.' 

a x  TY2 = - -- 
gaat ( 1 )  over in 

a2F a=F 
Jr - - 2 CG . . . . . . . . . . . . . . (5 )  a U a  - - v  - .~ 

a) Dr. A. FBPPL: Varlesungen iiher Technisehe Mechanik 
V 88 29,30. 

Llit (4) volgt dat. lijnen \'a11 constantrn F struils in de, 
rkhtinfi van de srhuifsspi~nninp looprn, zoodrtt r'p iederr 
brgrrn~ing van dr d\~:irsrloorsncde F noodzakrlijk constant 
is. I k  absoliit,r groottr Tan F stilat i n  gern \.crhand tot. 
lict spaniiingsvraagstrtk, daar sleehts z.ijn afgeleide NIF- 
chanische brtrrkenic brzit (4). I k  spanningsfunttir k;m 
daarom langs &n begrrnzing iwi \villekpurige waardr 
grgerrn aordrn,  voor welkr brgrenzing de huitencontour 
van de doorsncdc grkozen wordt. In  l i d  geval 1-m1 

I, f~. 1-voudig samcnhangende doorsnrdc zijn dan nng ilc 
aaarden, wrlke hrt n-tal Fs aan d~ ront.ourcn 111~n-c.rllcn 
heeft,, onbekcnd. 

Ern vlies dat ondcr een ovcrdruk 71 staat, hecft, ondu 
vonrwaardr dat zijn Iiellingrn klein zijn, doorhuigingcn 11' 
welkc voldocn aan dr  differentiaalrergrlijking 

. . . .  ('i) 
aziv PU- I' + a-1J. = S~ . . 

waarin S de o p ~ , r r \ . l a k t e s p ~ ~ ~ ~ ~ ~ i ~ ~ g  in lirt vlies prr ernlieid 
van Iengte is. 

De overeenkomst tusschrn de rcrgclijkingcn ( 5 )  1'11 ((0, 
strekt aich uit tot een gelijkvormighrirl ti~ssclrrn de functics 
F en W, Ts-anneer errom gczorgd is, dat ook de randvoor- 
waardm analoog aijn. Daartor aordt,  het nienibraau 
gespanneii over den rand ran const:tnte hoogie, wdkr gelijk- 
vormig is met den coni,our ran de ttr onderzorken door- 
snede. Uij pen enkelvoudig sanwnhangende cloorsnrdr. 
is hierimtdr liet analogr zr~rpvlirsmodrl wltooid. 

Ern  breld van de functie P van dr ineFr\-oudig sarn~w- 
Ilangendr doorsnde worclt vcrkrrgrn, w~rinrcr ?en vlics 
gesparinen is turschen den buitrnrontour rn de celcon- 
touren, welkr dr hoogtr Fi hovrn den hi tenrand liggrn. 
Rinnrn de celruiniten .war& l1et vlirs <,ndrrhroken door 
plattr vlakken evrnwijdig aan llet grondvlak. vlakken 
kunnen niet door zrrpvlimrn warden reruezenlijkt, 
maar moeten wordim opgevat als buigingsstijve platen 
zander gewicht, welke door de zcrpvliezen, in de spleten 
tusscheri deze platen, in evenwicht worden gehouden. 

De juistr hoogtrn Pi strllen zich in onder den overdruk 
welke zoowel op de stijve platen als op liet zeepvlics 
aanwczig is. Het, op dcze wijze geconstrurerde model is 
een uit, n terrassen opgehornvd liehaam, alleen bi,i de 
overgangrn drr t.errassen zijn vliezrn (fig. 2). IIet model 
heeft in drzen VOTIII voor experirrienteele spitnniligsbi- 
paling fieen waardc, daar dc uitvorring a1 tr @note moei- 
lijkheden in den 'veg stsan. 

P. NEMI~NYI hecft een methodr aangrgeven om door 
rniddel van metingen aan n + 1 zerpvliezen de oplossing 
van het t,orsieproblcem van n + 1-voudig sanienhangende 
doorsnedcn tenig t e  brengen tot, de oplossing van n + 1- 
liniaire vergelijkingen met n + 1 onbekenden ". 

AI moet voor experimenteele oplossing naar andrre 
hulpmiddelen warden omgezien, heeft het ontworpen 
aeepvliesmodel als hulpvoorstelling zijn waarde. Dat het 
inderdaad analoog is met bet getordeerde meeworrdig 

s, Zeitschrift fiir Angewandte Mathemstik und Mechnnik 
1921, S. 364. LBsung des Torsionsprohlems fur Stkbe mit 
mehrfaeh EusammenhPngendem Querschnitt. 
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sammh;mgende prisnia blijkt. iiit de volgende tirschou- 
wingen (fig. 3). 

Dat de overdruk p ook tocgelatrn is op de stijvc platen, 
inoet. tot  nu als een willekemige maatrrgel worden grzien. 
De spanningen in het rlies rand een eel hehben daardoor 
tot, 'taak gekregcn evenwicht tr makrn, onder mrer nirt 
den ovrrdmk op de plaat. Hrt modrl is da,n gelijkwaardig 
inrt dr oplossing van het, torsieprobleem mannri'r drzr 
(,~,(!nwiehtsvoon~aardr analoog hlijkt t e  zijn met de voor- 
waardr (3 )rond de eel. Dem rrrgdijkingis in degroothrden, 
welkc up het zeepvlies betrckking hrbben 

111 Iirt rilrinhraan worden gcdacht t n r r  lijncn van con- 
stani nivmii. w en ?o i dub. Een willckcr~rig vlak door- 
snijdt het \,lies volgrns dc lijn s, w~lkc  tussrhcn dr snij- 
punLen met, dc nircaulijnrn rlr lengtr ds hcefl. 

Op hrt l i jnrhnrnt ds acrkt de  y'ankrarht S ds, ~vuarvan 
(It. onthondenr loodrcelrt op het grondvlak brpaald wordt 
door den lrrllingshork. dir hct r pvlirs i n  de riclding 
nortnaal op s heeft, Indien de , ,~~~,, ,a~,l~i~,hii i ,g n grnormd 

Ihar ,  krarhtens d r  definitit. ran I?, dr srliuifspanning 

7 -  a '' is hirrniec hrt, ondrrznrk riaar dr  spanninga- 

verdecling teruggrhmrht tot het rrnderzork naar de groottr 
drr n onhekende F's. 

Edri vrrgrlijking wordt grlrverd door (T), wrlkr \-crgc.- 
lijking voor het uit diinnc wandrn sameng~st~ ldr  lirhaanr 
overgnat in 

a 

(9) IF = 2 z PI Oi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , 
i = l  

aaarirr 0; het door de rniddcnlijn van de c,elwsnden o n -  
spannen oppervlak is. 

Rij toepassing van (3) op hr t  meervoiidig samrnhangend 

9 In Dr. A. F6rPL: Vorlesnngm iiher Tcclrnische Mechanik 
V, 8 29, wordt de aflriding van (7) gegevrn voor e m  rnkel- 
voudig warnenhangend liclraam. Op gehcel dezelfdr wijze lnat 
zi,i Kich in het algemeen afleiden voor lichamen van meer- 
vaodigcn samenhanp. 

syslwni wordl. onder gehrnikniaking K ~ I I  (X). hij iii1,rgrntir 
langs den contour van het celoppcnlak Oi gevondpn: 
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leidt, volgt, wanneer de dwarskrachten loodrerlrt ~p x- en 
v-as resp. D, en D,  zijn, de hoekverdraaihg 

- e  ( L z )  , . , . . , . . . , . , . . . . . . . . . . (12) 
IIieruit blijkt, dnt de horkverdraaiing is samengesteld 

uit ecii voor ally punten ran de doorsnedr conslant decl 
c (I.--z) en PPII \-an pnnt tot punt variccrelrd gederllr. 

I?,r laat zirh een gemiddelde verdraaiing definiecrrn: 

welke blijkhaar gPlijk is ann hct constantc drel in (12). 
In l i d  g~ensgeral, waarin de dwarskracht t.ot, nul nndert. 

terwijl het koppel om h r t  torsircentrum eindig Irlijft. wm'dt 
het vcranderlijk gcdeeltr van w nul, zoodat, het constante 
gedeelte alleen overblijft en blijkbaar nu de bcteckrnis 
van torsichock bii zuiverc: wringing heeft. 

Iloewcl niet in d im absohltrn zin, wmrin liij zuiwrc 
tonie over de hoekvrrdrwiing \.an rcii doorsncdr ji?sl'ru- 
ken kan worden, heeft, ook bij helasting door een dwnrs- 
kracht - c (I - z) de beteekenis van hoekvcrdmaiing, terwijl 
c de sprcifieke torsichork is. Bride grootlrrdm zijn d m  
brdocld als geniiddrldcn ovcr de doorsnrdc. 

Het vlak z=O ondersclicidt zich van de ov.prigc du'nrs- 
vlakken door l e t  constant zijn van LI, in de puntcn van dit 
vlak, zoodat van de \.erdraaiing van dit vlak exnet ge- 
nproken kan worden, teraijl hiermee ook hct liegrip: ver- 
plaatsing van het t,orsieccntrun,, dnt als hrt binnru e m  
eel li@ inmlatcriecl is, heirekmis wrkrij@. 

b. IIet cvcnwicht. 

De samengestrlde liggprs, wrlkr birr voomamrlijI< ill 
hct, oog gcvat zijn, bezittrn de eigenairrdigbcid, dat. hnn 
hoigingsstijflirid-geven(1t. elementen hooSdzakclijk i n  cnkc- 
le centra zijn opgphoopt. Drze centra bevinden zidi in dcn 
regcl in knooppunten \'a11 de windeli. 

IIoearl dc aanwezighhcid vtm deze materiaalophoopilrgrl~ 
niet noodaakelijk is, zal in het rolgende baar aanaczig- 
lieid in het algenjcen wordrn vcrondersteld. Hct ontlmken 
va,n ern buigingsstijflrcid gevcnd crntnrm rangsrhikt 
zirh dan onder het algrmcenc geval als he1 bijzonderc: 
waarbii de matcriaal-ovtroo~inn in het knooppunt, nul 

de wanden, die langgerckt rijn, geconccntrerrd zijrr gp- 
dacht, zijn dc schuifspanningen in dezc gcbirdcn Idrin 
in vrrgelijking tot die in de wanden. Riernit volgt. dat dr 
hijdragr van cerstgenoemdr srhuifspanningrn in den ver- 
vormingsarbeid rer\s-a:mloosbaar klcin is; en dam dczr 
arbrid, zooals blijken zal (punt Gd), hr t  critrriunl lcvcrt voor 
de schuifspannings~~~rdcrli~rg over dc wanden, is de schuif- 
spanningsvcrdeeling in het knooppunt, nirt mader in de 
brschouwingen brt,rokken. 

Uit den ligger wordt e m  knooppunt met zijn omgeving 
over ecii lengte d z uitgcsnrden gedacht. 01) de rlakken a 
en z .+ d z werken normaalspanningen u t.11 D + do in de 
richting van dc z-as. In de xanddoorsnijdingcn wcrken in 
;-riotitin@ de schuifspanningen 7. Deac gmamenlijk zijn 
in evenwicht met het wrschil ran d r  resultrerende normaal- 
krachten op de dwarsvlakken 

dz 2, f T dn + J(u + &) df -,/u df = 0 

of 2 / ~ d f l  + /  df = o .. . . . . . .. . .. .. . . (14) 

Hierin omvat de somnratie alle wanden, nelke in het 
knooppunt, sanrenkomen, terwi,jl de intrgratie over dn zich 
uitstrekt langs de norniaal op CCn bepaalden wand tnsschen 
twee cellen, en de intrgratie over df alle oppervlaktr- 
elementen van het uitgesnedrn gedeelte omvat. De posi- 
tieve richting van T is dnsdanig, dat zij in de doorsnede z 
naar he1 hooppunt  gericht is. 

waarmce 

xaarin S,  en S, hrt  statisclr municnt van hct brsrhouwdc, 
gedeeke resp. ten opzichte win dr I?.- CII y-as. 

Evennls dit in lict geval van zuivere torsie gdadll is, 
wordt nok hier rm grmiddclde schui~~~parining gPdt-finirPrd 
door: 

modat (14) zirh Iaai dlri jven 

Torp;rssing van dczc vergelijking 01' ern gcilrrltr %'an 
den liggrr, dnt gwn knuoppimt, bevat, doet inzioi dat de 
schuifspanning in allc pnntrn van ~ r n  ward tussc1lr.11 twtu 
knooppunirri hrkcnd is. uxrncer zr in C6n punt \-nu dim 
wand bekcnd is. 

IIicrmec is nitgi.sprukrn, dnt bij e m  aantal vi111 q - n ~ ~ d c n  
cr q onhekende scliiiiSspnIiningcl, sijn. Dwr mliclirnrlm 
wordcn door (113) niet rcnduidig h~pattld. 

I s  I; lict, aantnl knooppuntrn, m wordt dc dwaradoor- 
snedc vcrdedd i n  k gehiedcn, iTelkc irder C ~ I I  knoupyinnt 
bcvattrn, zoo laat zich \mor iedcr dczer g:rbicdcn (le ver- 
gclijking (1 ti) opstellcn, I<:cbl er rrrtrjicnaoordigt dii s3-sterni 
slcchts k--I onafliarrkdijke s,crgelijkingcn, wat. hlijkt hi,j 
sommntir van allr I; vcrgrli,ikingerr. Omdlat dr sonmintir 
;ilk knooppunten m?t, hiin orngcvinji ('11 dus dc vulle dwiirs- 
doorsnedc Ixtref't is .ZS, := ZSJ = 0; tevens is Z?  b = ~ O  
d a r  irdprr wcend iwwiimal roorkurirt trlkcrrs met, t rgm- 
gestcld terken n.1. Iiij de behandrliog r i m  ierlrr der k n m p  
puntrn waartussolrrn ~ t :  zich nitstrckt. S ~ ~ m m ~ ~ I i c  van allr 
I< wrg'lijkingcn grrl't ern identileit, rrnilrorn slcchts k-1 
unaftmnkrlijkc r&gclijkingc~~ van hct type (le) kunnrn 
bwtaan. 

I k  g onbrkendcn wordm door dt,zr k-I rergelijkingrn 
niet, rendriidig bepa ld ,  danr slrrds q > k-I: 111 irdcr 
knooppunt kornen minstms 2 wanden s a n ~ ~ n  en in I; 
knooppunten minstena 3 I; wanden- u ~ l k e  echtcr duhlwl 
getcld rijo, zoodat hrt  aantal wandm (I 2 k 

Llit dczti brschouwingen blijkt dat het, iiivt-l,epiral(~--zijn 
vim de uplossing nit de stntischr roorwanrde (16) door den 
ramenhang van liet systecni word( \croorzaakt, zoodat si.1 
moeten worden uangevuld met zulke, die de rorinverandc- 
ringsvoorwaardcn. nrlkc door den n -t I-voudigen sanien- 
hang gesteld worden, rrrht latcn wedervaren. Rij eenvou- 
dige synimetrisrhe lichamen kunncrr in de plants van dczc 
rormveranderingsroorwaa~~lcn vergclijkingen treden, die 
uit de aymmctrie-cigenschap~en zijn afgrleid. Echter 
nijken oak dear in a e m n  nirt al' van vormvcranderings- 
voorwaarde.n. 

c. Keuze der zmnnderl?jken. 
Alvorens in de aangcgevcn richting wordt voortgegdan, 

zal eerst het problcem in een v o m  gesteld worden, welkc 
de t.ot nil toe gevondcn resultatcn implicitr vertegenwoor- 
d ig .  

De n + lvoudige sarnenhang maakt, het mogelijk de 
schnifspanningen te dcfinieeren als funkties van n + 1 
poothrden T, . . . . Ti . . . . T ,  + I .  Dit funktionaal ver- 
hand wordt gekozen in den vorm 

(?b)jj = Tj - Ti + l i j  + l'ij . , . . , . . . . . . . (17) 
Aan iedcre eel is 011 deze aijzen een groutheid T ioegc- 

voegd.Ookhrt gebied hiliten den buitensten contour is als 
cel opgevat om een voor alle wanden uniforme notatie te  
knnnen bezigen. 

Evenals de grootheden F in het geval van zuivere torsie, 
Iieeft ook hier de absolute waarde van T geen mechanische 
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heleekc-nis, daar hlijkens (17) alleen de venrhillrrr in 
rclatie staari tot, lirt spanningsbeeld. 

Zoo is dan ook het systeem der T’s 01) l e  vatten als eeii 
stelsel \.an n onbekende grnotheden. E6n T, h.v. die van 
liet briitengebied kari ecn willekeurige waarde uwrdcii 
gcgevm. 

I)c grootlicdeii t i j  en t’ij verdienen iiadere toelichting. 
Met de volgordc der indices i en ,f hangt sanien ecn rich- 

ting, welke als poxitirf is gedcfinieerd ten opaichte van eel i 
(zie punt 2) .  Deze riclrting is gericht naar 66n de.r beida 
knooppunten van den wand. n c  grootheden tij cii t’ij zijn 
verwani. aan dit knooppunt en niet aan liet trgenorer- 
liggende. Bij dit knooppunt is t’ijgelijk nul gekozen, waar- 
inee oak dr waarden van t’ij in allc andere punten van den 
uTanrl <j bekend zijn, indien riog grgevcu is dat tij t’cn ron- 
stantr is. Iriiniers geeft (16) tnegspast op hrt. deel van den 
wand trissrhen liet Icn~mppunt k rn w n  ailkkenrig punt 

n a  snlistitntir win (17) 

Jlindw schcrp gedefiniccrd sijn de groothcdcn f , j .  Slrchts 
war& van hen verlangd, dat sij 1it.t evtmmiclt vaii knoop- 
pnnt (111 wand garandcerrw. 

Nrt ercmwicht, van hrt rnkrlc kiiooppunt, xccft: 

D e  groothoden t worden door (19) en (20) niet ernduidix 
hepaald. lmmers levert soinmatie van allc vergelijkulgen 
(19) en (20) de indcntiteit 0 = 0 (zie pnnt Rb), en zijn er 
dus totaal door (19) en (20) h. + q - 1 betrrkkingen tus- 
scheii 2q grootheden t gelegd; en daar q > h! (zie punt 6h) is 
h r t  stelse1 tij rmhrpaahi. 

Winncn hr t  raani van (19) en (20) t x z i t  t i j d u s  een zekere 
vrijhcid. Dit. brteekent cehter nirt, dat de waarde van t , j a l s  
e m  onhekrnde hehandeld nioet. worden, integendeel is aan 
tij al  pen vastc wnarde toegekmd, docli de vrijheid in 
keuzc is t.en de& ingcprrkt door de gchondenheid ann dr 
rrrgelijkiugcn (19) en (20).. 

Met het systrein vergelijkingen ( I X ) ,  (19) en (20) is allr 
onbrpaaldheid i n  (17) saanigedrongm in den grootheden T.  

11. AIinimu?n oormvernaderlngsa7he~d. 
In  ieder elastisrh systccni, dat in onhelasten toestand 

spanningsloos is, treedt hi,j belasting eeii zoodanige vorni- 
rcrandrring op, dat, m r t  in achtname van de evenwichts- 
roormaardm. dc daarhij vrrriclite arbeid rriiiiimaal is. 

Een meindig kleine variatie van &n der grootheden, 
wrlke dr spaiiningsvrrd~rling hepalen_ heeft, dan geen 
verandrriny van liet arbeidsverniogeii trii gevolge: in het 

1iic.r hesclinn~~-dr geval a.l; = 0. Eclitrr dient wrl zeker- 

licid te hcstaan, dat een variatie van T nndrr grlijk blijvende 
belasting n i e t  in conflict i s  nirt hPt e n ” h t ,  1n.a.w. T 
moet in dcn vollrn ziii van liet nnord ..statisch onbepa,ald” 
zi,in. 

H~PUGIII vnldoct T i n  mnvc’rre, dat, wat ook haar wnarde 
zij, dr daarskmcht, rrelkc de rcsultantr is van de sehuif- 
sp;tnningen in lict vlak ay, steeds dr coniponentrn Dx en 
Dy zsl lwzittcn. Erhter verandert, met T de plaatts van 
dcze resultante, of ook de groottc ran liet koppel om het 
torsi~-rciitmm. 

llet, ondcrmck is gcrii4rt op die s~~aiiningsverdeeling, 
wt4kc Iict  aangrijpingspunt harcr resultante heeft in het 
torsiecentrnm. 1)rze bijnonderheid brrngt ern conse- 

aA 

k qrirntir tiit-t zich, ~ v c l k c  voorkornt iiit de mechanische 
eigeimnrdighcid van lict. torsie 

’ 11, l<rn willckrurige variatic van ecr der grootlieden 
T ,  ranuit de nog onhekende waarilr, nelke rij in den 
cvrii\~iclitstocstand hezilten, brengt de rcsulterrcnde 
,l,strskrac~,t rell onrindig k~rinel, afstiLnd huiten het torsie- 
wiitrnnr; of anders gezc,gd: vnvgt aaii de dwarskraeht in 
het torsireentmni e rn  oneindig klein koppel 6 W toe. 
Ten gwolge liierran aordt, 01’ de vrrvoriningen een zuivere 

Dy ‘I wringing w e t  torsichock S w gesiiperponerrd; bij definitie 
verplaatsi zit41 l i d  torsiecrmtrum, waar de dwarskracht 
aangrijpl, hierbij niet (zip punt 5 ) .  De toename ran  het 

of :irbeidsrcr~nogm is rlaarorn alleen de arbeid, welken liet, 
koppcl S W heeft verricht, n.1. S A = S W S w ,  zoodat 

hicrna ovvrhlijft, stelt a m  1,j de voorwmrde 

sx -t q,. sy ) = 0 . . . . . . . .  (IO) Zf,; + (-& 
, k I‘ 

Het, cvenwicht van rcn grhechi wand legt liet rerband 
tussehcn tij en i j i  

k I k 2 

ij 

~ 

( 7  h)ji -[‘l’i-~. T i  +. t i J ) ~ - .  27 /, = -~ ( 7 b) 
1; 

. . . - ( T i . . ~ . T .  J + t j i )  =’ - (;: S X  + - I y  S Y j j j  

liin S W  =: 0 
(20) 6 A  

DY - . ( t i l  + t j l )  + ~ ~ s, 3- ~~ . s = 0 

aaarim S i j h r t  statisch moment van den gehcelen wand he- 
(? IY y 4 i j  lim ,v~ ‘4 

SW=O sw=o 
en orndat S IV een lineairt, ftmctie is \.an S T teekent . 

De wijzc, waarop de als ponitief gedefinieerde richtiiig 
samenhangt met de volgorde der imides i cn j, maakt, dnt 

~~ = 0 % = I , ?  . .  71 (22) 
a A  

(17) ook tot, uitdrrikking inoet brengcn: a T i  

in ern gedeeltc, dat direct afhan~celijk is <an de normaal- 
spanningen en een gedeelte, afliankelijk van ilc schuif- 
spanningen volgens het gekozen assensystieni: 

De afhankelijkheid timehen? h en T is zoodanig ge- 
kozen dat, voorzoover de verantwoordelijkheid van T 
reikt, aan deze relatie word% voldaan. 

................ (23) Een nog te  veml len  voonvaarde is dan A = A,, + A _  
” 

tij + t j i  + t’ij + t; i  = 0 ............ (21) 

heide wandgedeelten tusschen de bride knooppunten en 

Hierin is A, onafhankclijk van de grootheden T znodat 
Soinrnatie van de evenwichtsvergelijkinyen (18) van de. 

a ~ T i .  aa - ~a 3 4   ti^^ .. een willekeurig punt van denzelfden wand geeft 

t’i, + “ji  f (  DX -1; s, + DY - .sy, = 0 
I Y  i ,  

Na aftrekking van (20) hlijft de voonvaarde (21) over, 
die blijkbaar reeds in de vroeger gestelde is inhepepen. 

Indien T gegeveu is 81s fnnctie van de plaatn op de 
normaal n van den wand door T = 7 + c geeft E de ver- 



andering van T aan in norniaalri~hting. Suhst,itutie in 

(1s) geeft / 6 dn = 0. 

De nnd& (24) vonrkonlende integraal wordt, hierna 

/ ' .a  dn == / i s  dn, -1. 2 1  { E dn + [c%z = 7 b  + i e 2 d n .  

Dank rij de dunwandigheid is c stced5 klein t,en opzirhte 
van 7, en is dns de vrmaarloozing van t 2  trgenover 7 
toelaathaar. 

(25 )  
... . /?dn = T =  b . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Hiermee n,nrdt (24) 

(2fi) 

Ur intrpaal (26) kan gesplht  nordrn in cvelrvrel 
deelen als er wanden zijn. Ieder van dezc ikelen is ern 
funrtie van dit, T's, nelke de. indices hezittm van de bridt, 
cellen, waartusschen de wand lonpt. Ilirrnit volgt, dat 

acr- vonr die wanden, vdkr nirt aan rrl ,i grrnzrn, 

steeds nul oplevert, terwijl blijkerls (17) voor de hijdra,grn 
van de wanden tusschrn de crl j en de rrl i grvondrn 

7 b) 
a T~ 

a (r wij 
a T; wnrdt = . . ~ ~  1 ,  

De wanden, welke dr van nn1 vrrsrhillendr hijdragcw 
Ieveren, nnispannen gaarrwnlijk de crl i ,  zoodat het rrrstr 
lid van (26) pen lijnintrgrad hlijkt tr aijn, door de mandrn 
van i in de als pnsitief gedefinirerdr richting. 

d.7 
- 2  / ( T b )  sb = 0 i = 1 . 2 . .  . .  n . .  (27) 

Ki 
Voor ieder der wllen grlrlt drze hetrrkking. Optelling 

van meerdere vergelijkingm (27) geeft als resultaat cell 
lijnintegraal ronrl het cellencomplex, zi~odat in het alge- 
meen geldt : 

" -  

. . . . . . . . . . . .  (28)  

K 
rniis de grsloten lijn, waarlangs grintrgrcwd wordt, nergr~lh 
de wanden verlaat . 

Het torsiecentrum wordt dan gcrondrn, door <IC plaath 
te bepalen van de resultantr drr srhiiiEspanrringen. die 
wrdreld zijn volgims (?E), zonals nnder is nitgewcrkt, aan 
liet vnorherld van een tweerellig lichaanr (punt 10). 

7. Dwarskracht  bniten het torsiecentrum. 

Het belastingsgeval, waarin dr dwarskrarht op ern will? 
k e d g e  plaats aangrijpt, laat, zich samrnstelleu donr suprr- 
pnsitie van de belastingen: 

I. Tnrsierrije bniging door een gelijk gcriehtc dwnrs- 
kracht van gelijke Lpntte: 

11. zuivere wringing door een koppel geli,ik :ran de dwars- 
kracht, vernienigvukligd nirt haar afitanrl tot hrt 
tnrsiecentruni. 

De gemiddelde schuifspanningcn tengernlgc van dew 
belastingen wnrden aangeduid resp. met r1  en r I I .  Zij 

1 
en - i 711 ds == .... 2,: .................. 

O K  c: 
Combinntie van deze vergclijkingen lerert 

2 c . . . . . . . . . . . . .  ... (20) 

Ur vergelijkingen (29), gecomhineerd met de verge- 
lijkingen (17), (la), (1D) en (20) en met devonrwaarde,dat 
de resultante der schuifspanningen samenvalt met de 

helastcnde dwarskracht, Imeren dr gepevens, wamuit 
zich de schnifspannings\.erdeeling en de torsiehoek e 
oplossen, znodat niet noodzakclijk cerst het torsieeentrunl 
behoeft hepaald t e  worden. 

8 .  Niet hnmogene lichamen. 
In  de technisrh voorkoniendc gcvallcn zijn do Jiggers 

npgehnnnd uit, afznnderlijke wanden, welke r a n  versrhil- 
lend materiaal kunnen zijn. 

7~n lang  elk der wanden isotmop en hornogren hlijft. 
kan de oplossing voor zulkr liehanien aangegeven norden. 
Gedacht wnrdi een homogene doosligger, waarvan Ci-n 
der wanden weggenomen is en vervangen wnrdt door de 
spanningen in de (lonrsnijdingsvlakken. Indien het gelukt 
naast lift, uitgesneden gedeeltr ern genmetrisrh gelijk 
gevormd lirhaam te  stcllen inrt andere elastisch? cnn- 
stanten, dat, ondrr invloed van dezelfde spankracht.cn 
als optredlen in de doorsnijdingsrlakken \-an clcn nitgr- 
irornen wand. dezelfde ~-rrvnrn~ingen sls deze hwft, zal 
het rnogrlijk zijn dr substitutiespaIiningrlr in dr door- 
snijdingsvlakkm van drn rloosliggrr op haar heurt t c  vrr- 
vangen door dezen w;ind; imnwrs ae rkm rrop dczrlfdc 
spankrachtm cn past zij rsact in de opening, daar haar 
wrvorniingm dezrlfrlr zijn a17 dic van h d  nitgrnnmrn 
grrleelt,e. 

Dr uitgmonrm aand zij :iangeduid met, de indrs I, 
de tc  suhstitueerrn wand hrrft de indrx I I .  

Dt. rervorniingsroorwilirrrlerl zijn y I  := y I I  en e ) ,  -: e l l  
r t q i .  dr ~ ~ f s ~ ~ h ~ ~ i v i o g ~ l ~ ~ ~ e k  t , n  dc rrk. 1)ezr voorwaardt-11 
knnntin ook grsrhrcwrr worilrn i n  drn w r n i  

In hrt algcmi~rn kan irim (IC, 2dr dezer voorwoar<lcn nid 
voldaan worden. Zij is rrhter ovrrbodig wannrer hrt de 
spanniiijisvrr,lcrlinp d o o r  zuivcrp torsic hetrcft. Irnnii~rh 
zijn liier de norIiiaalspannir,~~,, nril rn dus ook dc w r v o r -  
nringrn, aclkc rnrt I< vrrlmnd hondr~n. zoodat a,llcrn rfv 
roorwaardr ( 3 2 ~ )  grhaiirlhanl3 hlijft, am wclkc. nltijd 
ToIdaan kan mnrdcn. 

I-ooor zoovrr dr bijdragrn i n  hrt lirrigrnd ntnuwit var dc 
iioniiaalspanningeli in de wanden rrrwaarlooshaar zijn 
tcgenovrr de hijdrage van de nom,a;llspanningcn in (I? 
bnigingsstijvr ctwtra, hreft hid niet v r n d d  zijn van de 
voorwaarde (326) gecn ge\-olgen voor de  spanningsrrrdcr- 
ling, zoodat in dit gcral allpen aan (%in) voldaan nlwt 
wordrn . 

In a1 die grvallen, waarin dr normaalspanningen in de 
wanden nirt vcrwaarlonsd worden, maar waarin tnch haar 
beteckrnis gering is ten npzichte ran  die in de higin@- 
stijvr cent.ra, zal een afwijking r a n  (826) slerhts ern zrrr 
ondergrschiktr wijziging in bet spanningslnTld reroor- 
zaken. Ten kostr van een geringe fout laat zich het tnrsir- 
rentrum vinden met behnlp van de rnkele vonru?mrdr 

(Gb) I = (Gb) I I 

Op dezr wijze laat zich de spanningstoextand in liggcrs 
(,II), waarvan de verscliillende wanden verschillmde C 
bezitten, afleiden uit den spanningstoestand in liggers (I) 
niet wanden van Gnzrlfde G en r awvan  dr dikte br wordt 
afgelrid uit 611 door 

(Gh),  = (Gb)ir . . . . .  (88) 

De gemiddelde schuifspanning in I1 wordt afgelcid uit 

(Tb) ,  = (Tb),) ,  .............. (34) 

http://spankracht.cn
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De schuifspanningsverdeeling in deli ligger ((I) roldort 
hij torsie en afschuiving. of ael  hij comhinatie van heidc 
helastingen, in het algrniwn aan (29) waarvoor gesrhrrveu 
kan worden 

Uaar 76 en Gb \olgens (38) cn (54) 111 ligger (11) rlr~rlfde 
naartle hrhhen. kan ook grvhre \m norden. 

waarin G ~ , n u  nirt langrr ern runstante ih, dudi vwo wand 
tot wind w n  vmschillmde- waardc aannrinen kan. 

9. De afschuiving. 

Hrt ar.bci~lsvcrrirog(,i,. (fat in den g"1efol.inrrrdcrI I iggvr 
is opgrhoopt, is gelijk aaii d m  arbeid, dic tiitwendig rrq' 
vrrrirht is, torn de dirarskraeht U van nul tot zijn eind- 
waardr aangroeidr. I)cz.c laatstc nrlriridshot~veellreid is 
gvlijk aaii hct Iialx-r p n ~ l u c i ,  van doorbuiging rn dwars- 
krarht . 

Dc totali. vrruxnting door e m  willrkcurigr duvarskrarht 
laat rich splitwn in ern gcdeelte. vrrkwgen hij belasting 
door de gelijk gcrichtr tw i ~ c m  grootr dn-arskrarht in liet 
torsirrcntrum. rn rcn nnder gedrcltr: vrrkrrgm hij torsir 
door hrt koppcl, dat gelijk is aaii hrt product, van dr rlwars- 

tnd tot lirt torsiermtrun,. ?iadat, hc.t 
torsirwntrum gevondm is, is deze laatatr vcrvorniing, 
de spcrifickr trirsielroek c, bckrnd uit, lirt nu hrkenrlr 
torsirkoppel. De crrste rervorming aonlt g?vondrn uit de 
grli,jkheirl r a n  ri.rrichte arhrid cn ~-e~oni~ingsnrbr i l l .  

I k  vrr,.orn,irigsarhcid is gclijk aan 

Hij onciudig grootr stijfhrid trgen ;tfsclmiving wordt, 
A ~= A ,  en is dc rervorming nllrwi doorbuiging. I )c  door- 
huiging in hrt  rriteiiidc is 

A = 8, + A, .. (2'3) 

0, Z3 
f l  x = z-EIy 

Ue bii rlezc vervmminx vrrrichir arbrid is 

Hij eindige waarde van G rcrnieerdrrt (IC ronipontntc' 
\-an de doorzakking in de richting van D t r n  gevolgr van 
afschuiving rnet hct hedrag f,. zoodanig dat 

ds 
% D f ,  = A ,  = 1 / ( ~ h ) '  2-Gb.. . . . . . . 36) 

- 
waarin 7 de srhuifspanning bij dwarskrarht in bet torsic- 
centrum. 

In h r t  uitgrn-erkte voorhceld zaI ook dr bepaling v m  fi 
in de hcrekening aorden opgenomen. (punt 12). 

10. Zeepvliesanalogie. 
De heteekenis, die dr groot,hrid F had in het geval van 

zuivere torsie, wordt in het geval r a n  lmiging door daars- 
kracht overgenomen door de ingrvorrde grootheid T. 

Het Meek mogelijk een niodrl van den spanningstorstand 
hij torsie te  ontwerpen door middel van zrepvlirzen. dir 
in hnn doorhuigingen volkomen analoog waren met de 
functie F. 

Een gelijke niogelijkheid hestaat hicr. Zij laat  zieh op- 
houwcn aan de hand van de gerolgde oplossingsmethode 
(punt 12). 

Evenals hij het torsiemodel, wordt de ruimte hinnen een 
oel ingenomen door een rlakke plaat. De verschillende 
vlakken platen liggen op verschillende hoogte ten opziclte 
van den buitencontour. Deze hoogte is Ti. Een vlies, ge- 

spannrn tussrhen de plaatrontourm, geefi in rijn hrllingen 

hri gedeeltc van dr schuigspanningen .- - . Wat 

hierna nog aan de totale schiiifspanniirgpn onthrrrkt,, 
wordt in het niodrl afgeheeld door verhoogde plaatranden.. 
Zitmdr in dc positieve rirhting van d m  wand i j  wordt deeoe 
rwhts wrhougd met, hrt  bedrag yz (ti,.+ l'tj) en links 
nirt hrt,zrlfde Ixdrag verlaagd. Deze split,sing van 10 +, t'tj  
is uitgevoerd oni in het midden van den wand, in dr rich- 
ting van drzcn het zeepvlies niet te  doen hellen, op deze 
wijre 1.ot uitdrukking brengend, dat de schnifspanning in de 
richting loodrrcht op den wand nul is. Weliswaar is de 
helling in andere puntcn op de nomiaal ongelijk nul, ter- 
wijl dr sclmifspanning op dezr plaatsen tooh ook nul is; 
doch het rnodel hrdorlt, slechts d e  analogie te  leveren van 
dc geniiddeld? schuifspanningen, en inderdaarl is op dc: 
aangegrven wijzr di, geniiddeldc. hrlling nul. De rand- 
hoogten, \-<)or zoover van t'ij afhankelijk, rijn gegeren 
door (18); fij wordt, u+lleknirig gekomn onder heperking. 
rlat, voldaan wcrriit aan dr vwgelijkingm (19) en (20). 

11t. vormvrrandrringsm,orwaar,I~i~ / c c ~ y  i 0, die i n  

hr,i voorgaandr hrpalcnd warni voor de unhrkcndcn Ti, 
t,etrckencr in het zcrprliesniodrl r\.en~ir.hisvergelijkingen 
voor d r  rirhting luadrecht op do vhkke platen, indirn op 
~ P Z C  geen uwrdruk aanwezig is. Ininrers vindt in het 

T,--TL 
b 

7 

K 

ling vau hrt mepvlieh loodrrcht op den celrand. %lei de 
o p ~ ) ~ ~ \ . l a l i t t ~ s y a n n i i i ~  S levrrt hrt li,jnelemrnt ds in dr 
rirhtinp lmdrecht op de vlakkr plaat de coinponente 

Indien gcen o\-crdruk wardt uilgroc4a~d. en ile plaal 
gcwirhtsloos g'darht is, nwetrn de spanningen in de vliezen 
rond t'cn ce1 met rlkaar rvenairht makm, m.a.a. haar 
resullante is nul 

Hei, zeep\-lier. dat % i d ,  hier instelt. is analoog met, de 
spannings\-rrdreling door daarskracht, buiten het torsie- 

rcntmm, tcrwijl 'I (I? plaats innernit van 2 c G s 
Ook voor niet-hoiriogene lirha~nen geldt dit model, daar 

t w i  nict-honiogetvi liehaanr rich laat lirrleiden tot ern 
honmgern door de wanddiktm t~ vmandrren. (punt 8). 

Evrnmin als he1 ' pvlirwnudul voor ziriverr torsie 
van nrrervowlig sanirnhangende lirhamen, lireft hr t  model 
voor dwarskracht h.etcrkcnis w o r  experimenteel onder- 
zoek. Ais illustratir van do veraantschap tot zuiverr torsie- 
belasting rcrdiendr hrt  genoemd te  worden. 

11. Samenvatting. 

Voor de bepaling van de spanninRsvrrdcieliiig en dr ver- 
vorining van prismatisehr doosliggcrs van willekenrig- 
veelvoudigen samenhang, ondcr zuivere wringing of door 
dwarskracht 01) huiging belast, zijn vergelijkingen afgeleid, 
waarin de volgendr groothrden optreden: 
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n : het totaal aantal cellen van den liggrr. 
i r n  j : aanduiding van een willekeurige eel. 
ij : index geplaatst bij een grootheid, welke op 

den wand tusschen de cellen i e n j  betrekking 
heeft. 

k : een willekeurig hooppunt  of splitsingspunt 
van wanden. 

0 : oppervlak omspannen door de nliddenlijn 
van een aantal aaneengesloten wanden. 

a3 : lijnelement van de middenlijn van ecn wand. 
b : wanddiktr. 
G : glydingsmodulus van den wand. Deze kan in 

'ds 
. / ; geintegreerd is over de v o ~ e  lengte 
' , 2Gb a 

van den scheidingswand tusschen 2 cellen. 
B en y : hoofdtraagheidsassen van de dwarsdoor- 

snede. 
S,  en Sy : statisch moment ten opzichte. van resp. 2- en 

pas; voorkoiiiend mct index k wanneer hr t  
hctreft een in het knooppunt IC aanwczige 
matcriadophooping (gording); voorzien van 

de indices I ;  wanncer hrt  hetreft den wand 

tusschen k en ren aillrkeurie punt van drn 

verschillende wanden verschillend zijn. 

ij 

.. - 
wand i j .  

ten opzichte van x- en y-as. 
I x  en I, : traagheidsmoment van de dwarsdoors~~cdr 

Dx en D, : belastende dwarskracht, resp. loodrecht 01' 
x- en p a s .  

m : helastend wringend koppel. 
C : specifieke hoekvcrdraaiing van de dwars- 

T : geniiddelde schuifspanning. 
F 

In een wand nvrdt die richting als positid aanpenonim, 
welke de celwand doet daorlooyen in dle riehting rondom 
de eel, waarhij men deze aan de linkrrhand hwft. ne schuif- 
spanning T . .  is positief, als sij de gcdrliniccrdc richting t,cir 
opzichte van cel i herft; hieruit rofpt, dat 7,ij als T ~ ,  negatief 
is teri opzichte van ccl i. 

doorsnedc, rrrdraaiing per Irngte-rrnheid. 

: hulp-gmotheid toegevorgd aan ~ c n  cnl. 

'I 

I. Zuivcre lor.p%c. 

lJit de hulpgroot,hrden volpt. de schuifsp;tnni1X d o o r  

Het n-tal F ' s  rn c volgen nit: 
1 

2(F , , .F j )  "jj +~ c 

l i  = 2 2 P, oj 

I I  . . , . , . . . . . (0) 

( c )  
n 

en . . . . . . . . , . . . . . 
i = l  

D e  sommatie in ( 6 )  betreft alle wanden, wclkc. hct Oppw- 
vlak 0 omspannen. Als oppcrvlakkcn 0 kunnen gekozm 
worden achtereenvolgens de n oppenbkken drr cellcn. 
of ook willekeurige combinatie's van crllen. Euhter levert, 
(b) nirt meer dan n onnfhankelijkc xwp~lijkiogm. 

De sommat,ie in (c) omvat. all? n rcllpn. 

11. Btiging door &carskracht, 

De algebraische som van de schuilkmchtm per lengtt,- 
eenheid ( ~ b ) . .  vaii alle in crn knooppunt k samenkolnende 
wanden, waarin de sprnningen naar hrt knooppunt gr- 
richt positief in rekening gehracht wordrn, voldoet aau 

k 
ZJ 

De schuifkracht per lengteeenheid in Pen wilkkeurig 

nasst k 

II 
punt van den wand (sb);j staat in verband tot (76) .  

T w E R c E L L I G L I c n A A Y.  

, I 

Ooly =OPP AA"& 
OIOX = OPP A'A cc'-OPP c C'B'B 

lite 1.. 

hrt knooppunt door 

Voldaan mort worrlrn aan de I, inpt, (b) vrrn'antc verge- 
lijkingen 

j7,, ,I -+ = . . . . , . . . . . 0 
K 

wtarin dr lijnintepraal, evrnals de sonariatic i n  (0) hetrrk- 
king heeft op nlle wanden. n-elke het oppervlak 0 omapannrn. 

De vu&waardr, dat, de resnltantr der s chu i~~~~ann in#e r~  
saincnrnlt niPt dr g~gcvm drva cht, voltooii hrt aantal 
pr,gevens, kit noodip is trr brpl ing  van dr srhuifspnnnings- 
wrdeeling en den torsirlioek. 

Dr ligging van hr t  torsit,cent,rurn aord t  gcvondrn als 
aangrijpingspnnt Tan de  dwarskracht voor aelkr c L= 0 

Wanneer het gmorloafd is dr huigingsstijfheid van dr 
dunnc wanden te rrrwaarlmizcri trgenover de bijdragm 
van de huigingsstijvb centra in de knocippuntrn (gordingen). 
\-olgt uit. (e) dat, het product (T 6) in ren wand constant is, 
znodat in ~lleplaatsvan(f)trerdt: 

1 
6 2 ( ~ b ) ; j  a;j + c = 0 . , . (6) 

12. Toepassing o p  tweecellige l ichamen (n =~ 2) .  
AIS voorheeld, waaraan dr voorgaande resultaten worden 

toegdicht, is gpkozm hrt. tn-emrllig lirhaam (fig. 4), dat 
uitgebreide tnepassing vindt als samrnstel roorliggrr- 
ncus van vleugels. 

Afgezien van den bijzonderen vomi, aelken hct liehaam 
heeft, kunnen formules opgeateld worden, n d k e  in het 
algemeen voor de exact? schuifspannings\~erderIing bij 
zuirere torsie gelden. Bovendien blijkt het mogelijk de 
schuifspanniiigsver(1eeling bij dwarskracht, en het torsie- 
centrum algemeen te  bepalen, ondcr aanname, dat liet 
gcdeelte ran het buigend moment, dat opgenomen nordt, 
door de dunne wanden, verwaarloosbaar is. 

a. Zuivere torsie. 
Indirn de som (b) (punt 11) genomen wordt resp. bangs 

de contouren der cellen 1 en 2,  wordt gevonden 
1 
- [ - F,  a,, i (F2- F,) alp ] + c = 0 
0, ...... (39) . -  
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\ ‘ L I M  U T U I G V L X U  G E L-V 0 0 I< 1.1 0 G E a. De 4 vergelijkingen (42) en (43) beplen de 3 onhekenden 
Tb. De afhankelijkheid van deze vergelijkingen wordt ge- 
cischt door de ornstandigheid, dat een dwarskracht steeds 
in de richting van de verbindingslijn van A en B niort 
vallen, dam loodrecht op die richting buigingsstijfheid 
onthreekt, aoodat alleen evenwicht niogelijk is ander. 

voorwaarde .- = D x  YA-YB 
Dy x ~ - - - a s  

e. H e t  torsiecentrum. 
Het, torsiecentrum laat zich vinden als zwaartepunt 

van de gczaincnlijke schuifkrachtm. De bijdragc in liet 
statisch moment ten opzirhtr van de ?/-as, welke gelrvrrd 
wordt door den wand i j  is 

J ( ~ 6 ) j j  cds COS(SY) = . [ ( ~ b ) j j  cdy = (7b)ij 0 i j y  

waarin Oijy het oppervlak tusschen y-as en wand beteekent. 
Voor liet nionient van alle spnuningen om den coiirdi- 

nateii oorsprong wordt gevonden 
1M = 

+ (Tb),, (O,,y - O,,J ......... 
(0oiy---0iox)  + ( 4 1 1 ( 0 1 a y  -~ O u d  + 

(41) 
De dwarskraclt D ,  evrnwijdig am A B  heeft tot  den 

oorsprong den afstand a, zoodat Da = M. 
Met gebruikmaking van (42) en (Kd), en na invoering 

van AB = h volgt 

, 1 = ~ -  1 a i i 4 0 u i y ~ - 0 i o x )  ~ -. ......... +aniazn(O,,y--Oaix)+~ia,z(O*,y-Oo,x) .......... .... ~- 
h %alz + allapO + (45) 

Deze nitdrnkking gaat, indien de massa’s in A en H Fig. 5.  
dechts klein van afineting zijn, over in 

\’olgen5 (c )  If’ = ?(a‘, 0, t P, 0,) 
Hieniit volg1 

De torsiestijfheid, welke gedefinieerd is door W = c Si: 
hlijkt tr ri,jn 

.... . ............ (11.1) 
s, ~ 2 0, za20 + O2 ala f OZa a,, 

~~ 

aOl a,, + am -i- azo 
Hierin is 0 == 0, + 0,. het door de doorsnrdr totnal o m  

spannen oppervlak. 

b. 
Uit de veronderstelling, dat de bijdragen ran  de nor- 

rnaalspanningen in de wanden tot  het buigend moment 
venvaarlooshaar zijn, volgt dat het product rb voor een- 
selfden wand een constante waarde heeft. Alle hnigspan- 
ningen zijn geconcentreerd gedacht, in de gebieden, waar 
de drie wanden samenkomen. 

De sommaties (g) (punt 11) rond de crllen 1 en 2 Iwcren 
op: 

(42) 

Buiging door dze‘arskracht zander torsic. 

(%z %z + (7b)Io %o 0 

(7% am (7% %I 0 
.................. 

waarin ( ~ b ) ~  = - ( ~ b ) , ,  
( 4 0  De vergelijkingen (42) regelen dr verhoudingen -- 
( T b h  

De waarde van (7b)18 kan bepaald worden uit de omstan- 
digheid, dat de resnltante der schuifspanningen gelijk is 
aan de gegeven dwarskracht D .  De resulteerende schuif- 
kracht in een wand is s (Tb)h ds cos (sy) in de richting der 
y-as, en daar ds cos (sy) = dg volgt vwr het tweecellig 
lichaam 

(43) 
o x  = [(Tb)oi + (7%. + (7b)znl (Y A - YE ) ........ 
OY = + (~a),, + ( ~ b ) ~ 0 1  @E -*A) 

Waar de vrronderstelling over den aard >‘an het lichaani 
de mogelijkheid ran een anders gerichte dwarskracht uit- 
sluit, kan op de gevondcn lijn geen punt, w,orden aangr- 
wezen, dat in het bijaonder torsiccentruin is. 

d. h’xaclc oplossirtg. 

Voor de. schuifspanilingsverdeeliirg door dwarskracht 
en voor liet torsiecentruni van tweeccllige lichamen knnnen, 
wanneer de invlord van de wanden 01) de buigingsstijfheid 
niet verwaarloosd wordt, geen algemeene vergelijkingen 
worden gesteld, welke i n  ernvond vergelijkbaar zijn met, 
(42) en (45). 

In het volgende wordt de berekening doorgcvoerd voor 
een lichaain van hijzonderen vorm, dat zich goed nume- 
risch laat behandelen (fig. 5 ) .  Dit lichaam onderscheidt 
zich hierin van de combinatie liggcr-neus bij vliegtuig- 
vleugels, dat de ileus vervangen is door een halven cirkel- 
boog. De oplossing, welke gegeven wordt, nijkt af van de 
exactc oplossing, voorzoover in de gordingen, die de korte 
zijden van den doosligger vormen, ook schnifspanningen 
kunnnen optreden in de richting van de g-as.  Naarrnate 
de dikte van de gording kleiner is ten opzicbte van de 
overige afmetingen in y-ricbting, nadert de te geven op- 
lossing rneer tot de exacte. 

Het, ten opziohte van de x-as symmetrische lichaam 
heeft ten gerolge van een dwarskracht Dy een schuif- 
spanningsverdeeling, welke onniiddellijk volgt na de over- 
weging, dat in de symmetrie-doorsnede geen schuifspan- 
ningen aanwezig knnnen zijn. 

Slechts wordt de schuifspanningsverdeeling ten gevolgc 
van Ox onderzocht. 

Overeenkomstig de afspraak in punt 2 worden de schuif- 
spanningen T ~ , ,  T~~ en 7% resp. in de wanden SEA, BMA 
en BCDA positief genoemd in de richting naar A. Indien 
haar waarde in A hekend is, is alles hekend over de spannings- 
verdeeling. 

Als onbekenden worden gekozen de producten 
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Volgen5 (e) (punt 11) is (Tb)  in rrn ander punt van rim 
D X  

I X  
wand ( i h )  = ( ~ b )  A -- - S, 

waarin 9, het 5tatiw.h moment van hrt  m 4 w l t e  wand 

Orndat Iiet ,,crntrinn r a n  h~iigiii~~stijSli~,i~l", d r  gording, 
als een dleel drr wand is Irrcchoomd. grrft vergdijking ( d )  
(punt 11) 

N n  substitutie van (46) worilt (48) 

D X  b 
~- ZR (Z + 2 I ,  I; ,  - R) = 0 . .  . . . . . , . .(4$)) 

_" 

De oplosiing van (47) en (49) gr\iibstitiir.rrrl i n  (MI) 
geeft (50) 

D X  

I ,  
x 

('rb)z: = - ~ R a  bo, x 

Voor zooxx  de oplossing algemeen gehouden is, is dit 
niet aan hilar o\~erzichteli,jkhrirl ten poede gekonwn. Een 
getallmvoorhe~~ld, dat, in ovcrc~rnst~~lrmiiiig nirt t,rchnisrhc. 
iiitir,rriii,nsrorinrri pkozrn  is, zal nierr sansohounelijk 
illnstrcerm, wrlke benadrrinl: wrkregm nordt nwt dc 
ondcr 12h rn c gcgc\.cn oplnssing in rrrgrli,jking tot rlr. 
<:ssct.r (50 ) .  

M\Irt dc vrrhondingen: 

77 
~ I I  met l x  := R3 bo, (24+ ) volgt 

2 
5 = ---O,(J071l . . . , . . . . . . . . . . . , (32) 

Een vrrcmvoudiging wordt reeds verkregen, wmneer 
ychrnik gernaakt, wordt van hr t  inzicht, dat de, ten op- 
zichte van de spanningen i n  de wanden, kleine schuif- 
spanningen in de gorrlingen slechts vcrwaarlonsbare hr- 
dragrn aan den vrrvxmingsarheid torvoegen, daar ze in 
de twwede niaeht vnorkonien. Deze concrptie sluit zich 
aan bij dr opvatting, welkr zich centra van hnigingsntijf- 
heid in de knooppiinten van de wanden denkt. 

De wanrlrn 01,12 en 20 welke in dit centrum, (le gording. 
A A  clkander ontmorten dragen sehuifkraclitrn (76) , (70) 
01 1s 

en (Tb) . welkr wan vrrgrlijking(d) ( p u t  11) nioeten vol- 
doen. 

u 
1 2 '  

De vergelijking (f) levert op 

http://gcgc\.cn
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R - R  
' Y  

[(Tb) 5 -- / (Tb) . ---dy = (1 
20 b20 12 61, - k  i? 

Bij bet, gekozen numerirke voorbeeld volgt 

= 0,000 R 
Znodat de benadering nauwelijks aan het, resultant rnrrk- 

Bij vrrwaarlooaing van dr nornianlspaimi~ige~~ in de 

b a r  is. 

wanden Irrrrt toepassing van (42) en f d )  (punt 1 1 )  

I ) ,  
I 

(i6)", -+ ( ~ b ) , ~  + (d&(, t ~~ S ~ 0 

- 
Ti? 7 T2e -- 701 zoodat. 

2 
JII  tirt yrkoztw getallenvoorbreld 

(Tb)", ~. ,--. ux 12% I)", O.!l59?. 
I 
I), 

(7b),2 ~ . . ~- RZ h,, 4.5204. 
I 

11, 
J 

(71))20 := -~ ~-Kz b", 4.5204. 

E:cht,cr is hicrin I cen andrrc gmotheid (Ian I, in clr 
vorige Iirrekrningen, omdat ze ni l  slechts betrekking heeft 
up rh :  gordingen. Onr vergelijking van beiclc. rcdt ; i t rn  

i r  niakrn, wr,rdt geschreven 
D X  

I ,  

I ,  
D x  

.I, 

(Tb)", T= - ~~~~~ IPh , , ,  1.222 

( ~ b ) , ~  = - ~ RaL,, 5.7110 (54) 

(Tb),, = - ~~~ R2b0, 5.766 

Deze sclniifspanningen liggen tusschen de kleinstr en 
de grootste spanning, die wcrkelijk in den wand aanwezig is. 
izie fig. G). 

Ten slotte geeft toepassing van (45) het, torsircentrum 

In tiet behandelde grval beteekent veraaarloozing van 
dc huigspanningen in de wanden een verwaarloozing van 
20,~Y' der buigingsstijflieid. Desondanks geest, de sclruif- 
sydnningsverdeeling en de ligging van liet torsiecentrum 
ten gevolge van deze verwaarloozing een zoadanigr hma- 
dering van de exacte oplossing, dai. de eischen, welke ren 
technische berekening stelt, er door zullen aorden be- 
vredigd. 

De invloed van de verwaarloozing op de groott? der ver- 
vorniing is zeer gering. Volgens (86) is (le afschuiving t r  
bepaleri nit 

f = O R  . . . . ._ .  .. . . . (55)  

D R5 
f, 48.89 - bo, 1, . . . . . . . . . . . . (56)  L' I ,  

terwijl bij de rcrwaarloozing van de iiorinaalspanningen 
in de wanden, die de scliuifsparirlingverdeelilly (54) op- 
leverde, een afschuiving gevonden wordt, die slrclrts 11, 01; 

van liet voorgaande resultaat afwijkt 
D Rs 

f, = 49.02 G I,2 bo, 2 . . . . . . . . , . . . (57) 

D e  absolute grootte van deze vimwrniing is vrij aanzirn- 
lijk. Zij is zeker niet t e  verwaarloozen tegenover rlr ver- 
vorniing tengevolge van doorbuiging. 

I, = 25.57 R3 bo, gesiibstitueerd in (56) geeSi 

D 18 

9 b; I 

3 ~~ , ..... . . . . . .  (58)  

zoodat f 2  grootrr iz  clan de doorbuiging f, .= 

roor allr liggrrs van deze samenstelling, waarin 

R 25.57 0 
E 

De verhouding ~~~ i i  voor triplex nngevet'r 10, m h t  G 

cy 7.5 dc afsclmiving grvoter is Clan d~ rlvorliuiging. 
1 
It met 
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Nomogrammen voor het bepalen van de wortels  van 
vierde- graads-vergelijkingen 
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RAPPORT A. 321. 

Nomogrammen voor het bepalen van de wortels 
van vierde-graads-vergelijkingen. 

Uittreksel. 

a. Inleiding (punt 1, 2c). 
In het rapport wordtw nomogrammen besprokrii \w,r 

hrt hepalen van de rei?& en ~:orrrplexe wortrls van vierdt,. 
graads-.i,ergelijkinFen. 

Deze nroeten hiertoe eerst. door ern eenvoudigt, trans- 
formati? in drn vorni (1 20) grhraoht wtrrdrn. 

h. Constrrcctic c.un de iiomogru7nmen (punt 2u, b, 5 ,  4). 
Bij drze oonrrtructir wen1 gchruik gemaitkt \.an e m  

hekendr, in purlt :I kort, heschrevrn, mrthodr. Voor hct 
noinogranr voor het hepalm van de rr<elr aortpla (fig. 1) 
kon 11irrhi.j zunder merr \XI IIP nqr l i jk ing  uitgegn;tu 
worden. Voor dr n,imogra,nirrren voor dr wortels van ( IC  
rergrhjking nwt vier (:umpleuc, wort,els (fig. 5. f i )  PI, r m r  
dat voor de coinplesr wortrls \'an de vcrgelijking i i iet 
twee r e 4 c  woriels (fig. f )  werd gchruik grniaakt vim d r  
hulpvergelijkiiigcii (6) mi (7) wsp. [ I O ) .  

c. Gebruiksatlr~wijzinp ( j ~ ? n i t  5 ) .  
Om hei gebruik \.ail de nonrograinmen t,e vt.rgrmakkr- 

lijkrn is rm afzonderlijk ovrrzirht van dr hrnouiligdc 
hewerkingen gegrvrn. 

d .  Het IirprA=ri ilwt immkeuriger rua~irden (punt  6). 
Voor hi4 hep ien  van m w r  naunkcurige waarden voor 

(le complew wortrls, zondrr dat, hierhij herekeningen met 
coinplese groothederr nuodig aijn, kan gebruik gmraakt, 
w,ordrn van d e s  ondrr h g e n r ~ m r l c  1inlp"e~grlijkingrn. 

e .  ~:etaI1cn-ni.oorbee~d~~ii (pimi  7).  
Eenig? uii&pwrktr yutalle~iv~~orbeelderr worden gr-  

gtw'n, waarbij voor 4i.n gcval de uit de noinogranimm 
wrkregen uitkumstrn vcrgeleken umrden met die, wrlke 
op dr gt,bruikelijkc nijze hrrckend werden. 

RAPPORT A. 321. 

Nomogrammes  pour la determination d e s  racines 
des equations du quatriirme degre. 

Ris-umC, 

11. Introdtiction (articlr 1, ec. d). 
1.r rappnrt donnr des nomogrnmmes pour di,terrniricr 

I r a  rarines r6elles rt conipleses des Quations du quatri6inc 
rlegrP. Les 6quations rloirrnt etrr dmn6es soils I n  forme 
( IZb) ,  dont le corfficient h, a t ~ n e  des valrurs li 1.0, rnais 
toudr autre L'qiiation y ~ w u t  &e riduitr par Irs trans- 
forruathrns (11, 12). 

La figurr 2 Ihit voir le caravt,i.re (Ips raoincs d c ,  I'Pquatiun 
(120) en fonrtion des circfSirirnts h,, rt, /IL (I: quatreraciiirs 
rtelles, 11: qitatrr racines coinplr. III:  < I n n  mrincs 
r6t4les). 

11. ilf4thode gPii&ii*lle rwtr,siriiction des i iorngrr~nimes 
(article 3). 

Les nonro~pnmies ont 6tt  ronst,ruits srlon la mttliodr 
connue pour Irs noinogranimes A points align&. Pour 
1'6quatinn ( I ! ) )  entre les trois rariahles r, s, t ,  lesC.chcll~s 
du nomograninic sont donnkes par (20) (voir aussi fig. 8) .  

c. Nomogramme pour les ruciiies rdelles (urticle 4h).  
Le nomogramme I (fig. 4) donne. les racirres rQlles e t  

positives, si on prend le coefficient c2 avec le mOme signr 
qu'il a dans I'Cquation, et les racines rcielles e t  nkgatives, 
si ce signe est renversci. 
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I". the real roots X of ( 5 )  are equal to the real part x of 
the rwt s  -t .r 

2". the inia,ginary parts y,, y2 of the roots of (4)  may be 
ralculated from the imaginary roots iYl. iY,  of( 5 )  
by means of: 

i yl. s $- i y, of (4); 

CI ;.- 0 : y, = Y* -1. Y, , = Y, - Y2, 
c*< 0 : y1 = Yl - Y, , y2 = Y, + Y%. 

YL and Y 2  arr to I)? taken here with the positire sign and 
PI is the largest of the two rahws. 

Th? nomogranri I1 and 111 (fig. 5 ,  6) give the values 
<If x and 1;. Y*. 

c. .Vurii,ogrurn for thr conip1r;r roots of the equation with 
truo r e d  roots (poinf 211, &d). 

In t,his casr, the, rral roots , I , ,> aiz being deterniined from 
rrornograrri I, the real part s of tlir complex roots x 5 i y 
is Riven IJY (10a). their imaginary part, y by nomogram 
IV (i'ig. 7) drrivrd from (in!)). 

f. lWethod for thf, detrrrriinatiuri of rirnr? ncczrmte ualtces 
( p i n 2  6). 

TI, get mow aconrate valnrs of the i.onipl~x roots it is 
possiblr to apply the mi$hods, which in general are used 
Sor the caldat ion of real roots. and to  aroid ealculativns 
with complex nurnhers hy using ( 5 )  and (7) or (10)  instead 
of' (12h). 

g. A'~i~~iiericir1 examples (poini 7). 
Snnicrical examples arc! given for thr  different, cases. 

Talilc I1 rontains a comparison brtwern thr  fvur rral 
root, of quat ivn (81)  as they are determined from t,he 
n~rrnrrgr:in~ and their rnlues calculated by nrtlinary niet,liods 
for this rquatim and the rqnatioiis (33) (35), derivrd 
from it,. 

BERICHT A. 321. 

Nomogramme zur Berechnung der Wurzeln von 
Gleichungen vierten Grades.  

Zz~~ammenfassun,:, 

a. 
Sonrogramme znr Berechnnng der rrclrn und koni- 

plcxro Wurzcln der Gleicliung (126), in welciier der S<vei'fi- 
zient h, <,inen der M'erte % 1.0 hat, werden brschriebrn. 
\Venn dir Gleiehnng in der niehr allgenieinen Form (1) 
vorlie@, sol1 sic niittcls der Suhstitutionen (11 ,  12) uni- 
geforriit wimlrn. Fig. 2 gibt d m  allyemeinen CharaMer 
clcr Liisungen i'iir die. Gleirhurig (i21,) io Alhiingigkeit 
\'on dt.n lioeflizicnten b,, c ~ ,  d ,  an (I: vier rerlr Wurzeln; 
11: vicr komplexe Wnrzeln; 111: zwei rrele Wurzeln). 

~:irrfuhTung (Punkt 1, 2c, d) .  

b. Allgemeinv I:rundloge bpi der Koristruktim a h  A'mno- 
gra,mnLe (Punkt 3). 

Bei dieser Konstriiktion ist ein bekanntes Verfahren 
verwendct norden. Wenn die Beziehung (19) zwischen 
den drei Variablen T, s, t erfullt werden soll, sind die Skalen 
des Somogranimes vim ('20) gegeben (siehe auch Fig. 3). 

c.  AViinrogramm fCr die reelm Wuneln (Punkt 4b). 
Nomogram I (Fig. 4) gibt die reelen Wurzeln. Fur die 

positiven Wurzeln sol1 c, niit den] Vorzeichen ans der 
Gleiehung angenoninien werden, fiir die negat,iven dagegen 
niit entgegengesetztcm Vorzeichen. 

d .  Xomograwime fur die Icornplese Wurzeln der Glcichung 
ohne reek Il'urzeln (Punkt 2a, 4c). 

Bei der lionstrnktion diesrr Nomogrammr wurde die 
ails Gleiehung (4) abgeleitete Gleichung ( 5 )  benutzt. 
Wrnn (4) keinr reek Wurzeln hat, hestehen die Bezieliungen: 
1'. dir reek Wurzeln X von (5 )  sind den reelen Teilen E 

der Wurzeln + s i iyl , ~ x i i y 2  \.on (4) yleich; 

2". die imaginiiire Trile yl, ys der \Vurzeln von (4) kiinnrn 
ails den imaginaren Wuraeln iY,, iY, von ( 5 )  herechnet 
n-rrdcn mittcls: 

cz > 0 : = Y, - 1 . ~  Y, , y1 = Y, - Y,.  
e, < 0 : !Jt = Yl - l', , yx = 17, -+ Ye. 

Y, und Y8 sind liier positir anznnehmen, wahrcnd Y, den 
groszten Wert hat. 

Dir Namoyrarnme IS iind Ill (Fig. 5 und 6) geben die 
Wrrtc ron ,li nnd I.,. Ys. 

P. A'owngrunim f i r  die komnplem Il.urzebi der G:lcichztiig 
init zwei reelen 14~urzelrh (Purrlit 26. 4d). 

In dirsem Falle n-erden die reel? Wurzeln ;e1, .z2 aus 
Noinogranim I bestinimt. (IOa,) - gibt dann den rcelen 
Teil s der komplexen \Vurzcln .z _+ %y, Xmnogranl IV 
(Fig. 7), das nus (106) ahgeleitct, ist, den irnaginaren Teil y. 

f .  P-erfahren zur Bestinmung 7:oir genaueren Werim 

Znr neiteren ;Ipproximation der koniplexen Wurzrln 
r ( 5 )  unrl (7) odrr (10)  statt (120) lirnutzt 

werden, a r i l  man dabei nur die bekannte Verfahren zur 
nihernngsneisen Bestinininng %'on rreleli !%'nrzeh bmucht 
und krine Ilrclinnngrn init koniplexen Zahlrn vorkomnien. 

(Punkt 6). 

g .  Zahlenbeispiele (Pun,kt 7). 
Zahlenbeispielr fiir die verschirdc~~en I4'alle Irerdcn 

gegeben. Tafd I1 enthdlt zur Reurtrilung der Genauigkrit 
der Sonmgramme die TVerte yon den rerlen \Vnrzeln 
der Glriehung (31) wic sir. aus diescn I)estimmt unil air 
sic aus dcr Gleichung (31) rind den bridm reduzirrten 
Gleichungen (33) (35) herechnct sind. 



Nomogrammen voor het bepalen van de wortels van 
vierde-graads-ver gelijkingen 

door 

ir. C. KONING. 
Rapport A. 821. Rijks-Studiedienst voor de Luehtvaart, Amsterdam. 

I n  het volgende worden nomogrammen besproken VOOT liet, bepalen van benaderingswaarden voor de reGele en 
complexe wortels van vierde-graada-vergelijkingen. 

1. Inleiding. 

Zooais bekend is spelen hij de hestudeering van de 
trillingen, die systemen met twee graden van vrijheid 
kunnen uitvoeren, vierde-pads-vergelijkingen een belang- 
rijke rol. Het bepalen of benaderen van de wortels van 
deze vergelijkingen met behulp van de hiervoor gehrnike- 
lijke methoden is echter mer tijdroovend, vooral wanneer 
deze wortels, zooals juist hij de bovengenoeinde prohlemen 
meestal het geval zal zijn, complexe waarden hebhen. 
Nomogrammen werden daarom ontworpen om benaderings- 
waarden voor de wortels t e  bepalen. De voor de opstelling 
van deze nomogrammen benoodigde hnlpvergelijkingen 
hleken tevens een zeer geschikt middel tc bieden om de 
verkregen waarden voor de ronrplexe wortels drsge- 
wenscht tc  verfijnen. 

Voordat overgegaan kan wordcn tot de beschrijving 
van de nomogrammen, moeten rclitrr renigr algenieene 
eigenschappen en omrormingen van de vergelijkingen 
besproken worden, trrwijl ook het algemerne beginsel, 
waarop de constrnctie van nomogrammen als de hier be- 
schouwde berust, kort behandeld zal worden. 

Om het gebruik van de nomogrammen zonder.vooraf- 
gaande hestudeering van hetgeen hier over de constructie 
ervan besproken wordt mogelijk t e  maken, zijn in pnnt 5 
resp. 7 een ,,gebruiksaanwijaing" en cenige uitgewerkte 
voorbeelden gcgeven. Van dczc laatste zal dan tevens ge- 
bruik genraakt worden om cen indruk te  geven van de te  
verwachten nauwkeurigheid. 

2. Eenige voorbereidende beschouwingen over 
vierde-graads- vergelijkingen. 

a .  De Z-vergelijhbg. 
Wanneer een willekeurige vierde-graads-vergelijking 

in z met reeele coefficienten 

die verdcr kortheidshalve aangednid zal worden ais de 
zl + m3 + bza + ez + d = 0, ( 1 )  

A = + + a  

B = + $ a a + g O  

C = + & a a  + &ab 
D = + & u% + ,f ac + ,: ba - 

E = + :%a% + 6 aba - + ad 

F = + abe - ' a'd - i6 c2 

Hreft nu dr z-vergelijking ecn stel complex? wortels: 

dan zal, zooals uit (2) m nok nit fig. l a  onmiddellijk hlijkt,, 
de Z-vergelijking een rekelcn wortel a. hebhrn. Met andere 
woorden: de reeelc declen van complex? wortels van de 
z-vergelijking koinen voor onder de resele wortels van de 
Z-vergelijking. 

Is in de z-vergelijking dr coefficiht a van den twccdm 
term nul, heeft dus deze vergelijking den spccialen vorm: 

(4) 
dan nordt de Z-vergelijking: 

(5 )  

d 

e4 

z - x c i y  

z" + b z g +  cz + d = 0 

ZB + 6 bZ4 + (:e 6% - & d)Zz  -. cP = 0 

Wordt hierin Z2 vervangen door Z,, dan komt zij ' in 
dit geval overeen met de bij de rechtstreeksehe oplossing 
van vierde-grilads-vergelijkingen voorkomende zooge- 
naamde gereduceerde vergelijking. Naast het boven reeds 
besproken verband tusschen de re&clr deelen van de nor- 
tels van de z-vergelijking en de re&& wortels vao de 

W O R T E L s  I N  H I : T  C O X P L E X E  G I % T A l , L K X V I . A K  

7 ". 

- -&e- a 
,,z-vergelijking", grgeven is, dan kan men uit deze, zonder 
haar op te  lossen, een andere afleiden, waarvan de wortels 
gelijk zijn aan de helft van de sommen van de, twee aan 
twee genonien, wortels van vergelijking (1). 

Deze vergelijking, die voor het volgende van groot 
klang zal hlijken te  zijn, zal in hr t  vervolg de am vrrge- 
lijking ( 1 )  toegevoegde ,,Z-rergelijking" genoemd worden. 
Zet men de wortels van de heide verneliikineen in het 

/ I  
I, I I 

complexe getallenvlak uit, dan liggen die van de Z-verge- 
lijking, zooals in fig. la aangegeven is, midden tusschen 
die van de z-vergelijking in. 

De 2-vergelijking kan als volgt afgeleid worden: een 
willekeurig paar wortels van de z-vergelijking kiln voor- 
gesteld worden door 4%: 

z = Z * (  (2) 
Bij invoering hiervan in vergelijking ( 1 )  valt deze uitee n 

[4+(BZ*+3aZ+6)  [ a  + (Z~++aZs+bZz+cZ+d)  =O 
in de twee afzonderlijke vergelijkingen in Z en 6:  

x Wortels van de z-vergelijking. 
(4Z+a)  [3+(4Za+YaZ8+26Z+e) 5 =0, 0 Wortelr van de Z-vergelijking. 

waaruit door eliminatie van r de Z-vergelijking verkregen a. Willekeurige z-vergelijking met vier complexe wortels. 
wordt: b. z-vergelijking met vier complexe wartels cn a -.- (I .  

c. z-vergelijking met twee reeelc, twee complexe worlels en 
a = 0.  ZE + A D  + BZ4+CZs+ DZa+ EZ+F=O (3) 

met Fig. 1. 
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2-vergelijking, geldt hier, indien de z-vergelijking 4 eom- 
plese wortels heeft, nog een andere belangrijke eigen- 
schap. Uit het k i t ,  dat a=O is, volgt namelijk, dat  de som 
van alle wortels van de z-vergelijking nul is, zoodat deze 
moet.en zijn: 

(6) 
Uit de definitie van de Z-vergelijking volgt nu, zooals 

ook uit fig. l b  blijkt, dat de wortels van deze nu zullen zijn: 

z = - - '  z = +x * iy, 5 i iY% 

i i 

De 2-vergcli.jking heeft bier dus, naast twre ree'ele, 
twee stellen zuiver imaginaire wortels iY , .  * iY,. 
De wnarden van P, en Yz kunnen het eenvoudigste be- 
paald worden als rrerlc wortds van &: vergelijking: 

Y 6 - - - B b Y 4 . . t ( ~ ' , b Z - - a d ) r ~ + ~  c * = 0  (7) 

die uit vergelijking (5 )  ontstaat door de wortels met i tr 
vermenigvuldigen. 

Zijn Y, en Y2 Iwkend. dan kunnen op grond van het 
bovenstaande y1 en y2 hieniit afgcleid worden. Hirrbij 
dienen cchter eenigc voorzorgen in acht genomen tc worden 
om tot de juiste teekens tr konren. Aannemendr, dat Y, 
de grootste en Y ,  de kleinste posit,ievr rrPele wortel van 
vcrgelijking (7) is en dat y1 en y2 de in (6) gegeven hetee- 
kenis hebhen, waarbij x cen posit.ief getal is, dan kan aan- 
getoond worden, dat: 

z =  *x 1 ?cZ~Wl  + YJ, 1 2  (Y*-Yz) 

( 8 )  

Hicrbij is c de in vergelijking (4) a la  zoodanig aangr'gwen 
coFffici2nt. 

b. 
Ilc in let  vorige punt bcspruken methode om mct 

behulp van de Z-vergelijking de complesr wortels te  hr- 
palen, kan alleen gebruikt worden, indien de vergelijking 
geen reale wortels heeft. Hrbbcn slcchts t,wec der wortels 
een coinplcxe waarde, dan hreft namelijk. zooals nit, fig. 1c 
blijkt, de Z-vergrlijking geen zuiver imaginaire wortels. 

Voor dit gcval kunnen echter cenvoudige bekkkingen 
afgeleid uwden, waardoor het niogelijk is de complex 
wortels tc berekenen, wannecr dc reeele bekend zijn. 

y, = Y ,  + Y2 
y1 = Y, - Y,  

y2 = Y, -. Y? 
y2 = Y, f- Y, 

voor c > 0 t 
voor c < O t  

De uergelijking met din stcl coniplem wortels. 

Heeft de vergelijking + azs + b z z +  cz + d = 0 
de reMe wortels 

en de complex 

dan bestaan tnsschen deze en d r  beide eerste co&ffici&nten 
van de vergelijking de betrekkingen: 

z1 = +x, z, = +ZZ 

zl.* = +za + iy, 

a = -(zl + z, +z, + z4) = - (x l  + q + 2zJ 
b = + (z,z, + ZIZQ + . . . . + ZSZJ = zlzz + 

2% (xl + q) + za* -6 ys 

Ya = b - w + *a (a, + %) + i (21 + zJZ 

Opgelost naar xr en y' geeft dit ma eenige omvonning: 
3 - - 6 a - 6 ( z , + x 2 )  P a )  

+ 1 ( X 1 - X J 2  (9'4 
Ontbreekt de tweede tenn van de vergelijking, m.a.w. 

( loa)  
( lob)  

is a = 0, dan gaan dcze uitkomsten over in 
z3 = - & ( x ,  i- x2) 

2/' = b + 4 (8, + z2)* + 2~ (q -~ xJZ 

c. Redudie uan de vagelij'king. 
In de z-vergelijking in haar oorspronkelijken vorm ( 1 )  

komen vier coefficienten voor, die een willekeurige waarde 
knnnen hiebben. Voor het opstellen van de nomogrammen 
is hctechtergewenscht, dit aantal tot twee terug te brengen. 

In dr eerste plaats wordt hiertoe de tweede term ver- 
dreven met hehulp van de substitntie 

a 
z = z , -  4 (W 

( 1 W  
De hierin voorkomende coEfSieienten kunnen het een- 

vondigste kpaald worden met behulp van de bekende 

waardoor de vergelijking overgaat in 
z: + b, zla i- c1 z ,  + dl L~ 0 

niethode van HORNER '). Een gehllenvoorbeeld voor 
deze berekening is in punt 76 gegeven. 

Als volgende stap wordt ~ ingevoerd: 

De vergrlijking wordt nu: 
z , = d I b , I z ,  (1za) 

(126) z14 + b2 ~ 1 %  + c, za + d2 == 0 
-%win: 

C 4 
141 a 

-_-'_ dz = 
0, be= - I b, I '- I b, I ' l e  

In vergelijking (120) heeft dus b2 de waarde +l of -1, 
zoodat aan den boven~estelden eiseh vnldaan is. dat slechts 

I 

twce willekeurige coefficienten, te  weten c, en $, voor- 
komen. De op deze wijze verkregen vergelijking zal de 
,,gereduceerde vergelijking" genoenrd worden. Het geval 
kan zich voordoen, dat in vergelijking ( l l b )  de coefficient b, 
nul is; een verdere reductie is dan overbodig. In het vol- 
grnde zal dus rekening gehouden moeten worden met 
drie niogelijke waarden van 0,. 

d .  D e  aard r'an de workla in afhankelijkheid van de 

Worden de wort,els van een wrgelijking bepaald nret 
h e h u l ~ ~  van dr nomogrammen, dan blijkt hierbij vanzelf 
of, en zoo ja hioevecl: reeele wortels zij heeft. Het kan 
echtcr gewenscht zijn, dit weds van te vorrn te  overzien. 
\'om de gereduccerde vergelijking (1Zb) wvordt, hij gegeven 
waarde van 0,. de aard ran de wortrla geheel bepaald door 
de coefficienten cE en d2. Worden drze coefficienten op- 
gevat als dr recht,hockige coordinaten van een punt in 
het ..c&-x:lak.. dan zal ieder punt van dit vlak een be- 
paaldr vcrgelijking vcrtegenwoordigen. Alle vergelijkingen, 
die 11.v.  4 rcEelr wori.cls hehben, nemen dan een gebied 
van dit vlak in. Dr gebirden met vcrsehillend aantal 
rekle wortcls worden hierbij gencheiden door de ,,krommen 
voor tu~eevondige wnrtels", die best,aan uit die punten 
c,jd2, waarvoor de vergelijking tuwvoudige wortels heeft.. 

slrchts dan'twecvoudig zijn, indien zij ook ccn wortel is van 

Eliininatie van x uit deze twee vergelijkingen zou dus 
de betrekking oplcveren, die liier tusschen c, en $ moet 
bestaan, m a w .  de vergelijking van de ,,kronime voor 
tweevoudige wortels" in het c,&,-vlak. Deze kromme 
kan echter eenvoudiger bepaald worden door z als para- 
meter te  beseliouwen cn de kromnre punt voor punt te  
berekenen met bchulp van de betrekkingen 

co@y.ficiente7r c, en d2. 

Nu zal ccn wortel z van de vergelijking 
f ( ~ )  = z4 + b? iz + C% z + d, = 0 

. 1  f'(.) - - ~- 42s -L 2bsz + c, = 0 

c, (z) = -4z3 - 2b,z 
4 (Z) = +3+ + bga ,  

die onniiddellijk uit het bovenstaande volgen. 
In fig. 2 is nu de op deze wijze bepaalde verdeeling van 

bet c,&-vlak in gebieden met gelijk aantal reeele wortels 
gegeven voor de drie hier te gebruiken waarden van b2, 
waarbij tevens eenige verdere bijzondere punten aange- 
geven zijn. De niterste waarden voor cg en d p  zijn hier 
dezelfde als in de nomogrammen. 

e.  De oplossing van d e r d e - g r a a d s - v e r g e l i ~ ~ ~ ~ ~ .  
De nomogrammen kunnen ook gebruikt worden voor 

het bepalen van de wortels van derde-Faads-vergelijkingen. 
Immers gaat een dergelijke vergelijking 

z 3  + azp + bz + c = 0 
door vermenigwldiging met z over in de vierde-graads- 
vergelijking: 

die verder op de gewone wijze behandeld kan worden. 
Hierbij dient er op gelet te worden. dat  door dem ver- 
menigvuldiging een wortel z = 0 ingevoerd wordt. 

3. Beginsel, waarop de constructie van de 
nomogrammen beNSt. 

Hoewel in de literatnnr over nomografie 3) de wijze, 
waarop nomogrammen als de hier beschrevene ontworpen 

I) Zie literatuur 6, 7, 8 .  
2) Zie literatuur 9, 10. 

* l  7 a 2  + bz' + cz = 0,  

~~ ~~~ ~ 
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A A R D  V A N  D E  W O K T E I . 6  V A N  D E  G E R E D U C E R R D E  VERoE1.IJKINO: fl4- b p z + C 2 z f d 2 = o  

G: 
+1.0 

*1,5 

+ l . O  

10.5 

0 

-0,s 

- 1.0 

- 1.5 
- 2 0  

-2.0 -1.5 -1,o -0.5 0 +as r1.0 .LS c, -L5 -1.0 -0.5 0 + O S  r1.0 * L 5 c e  

L1 

\ 

3 1 0 

Fig. 3 

worden, uitvoerig besproken wordt, li,jkt hct toch ge- 
wenscht, als inleiding, cen kortr nitecnzet,ting van de grond- 
geddchte te  geven. 

Op tu'ee evenwijdige lijnen, de ,,u- en v-as" (fig. 3), 
worden willekeurige nulpunten aangenomcn. De ver. 
bindingslijn van deze nnlpunten, de ,,nullijn", nioge de 
lengte 28 hehben. De ligging van het pnnt P is, zooals 
fig. 3 aangeeft, ten opzicht,e van het midden van de nullijn 
gegeven door de scheefhorkige cohrdinaten e en 7. Tus- 
schen de stukken u en 7), die door een willekeurige rechte 
door het punt P van de 7'- en u-as afgesncden worden, 
hestaat dan, rooals onmiddellijk nit, de figuur afgelezen 
kan worden, de hetrekking: 

of 
(7 -- u) : (U  --71) := (6 -. 5) : 26 

u(S - E )  + v ( S  + 5)  = ?St, 
Een gegeven punt P Irgt dns een lineair verhand tns- 

schen u en v vast. 

au + Ov + c = 0 (13) I 

waarin a, b en c gegeven constanten xijn. 

zijn, indien P gegevrn is door de coiirdinaten: 
Een eenvoudigp brrekening leert, dat dit het geval zal 

6-a -C 
5 =: 8 64-a 7 =!&a (14) 

Iiierniedc is (Ian e m  nornograrn vnor de door (13) ge- 
geven hetrekking tussehen 11 m v verkregen. Haar grootc 
practisrlie beteekenis krijgt de hier niteengexritc rnctliodu 
echter eerst door twre ui1l)rcidingen. 

I Wordcn de grootheden ( I ,  11 cn c nirt als eonstnnt,en, 
doch als fiineties van 4 e n  variabele heschonwd, ziiodat (13) 
dns den vorni 

annnremt, dan behonrt, hij icdrrr wanrdr van t 66n punt 
P ( t ) ,  dat voor die wanrile van t als bovcn brsproken de 
betrekking tuscchen u en v gwft. Alle waardtm van I 
teaanien gt'ven nu ctw kromnw, w-aiirvoor hij ieder p i n t  
e m  hcpnaldr waardc van t hehoort,, dus een .,t-schaal". 
De punten van dcze t-ichaal rijn, ztroals nit (14) volgl, 
Regeven door: 

ufdt) t- og,(t) + h 4 )  = 0 (15) 

Op rieze wijxc vrrkrijgt nien (Ins e m  nrmogram, dat de 
(Inor (1.5) uitgrdrnkte hetrekking tnssohcn de drie varia- 
helm u, v en t gecft. 

Tot, nu toe beteekenden II en 7' niet anders clan de lengterr 
van de van de u- cn I > - B S  afgesnrdm stukken. Ifen ken hen 
rchter nog een nicer algemceoc beteekenis toekenncn. 
Voert men namelijk in 

waarin p, eeii lenflesehaal en F(r) c'cn grgeven functie 
van de nicuwe variahcle r is, dan vertegenwonrdigt ieder 
pnnt u dns ecn hcpaalde waarde van r. Wordt n n  nag op 
analoge wijze ingevoerd. 

dan p a t  (15) over in: 

IC = p1 p(r) ( 1 7 4  

v = p2 G(a) (170) 

p, ~ Y I )  fdt) + /*2 WS) ~ d t )  i~ U t )  0 
Sadat  nog geschreven is: 

/(O = p J d 4   AT^) /+Xg,(O NO -e hLt)  (18) 
is hiermede de meest algemeene vorin vrrkregen van de 
betrekking tussehen de drie variahelen I, s en 1 ,  die in een 
nomogram van het hier beschonwde type omgezrl. kan 
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De sehalen op de 7c- en %as en de puntell van dr t-schaal 
zi,jn clan: zooals t i i t  (17), (18) en (I(!)  volpt, gegevcn door 

u ~= pl F(r) (4 I 
I 

4 

De hierin voorkomrnde const,anten pl, p2 en 8, die 
kpaalde positirvc lengten roorstellen, ziju willekeuriy. 
Hun waarden werden op pond va,n ovcrwegingen k t r e f -  
fende de practische bruikkaarheid van het nomogram 
vastgesteld. 

A.  Respreking van de nomogrammen. 
a. Algcrmcen. 

In het onderstaande worden achtereenvolgens de nomo- 
grarnmen bcsprokrn, die dienen t,er ljepaling van de re?& 
wortels, van de coinplexe van de vrrgelijking zonder 
rrkle wortels en die van dr vcrgrlijking met twee reeele 
wortels. Hierbij worden de algrmeerie formules voor de 
berekening van de schalcn van drze noniogralnnien afge- 
kid,  waarhij vuor de constantrn p,, p2 en 8 gcen grtallen- 
waarden of andere aannamem ingevorrd wordcn. Dew 
uitkoinsten rijri daardoor hruikbaar voor de wnstructic 
van nomogrammen voor willekrurige intcrvallen van 
E? en 4. 

Voor practisch gehruik werden met behulp van de 
gegeven fommles de in de fig. 4 tjin 7 gegeX.cn noma- 
graminen herekenil. waarhij als uiterste n-aardrn \win 
cp en 4 j, 2 aangcntrmen werd. De hierbij voor de aor- 
spronkelijke nouiogrammcn grhriiiktr waarden van dc 
wnstanten zijn in punt 4c grgrven. 

b. f l e d  ~101)20gram vonr de reiele wort&. (Nomogram I, 
fig. 4). 

Dr gereduceerde vergelijking (12h):  -~ - 1  .!- , b2zy2 + rr zt +- dy = 0 
kan in den niet (19) ana!ogen vorm 

E'(%) f(+) + WdJ g ( 4  + ~ ( z J  = 0 
geschreven wordm. n.aarin dan: 

F(cJ i ~ - c z  G(dL) = +A 
(21) 

f ( Z J  = -tz, g(%) = +1 h(zJ = zz' + b*%Z 
De e,- rn d,-schalm, resp. op de u- en u-as, zijn dus, 

u ~= +p,cd 71 = +pL,d, (22a, h) 
volgens de in punt 3 gegeven formulrs (20a, b): 

terwijl de z-schaal. volgens (?Or, d)  bepaald is door: 

Voor iedrrc waarde van b2 wordt dus een atkonderlijke 
2-schaal verkregen. 

Uit (2%) blijkt, dat voor alle posit.i+vc waarden van 
+ 5 een waarile tusschen - 8 en + 8 heeft, en dns lirt, 
hijbelioorende d e l  van de %,-scliaal tusschen 76- en u-a? 
ligt. Voor negatieve waarden van i2 daarcntegen wordt 5 
grooter dan + 8 ,  zoodat de schaal buiten het genoeindc 
gebied valt, hetgem voor practisch gehrnik onge~arnscht is. 

Door ern klrinrri kunstgreep k i n  echter aan dit hezwanr 
teprnioet gckonlrn wordcn. Wordt namelijk in dc verge- 
lijking (1211) het treken van den coiifficiikt <:2 omgckeerd, 
dan hlijft de alrsolute waarde van de wortels onveranderd, 
temijl hun terken wisselt. Door in het nomogram e, met 
het an~gckeerde teekeu te nenien. r indt nien dus de nega- 
tieve rekiele wurtels van de vergelijking eveneens als 
snijpunt met het dccl van de z-schaal, dat tusschcn dc 
assen gelegrn is. 

e. De nomogrammm uoor de uergrlijking met 4 c@mplexc 
wortrLs. (Nomogram 11, 111: fig. 5 ,  a). 

Uit het in punt 2a hesprokene volgt, dat, indicn de ge- 
reducrerde vergrlijking (12b) alleen complexe wortels heeft,. 

dc, reecele deelen & x van deze de eenige reeele 
wortels zijn van de toegevoegde 2-vergeljjkiug (zie ook 
fig. Ih).  Een uitzondering hierop konit voor, indien c, = 0 
is. In dit geval heeft de Z-vergelijking ook nog een wortel 
Z = 0, die hier echter, zoolang er nag andere reMe wortels 
zijn, geen rol speelt. De vergelijking voor x volgt zoo- 
doende onmiddellijk uit (5 )  ais 

(23) x6 + + b& + (,',bZ? - a) xz 
Voor de constructie van het nomogram voor x kan deze 

2~ 
~ C>S = 0 

gcschrcvrn worden als 

nirt 
l~ycz ) , f ( , r )  + O(dJ g(x) 4- h(x) 0 

P(CJ = +cza  

f(z) =z t ' 
G ( 4 )  =- 4 
g(x) =. -ti dx 64 

/'(a,) .--,?6..- ih.,,,J .p :i b,*xa .. 

zooilat hirr, overcenkomstig (20n t /m d) de schalen ge- 
gevcii zijn door 

Zooals f:venems in punt Za brsproken werd, kan het 
iniaginaire drr.1 \cm de wortels van de hier hcschounde 
vtqelijkirig 1,rpadd worden ioet khulp van de re.eele 
wortels I- van de vcrgrlijking 

(25) Y"- 4 hSY4 -1- ( bS2---- $ dJ Y3 +~ ~ 1 r22 = 0 

w a m r o o ~  up gehccl dezclfde wijzr. als boven besproken 
w ~ r d ,  een nomogram gt~construeerd kan worden. Dc 
srhalen hicrmor worden 
11- ~ p, cz I  71 7 - .&d* 

?I( Y) = -. 
16p,yr + pa 

Zooals uit vergelijking met (24a tlm d) hlijkt, kunnen de 
schalen hier op zeer eenvoudige wijze uit die van het 
vorige nomogram afgeleid worden. 

Uit dc eigenschap, dat de bekende term van een vierde- 
graads-vergeli,jking gelijk is aan het product van de vier 
wortels, volgt onniiddellijk, dat  vier complexe wortels 
alleen voor kumen komrn bij positieve waarde van 4 
(zie ook fig. 2). In de nomogrammen I1 en 111 werd daarom 
de 4-schaal beperkt tot  positieve waarden. 

d .  Ilet  nnmugram voor de coniplexe wortels van de vergelijking 
met knee re&& mortels. (Nomogram IV, fig. 7). 

De heide reeele wortels x, en x2 van de gereduceerde 
vergelijking (12b) worden in dit gcval bepaald met behulp 
van nomograin I. Hiernit volgt dan (zie punt 2b) de 
waarde van het re@de deel der complexe wortels 

2 1  i- 8% 
== - ~ 

2 

terwijl voor het imaginaire deel de betrekking 

geldt. 

door haar t,e schrijven in den met (19) analogen vom:  
-i- %) f ( ~ )  + '3x1 - 4 g(2/1 + h(y) = 0 

met 

Ye = (I, + +(Zl i n?)a + a(.,-%)* (27) 

Deze kan nu weer in een nomogmm verwerld worden 

F (z, -1- a!?) == (a, + x2)* 
f ( ~ )  = i- i 

G(zl p- z2) = (xl - q ) z  
g(Y) = + i h(y) = bs - yz 

http://gegeX.cn
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De schalen van het noiiiogramzijndusvolgliens(20a tlnld): 

Uit (!!Re) blijkt, dat  hier onafhankelijk van y, de 
y-schaal dus een rrchte evenwijdig aan de u- en was i s .  
Daar 5 bovendilien onafhankelijk is van 6,, zouden hier de 
y-schalen voor verschillende waarden van dezen coeffi- 
eiEnt op elkasr komen te vallen. Dit kzwaar werd in 

noniogram 11’ ondler.rangen door voor iedere waardc van 
b9 een verschillende waarde \.an S te  kiezen. 

e .  
De waarden van deze grootheden, zooals zij voor dr 

oorspronkelijkr nomogrammen geebrnikt werden, zijn in 
Tabd I (blz. A. 402) gegeven. Hij het teekenen van de 
nomogrammen is het, indien de nnllijn niet loodrecht staat 
op de u- en was, renvaudiger om, inplaats van met de lengtr 
28 van de nullijn. met dcn loodrecht,en afst,an(l 28, van 
deze assen te  werken. In overeenstemming hiermde 
wordt dan niet 5, doch de ,,horizontale projectie” 5, van 
deze coiirdinaat berekend. 7 betioudt echter hierbij haar 
in punt 3 gegeven beteekenis. 

Gctallcnwaardcn voor p,, pr en 8. 
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~ SCHALEN 
i 

HAIVE ASAFSTAND 6, 
.___ 0 .  ~e ta~~e7lworf~eeZd 1 (4 reMe moriels). 

De op te lossen vergelijking is 

Hicruit wordt door snhstitutie van 
P .-k 1 ,22z8 - 2,0-1z8 - 0,642 -1- 0,&3 = 0 (31) 

1,24 
(32) .= .~ ~ ~~ ~~ z1 0,31 

1 4  

de tweede term \wdreven, welke substitutic lret een- 
voudigste uitgevoerd kan uwderr door gebruik te maken 
van de metlrude van HOHXEK 4). 

+ I  +I,'% -~-2,l)4 --0,64 +0,88 
--0,31 -.--O,288 +0,723 -4,025 

+ I  +0.93 ---2,328 +0,082 +0,455 
-~ 

~~ 

--0,31 4 ) , 1 9 2  +0,781 

+1 +0,6!! --2,520 +0,863 
~~~~~ ~ .~..~ 

~. . . .~ ~~ ~~ 

-0,31 4 . 0 9 6  

-tl +0,31 --'> -I 616 
- 

---0,31 

0 
~~~ 

~ ~~~~ ~~~ 

i- 1 

De vergelijking wordt dug: 
z14 - 2.616~,* -t 0,863%, +- 0,455 = 0 

z1 = .I/ 2,616h = 1,62$ 

(33) 
en kan nu in den gcwenschteu vonn gebracht worden door 
de snbstitutie 

~~ 

(34) 
lk coffficifnten worden daarbij, zooals in punt 2c is 

I 5,O 5,0 

I1 5,O 10,O 

0,455 
== + 2,61(;2 =- -+0,067 

~ - 9,O - 

9 , O  . .  - ~ 

-~ 

zoodat de gereduceerde Wrgelijking is: 
ZL' -- z*2 + 0,!20lz, + 0,007 = 0 (35)- 

Deze \~ergelijking heeft S reiiele wortels, zooals onmiil- 
dclli,jk uit, de ligging van hrt punt, met de coordinnten 

+0,"1)S en d, = +O,OC,7 in fig. Z vnlgt. De heide 
positieve wortels van de vergelijking worden in nonrogram I 
(fig. 4) hcpaald ui t  de  sni,jpunten van de verbindingslijn 
ran de Irunten c1 ~ +0;204 en d2 = +0,007 met de 
krumnw \'om h :: --1. Zij blijken t e  rijn: 

Z ,  -= + o m n  Z, = +1),445 
De nvrdtie\-e wortels, die up dezelfde wijze hepaald 

worden nwt, hetudp \-an de verhindingslijn van de punt,en 
c, I=. -I),"OS en d2 == ~+11,067, zijn 

~~ ~ ~~~ ~~ .~..  0,175 Z, ~= .--i,nn) 
Op gninrl van (34) en (3") rolgen liieruit de wortels van 

z ,  = .+1,2YIi , ~1-0,721 , .~-O,'L8:3 , -1,735 

I k  nauwkeurigheid van dcw uitkonrstm kan beoordeeld 
wordcn door ZP tc vergelijken mct de rechtstreeks bena- 
derde wortels van vergelijking (31). De hicrhij gevonden 
verscliillrn komcn erhter slechts ten deele voor rekening 
van bet nornogram, daar ook de reductie \.an de v e r p  
lijking. waarbij de Ixmoodigde berekeningen met. reken- 
schuif-nau.r~keurig~~ei~l uitgevoerd werden, hiervoor nicde 
verantwoorrlelijk is. On1 een oordeel te kunnen vornien, 
in hoe&rre de verschillende bewerkingcn tot de onnauw- 
keurigheid bijdmgen werden niet alleen de wortels van de 
vergelijking (31) rechtstreeks benaderd, doch ook de wortels 
van de vergelijkingen (33) en (35) op dezelfde wijze hepaald 
en daarna met hehulp van (32) en (34) op z omperekenil. 

de \-ergelijkingcn (83) en (:31): 

z ~~~~ - 1  O,YRR , + 0,411 , .--o,:iw , --2,n.+3 

111 5,0 1 0 , O ~  9,O . .. 

IV 2,4 2,4 1 - 6,6 

J, ZIP Iiteratuur 2 t i m  5 .  

~ 

7,8 9,0 

4) Zie litewtuur 0, 7 en R. 



De uitkomstrn zijii verzanield in Tabrl 11. waarhi,j ,!, liet, 
verschil aangeeft tusscllrn de waardr T'dn de l i t ,  het 
nomopam bepaalde <if langs den liirr aangrduidrn oniivvey 
herrkenden wort,el en xijn waarilr. zooels dezc rcrtittsirwks 
uit vei-gelijking (31) volgt,. 

IIieruit blijkt,, dat dr ovrrgdng \%n wrgrlijkiny (31) UI, 
(d3), dus het rers te der1 van dr rrduct,ie, hier slcctits vviuig 
invloed had op de waardr r a n  de wortels. l r d  twerde der1 
van de redlietic daarentcgm had groot,crr afwijkingen 
tengevdge, die, hoewrl kleiner dan de vcrschillen tussrlien 
de uit het noinograni brpaalde warden en (It. rrchtstrt,eks 
u i t  de oorsprniikelijkt~ vergrlijking volgcndr, Loch o \w hi4 
algemren van dczelSde orde van groot,te zi,jn als laatst- 
genoeniden. Dit bcvestigt 1lr.t in punt (i uitgraprrrken 
vemoeden onrtrrnt den mogrlijkrn invloed van de reductic 
np de nauwkeurighcid. 

c .  Getullenwnrberld 2 (8  coniplcue wortt,lu). 
Voor de vergelijking 

P -.+ 3s -+ 0,1!3z-+ 1,24 = 0 
die volgens fig. 2 vier coinplexr wortels zal hebben, volgt 
uit nomogriini I1 (fig. 5).  daar 

ir = 0,555, en uit nomogram I11 (fig. 6): 
Y ,  = 0,898 I', = 0,046 

Ilaar hier cz > 1) is, zijn dus de wortels 

6,  = +I ,  C; = +(),in, d2 : 2 ~ ~  +i;!4, 

z = - - 2  * i ( Y  * 17,) = 4 , 5 5 5  j: 0,8W 
z = + z & i(Y, -i. I'J = +-0,555 0,944.i 

Onder gebruikinaking \'an rle in pnnt 6 besclireven 
methode werden de wirrtels verder benadrrd. zij blrken 
hierbij te worden: 

i == --1),5552 0,M%8i 
z = 9 , 5 5 5 2  :ir 0,9430i 

d. Getetallenvoorbceld 3 (2 rriklt~, 2 coniplexc wortt,ls). 
De vergelijking 

,J ,+ z2 -+. 0,ll iz  1.12 =r 0 
lieeft volgens fig. 2 twrr rri'rle ru tWer roinplesv w r t r l s .  



Rapport A. 329. 

Modelproeven met versehillende windsehermen aan het Fokker-verkeersvliegtuig type F. VI11 

ir. A.  G. VON HBUMHAUEK. 

Rapport A. 329: Essais de maquette de plusieurs pares-brise de 
I’aviou de transport Fokker, type F. VIII. 

Report A. 329: Modeltests with different Windscreens on the 
transport machine type F. VIII. 

Bericht A. 329: Modellversuche mit verschiedenen Windschutzfor- 
men am Fokker-Verkehrsflugzeug Typ F. VIII. 





Modelproeven met versehillende windsehermen aan het Fokker-verkeersvliegtuig type F. VI11 
11011r 

ir. A .  C. TOE 13AUMHAUF:II. 

R q p r t ,  r a n  deli I~lJks-Struiir(~iell~t voor dc J.wl~t , \vt~:~rt ,  :\. :V>!j. 
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22,X 

17,0 
14,il 
8,1 
1,Y 

- 4,3 

20,O 
3.1 
:i,x 
4.3 
+,!I 
6.2 
6.3 
2,(i 

1.48.7 
1,3I!l 
1,181 
0, !xm 
0,348 
0,197 

I em 
C " / C X  
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3,4 
3.4 
3,s 
4.3 
4,9 
6,2 
6,5 
2,6 

25.4 1.59.7 

22.9 ' 1.577 

17.0 1 1,317 

21,9 i,m 
20,o 1 1,482 

I 

0.168 1 0,315 

0,304 I 0.l91 
0,243 0, l  .ii3 
0,146 
0,084 0.i109 
0,067 --0,0'7 

(1,636 o,3.?0 n - 
2.0 
1 !I 

W C X  

6.6 
ti,4 
6,s 
3,:3 
3,4 
3,4 

Y = 17,0 m,scc. 





Rapport A. 340. 

Metingen betreffende storingen in den Iuchtstroom bij de staartvlakken, verricht 
aan een vliegtuig en aan het model daarvan 

door 

Rapport A. 340: Essais d’air dans le voislnage des plans arrihres 
d’un aeraplane. 

Report A. 340: Tests on the disturbances of the flow in the 
vincinity of the tailplanes of an aeroplane. 

Berioht A. 340: Messungen der Stbrungen im Luftstrom in der 
NBhe des leitwerks eines Flugzeuges. 



REPORT A. 340. 

Tests on the disturbances 01 the flow in the vineinity 
of the tailplanes of an aeroplane. 



Metingen betreffende storingen in den luchtstroom bij de staartvlakken, verricht 
aan een vliegtuig en aan het model daarvan 

door 

ir. A .  G. VON I3ALXtrHAZuER. 

R:ippwt A. :MI. l ~ ~ j ~ s - ~ t , , , ~ l i ~ ~ : l i ~ . , , s t  Y O O I ~  dc Lnclitvn,nrt .Anistcr.cl;~m. 
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I I 

Fig. 1. 

Opstelling van de mcorvoudigo stuwhuis. 



11.5 

. 



Rapport A. 351. 

Onderzoek van een wijziging aan een model van een motorgondel 

Rapport A. 351: Experiences sur nne modilication d’un modele 
de nacelle. 

Report A. 351: Experiments on a modification of a model of 5 

nacelle. 

Bericht A. 351: Untersnchung einer h d e r u n g  an einem Modeli 
einer Motorgondel. 
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Rapport A. 363. 

De invloed van de overige deelen van het vliegtuig op de werking van de staartvlakken 

Rapport A. 363: L’influence de I’avion sur le fonctionnement de 
l’empennage. 

The influence of the aeroplane on the action of 
the tail plane. 

Report A. 363: 

Bericht A. 363: Der Einflusz des Flugzeuges aut die Wirkungsweise 
des Leitwerkes. 





De invloed van de overige deelen van het vliegtuig op de werking van de staartvlakken 

door 

ir. ('. l iOSTS(:  e11 i r .  A. ROELEX. 

Rapp(,r.t A. 363. I!'Jli.;-Stialiediennt voov (IC Lnchtvaart, Anrstenlain. 
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4. Uitwerking van de berekening. 

a. Pormvletring van de mcthode. 

Volgens het in punt, 2 brqrokcno inoct,on dc schijnbnro 
snelhnid V en de schijnharo fitrooiiiirigsriclitinR- 0 zoo brpanld 
wordm, dnt het  mct hohulp van dezr groothrclen uir de 
gegevons V O O ~  den vri,jeu staart harckmdo nmrnont golijk is 
aan hct in werkelijkhoid opbcodonda. 
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Rapport V. 358. 

De invloed van het ribverband en de bekleeding op de sterkte van vliegtuigvleugels. I. 
I 

i 

Rapport V. 358: L’lnfluence des nervures et du revgtement sur la 
resistance des alles. I. 

Report V. 358: The influence of the ribs and wing covering on 
the strength of aeroplane wings. I. 

Bericht V. 358: Der Einflusz der Rippenverbundwirkung und der 
Beplankung auf die Festigkeit von Flugzeug- 
Iliigeln. 1. 



- 
~ 

ments 5.  r == concernant la ncrvuro mnrginale. 



REPORT V. 358. 

The influence of the ribs and wing covering on the strength 
of aeroplane wings. I. 

Sllt7&7?tWy. 

a. Ertcnt of the part treated here (point 1). 
The problem of the wing, in which the in i lnonrw of t,ho 

covering is not  to  be nrglerted, in t r ra t rd  hprr 8s mi extension 

( w o  literature 1, 2, 3). 
of that of tho uing VitllOUt roverir,g ~'"hlirhrcl ~"'~"ionsiy 

cy u j  tbr nrethod (poix t  2 j .  
The iirrahod u i a d  here is t l i ~  mmr as givln irr rcywrl T. 284 

(see literature 3) for the wing ai thout  covering. 
The wing is diridod into thwc piirii (fig. I). \Vlinroac; rhc 

pams oi the covering laying o u t s i t i ~  lhc qxirs WPF i t d , ~ ~ l w l  
in ihmc, tho mickllt, part is i,o bc t r r a t d  srpamtdy.  

c'. S ~ p p o ~ i t r o n s  (poi7d .3j. 
I 110 r n m f  important oi tlio suppositions introrlocrii 1iei.e 

ihe rib3 aw distribut,txl wiitinnounly, their number bring 
infinite; 

t,lii. rigidity of the r i b s  against bending in the  yr-plaurr 
( s w  fig. 2) i8 infinibr. wgniiist, himding in the zz.pl:me 
t u r d  irgsinst torsion it i s  ZPTO: 

tht, part oi the rorrring bctwern tlic spurs has siicli H 

form. that  its inte r t i u n  wit,h a plane pcrpcmiiwlar to  
the qmrs is n straight line. 

rl. The d i f l w m t i a l  equations / m  t h e  ,qmra (point 1, 8, ! l j .  
Tho cqirilihrium of th r  p v t  of t,hc wing uutside a plnnr 

y p c n d i c u l n .  t,o t,lic spnm (fig. 5 :  ,,doorsm+ 7") ifi consiclw<d 
I'hr eqiiutionn (10) and (14) itre ohtnined by introducing the 
strain instead u i  the stresacs (me also p i n t  e )  i n  the conditions 
of equilibrium about, the axes oi 3, and I,. 

/ .  

arc the followirig: 

e .  Tit? vi,iy covering (poin t  5, 6). 
Thi, nt,raiii of  the covcring is gircri b>- thr displnrmimts 

mal in the diwrtiun of the, axes o f  r anti c. < is d i v i d d  
iutu tmo parts; E arid E .  tlic first oi d i i c l r  i6 givrii NLI t i  funr.tion 
of the drflt~xions of the spnrs (31, w1~~:wns < is entirely 
dctcmrincrl hy t,hrao rleflrrxinnii (1) (see also fig. 4) .  

The stresses in t h u  c,ovuring are given by ( G )  and ( i ) .  The 
lordition of rquilihrinm of the strrsws leads to tho difforrntinl 
equations ((0 for tlrr displarernnnts E. 
f. The hounrlnrg condilionu (point 1 0 ) .  
Tho boundary conditions for the rpars are givm hy ( l a ) ,  

(16) atid (18). To obtain the latter the torsion of the end 
rib hrrrl to  be conaiderod ( w e  nlao fig. 8). 

lhr humidnry conditions for l,lin dir;plawmont,s E arc given 
by (19). Four of them ( l !Itt  till '1) are fixed by thc dlrfinition (3) 
of 5,  whilo thc ot,her ones are somewhat arbitrary. 

., 

~ 

y. S g n o p i u  "1 the r c s d t a  ( p o k t  1 1 ) .  
The differential equations ior the ilnilcrions of the spars, 

those for thr displaeemonts f and the  boundary conditions, 
which are t,o be satiufiod, are summurized in (20) till (23). 

h .  
I t  is possiblo to d v c  tho rquetions by m a n s  of n mntliod 

of appmxirrmtion, if aeconni is t,al<en of thr iact, that  tho 
exprzmioiis, itidimtcd by P ,  and P, in the oquat,ions (eo), 
ara orrly of  scoorrdary importance. In this may tho m&mdii, 
~leveloperl in previoiis reports (sno literature 1, 2, 4, 6 )  rnry 
he used her?. 

Some remarks OR the method of ~ o l ~ ~ t i o n  (point 1 2 ) .  

The solution of tire equations (21) may be given in the 
fo*m (24) .  

i. .l'"f"ti"ns. 

A , & =  quantities, defined i n  point 11; 
LJ 
E 

U = rigidity; 

= rhearing force in a spar; 
= ,,modulus of elasticity, contraction heingprevonbed' 

.. 

(see point 6); 
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I-: Bonding moment; 
: coeffiiiont of rigidity ogainst bending; 

:.. coefficient of rigic1lit.g against torsion; 
= torsional moment; 
. . &&anre oi the spars (son fig. 2); 
=~~ (aithout, iiidov or with index T) distance from a 

point of the covering to  i,he central plane of t,hc wing; 
= ~ =  (with index 1 or 2)  Iroight. of a spar (see fig. 3); 
~~~ lenght of t,lie spars (see fig. 2); 
~~ bonding nioiiirnt, nppliid contirmounly; 

~~ c0,itin""un ertemn1 load; 
-- torsional rnommt applied rmitinuounl>-; 

- ~~ coordirrstcs (see fig. 0); 
~ ~ (wi th  i t ~ l e x )  deflcxion of R spar; 

~~ tu& b r t a e m  tho roreririg and tho cencrnl plano 
of t,Iw r i n g  (sco fig. 11; 

~ ~~ 

t,lricl<,rcss of i,ho covering; 
~~ ;nigolar rlisplaccrnent of a section of ihc wing 

(me Pig. 2, 4); 
(withour indrx) variable of inl.cgration: 

==~ (wit11 indirr) ilisplaccinrrrt u i  a point of the rovering 
pardlo1 to  thc asis of s; 

~~ displnromtmt of a 1mint of the rovering parallt4 
to t h e ,  axis of z ;  

~ te i i s im i!i a plane pwpendiiwlar l o  the spars; 
~~~ shnaring Stress io a plum porpcndicular to the spars; 

BERICHT V. 358. 

Der Einflusz der Rlppenverbundwirkung und der Beplankung 
auf die Festigkeit von Flugzeugfliigeln. I. 

Zuaalrin,en/ass~ng. 

(1 .  Cmfung des h f e r  belrumicltrn Tni1e.s ( l ' u n l l  I ) .  
A I S  Vorirei~,.ang dnr friiheren Arbriten iiher Rippew 

ri:rtxmdwirkung (eiehil Schriittum (,,Liternt,nur") 1 ,  1, 3) 
a r r d m  hier dir Gleichungctn fCir uineu beplankten Fliigel 
abgehitet. 

I,. 
Zm. Ahloitung der Gleichongen m-ird rin Veerfnhron bcnutot, 

dns dern in Bericht C. 284 (Schriittum 3) fur den Pliigd 
ohne Ueplarikung Gegebenrn iihnlich iu t .  

Ilcr Fliigel w i d  dabni in drei Toile zorlogt (Fig. 1). Die 
vordercn und hhitcrcn T d e  der Beplankung werctfn zu deli 
Holmon gerrchnrt,, der Teil zwkrhen don Holnien dagcgaii 
d l  gefiomilert in der Radmung euigefiihrt werdon. 

tbers* . i i t  dra rirjahrens ( ~ u n , i ; t  z j .  

C. Anmhmen (Punkt 3 j ,  
r u n  den Annahineii sollen als N'ichtigate genannt uerden: 

din Rippen sind stotig verteilt, whhrend ihro Anzahl 
uriendlich grosz ist; 

dir R,ippcn sind stnrr gegon Biegung in der yz-Ehene, 
ihre Steiiigkeit gegen Biegrrng in der xz-Ebene und gegen 
1 ursion iet verschnindend kloin; 

d ~ r  T d  drr Hoplankmig awischm den Holmen w i d  von 
ciner EhenH aenkrecht zu den Holnien nach einer Geradon 
gesohnitt,en. 

d. Die Uif/erentiolyleichi,nynn llrr die Holme (Punkt 7, 8, 9). 
I h a  Gleichgewicht einas Fli&eltcilcs auszurhalh einer eu 

den Holmen senkroehten Ehene (Fig. 5: ,,doorsnede x") wird 
betrachtot. Xaohdem statt der Spannungan die F o r m h d e .  

,. 
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De invloed van het ribverband en de bekleeding op de sterkte van vliegtuigvleugels. I. l)  

door 

ir. C KOR'IXG. 

Happort V. 3;s. l(1Jks-Studierlienst roor dc Luctitr;mr.t. Anist~enlatn. 
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' 2  

Fig. 2. 

F E 
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De ordinat,nn van de nlnstiselre lijnrn van iln liggom zijn y, 
en yz. do rordraaiing van een doorsnedu is dus: 

hot.gonn toolanttaar is, wannocr ob een kleine hoek is, dan 
wordt sls uiakomst vorkregcn: 

Op doznlfde wijza knn R B ~  do hand van fig. 4b voor het 
ondervlak bepeeld worden: 
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De spanningen in huid. 
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gaat de twoodo door differontiewen naar 5 in de eerste over. 
De voorwaardn voor het wenwieht van dwarskrarhtnn heeft 
dns allocn wsnrda ala e m  hnlpmiddrl voor cont,rBIe; dor.h 
k m  hier, ah verder ovcrbodig, onbespoken blijven. 

8. Het evenwicht van de buigende koppels. 

d :  (!Id) 

a b 
Fig. 7. 

Jlo bolasting van den ligger door continu vordeekle 
buigendr momonban. 
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i 

! 

1 
i 
I 
i 

j 

i 
i 

b 

waarin m het, continu verdeelde briigendo moment per lengte- 
eenhrid hetoekent,. 1)aar hrt buigencl moment, ook hior in 
do elaatischu varvormirig van den ligger uitgodrukt wardt door 

M = &Sb y" 
P 

I l d )  

is. 



mt't 
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Worden deze waarderi, honovens dio voor wr uil (17n) in  
(176) ingevoerd cn relioning gohouden met de door (6a ,  b )  
gegoven vsarrlrn voor de spanningcn, den vwrdt, ten slott,o 
de grvraagde randvoorwaarde gevondcn als: 

11. Samenvatting van de uitkomsten. 

I k  differentiital-v~rgolijkinggn (10) en (14) voor de door- 
buigingon van do liggers, waarvnn de aflriding in punt 8 en 9 
bosproken nerd, knnnen gesohreven worden in don vorm 

.. I 
A,!/," + A ,  !la" = J(n, + n3 ($ - 2;) d E + F1 (Zb, i;) 

(ASYpl)'+. B(!/l-!/J'=- f nsdE + Fs (L/DY*, E,, 6,) 

(2On) 
5 

~ 

1 

(?Ob) 
5 

terwijl die vom de verplaatsiiigen fvcm de huid zijn (zie (S) 
punt, 6): 

In tmt botonstnandc botcrkcnt: 



Y 

B 
h 

'c 

€ 
E 

5 

0, 

i) 

T 

1 .  2 

b ,  0 

c 

grgcven is; 

= riwnrskrnrht in een sarricngrstelilrn liggor; 

.,eInsti~:iteitsmodllu~ bij verhinderde conlrartir" 
(zir punt 6 ) ;  

= glijrlingsmodulus: 

s- .  huigend inomenl; 

=- sri,jfhoiilufur~tor lrgm biiigiiig T R ~  pen snmm- 

gmtelden liggrr; 

= stijfhaidsfactor tegm tornie van pen samriigeilteldoir 
ligger; 

~= nringend momcnt; 

.- afntand van dt- liggrrs (zie fig. 2. 3); 

-: (zonder i n d m  of met index r j :  efstxnd van E P ~  
purit van do bukleodimg to$ aan lrrt vlengelrlak: 

= (met index 1 of 1): liggorhoogtc (zir! fig. 3): 

== liggarlongte (zia Eig. 2); 

L= continu wrdecld buigond moment; 
= continu verdeelde uitxrcndige belnsting; ' 

= continu v e r d d d  rringend moment; 

I,TTIXAT(,TR. 

-u. C.', R.,  KOCH. J. J. 11. K 
nurig von freitragenrlw Flue 

/,ir ungeu.undtr Matliemati/; vnil M w t w n i k .  Hd.  6; April 
I U I R ,  S. '3i-103. 

-0, C. K.. Kor,a. J. .J. CII  Rosruc, C. Da invloed 
~ n i i  htit ribrprband op d u  stmkti. van vlicgbuigrleugels T. 
11.6.1,. Rapport V. 1%. De Ingcnieur, 13 Kovrmhrr I926 ~ 

Versl~geri en Vrrhandelingcri R.R.L., I k e l  JV. biz. 101- 
13i .  

Komursc, C. UP invloorl n ~ n  hct ribverband op dlc iit,erkt,e 
van r l i ~ g t u i g ~ l r u g r l s  T I .  R.S.L. l tappmt V. 284. De 
Ingenierrr, 12 Januari IW9 - Vordngon en Verharidolirigen 
R.S.L., Dee1 1-1. hlz. 1-4. 

KOXIKG. C. I)<: inrloeil vitn het rihverbend 01, de strrktc 
van vliegtuigvlrugel8 111. 1i.S.L. lhppor t  V. 28; .  DE 
Ingen,irrrr, 10 Januari I830 = Vorslagrn en Vcrhandelingen 
R.S.L., Ilerl VI ,  hlz.  25-31. 

3. 

4. 

5. KOSINO, C. U P  inrlood van hot ribverband op do stcrkte 
van vlirgt,uigvlirupels IV. R.S.1,. Ra.pport V. 367.  Ik 
I?zg<mieuv, IG Jariuari 1931 = Verdngen en Trrl~nnrlelingrn 
R.S.L., Uewl VI, blz. 3 i - - I i 4 .  

liou~x-a, C', The influrrire of 1,110 ribs a i d  a-ing covering 
on tho strcngth of seroplnne wings. C i n q u i h s  Congri.s 
Intrmabiond dr la Kavigatinrr AOrionne. La Haye 1'330. 

6. 

Tome I, p. ti44-64!3. 

i. TAN I J E I ~  NRUT, A .  Tomit. en sischuiving v-&n meer- 
voudig aamnnhangende doosliggers. R.S.L. Rapport E. 48. 
DE Ingenicur, 11 December 1931 = Verslagcn on Ver- 
handdingen R.S.L., Ueel VI, hlz. 69-83, 



Rapport V. 491. 

Besehrijving van een baanhellingmeter 

Rapport V. 491: Description d’un instrument pour mesurer I’in- 
cllnaison de Is trajectoire. 

Report V. 491: Description of an instrument measuring the in- 
clination of the flight path. 

Bericht V. 491: Besobreibung eines Bahnneigungmessers. 



RAPPORT V. 491. 

Beschrijving van een baanheliingmeler. 



Besehrijving van een baanhellingmeter 

2. Algemeene vorm en opstelling. 

\ x 



1 .in 

3. Beginsel van den heliingmeter. 
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P 

0 

2 > 4 ?OO 

Gemiddeld 

o m w  /"I<"  

1 569 
2 853 
3 1565 
4 1746 
5 1804 
6 1910 

z 0 vs 
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I. Mogelijke verbetering. 

E P I ~  nimiw verbeterd ontwerp is t,hans in voorbe>reiding. 
1 ) ~  ~-oor'nnsmsl,~ rrrheteringm zullen zijn: 

a. <itit, rlc lrynt,i,resis nsrnmerkeli,jk vorkloind wordt. Dit kan 
xlsvolgt bpreikt rvorclen. I n  plaats van de Pi-Ir dlraad 
i i i  lirt B&nr brcn dubbcl to &an, mor& de draad door 
,le I'-huiii hpeiigeleiil. De hysteresis, die am do cone 
zi,jrlc positief is, znl nu sa" den andoren kaiit riogatiof rijn. 

he foutcn lrrffcii elknar op, terwijl nochtnnfi 
win ~.eerstu,rdsvorandoring hmt,aan blijft, door het anellere 
verloopm van hot, kmik in de eerie bnifi. Em nadeel is, 
dut cllo usrrfitartdsveranderilig nu ruirn 2 mad kleiner 
nordt. Door invncring vm de eon4trurtiewijziRing, ondtrr b 
tcs nocmcn~ hlljkt dit iiadeel nint. groot te zijn; 

t la t  in plaats van e m  milli-amp+rrmnter met permmenten 
mngnwt nu em kruispool galvanornetrr gPbruikt ml 
~vortlrn. Het voonlnd hiorvan ii;, ilat de nanwijzing thane 
onaflmnkelijk wordt van do spanning der hatterij en do 
rehlsterkt,e der permanrnle magneet, daar liet beginsel 
van dereri moter niet, beruRt op veldutrrkte-, doc11 slochte 
011 vrldl.iehtirignwijziging. Het, is duidclijk, da t  do weer. 
stamlsvrrandering t,en gevolge van t,emi)"ratuurverschilleii 
gcon invlood op de aanwijzing zullen hebben. 

1,. 
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Rapport M. 500. 

Proeven ter bepaling van den toelaatbaren vlaktedruk in boutgaten 

. Rapport M. 500: Dhterminaiion des pressions qui peuvent &re 
admises dans les trous des attaches. 

Report M. 500: Experiments for the determination of the bearing- 
stress ta be tolerated in boltholes. 

Berioht W. 500: Messuugen zur Bestimmung des zulissigen Loch- 
leibungsdruckes in Beschlaglachern. 
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Proeven ter bepaling van den toelaatbaren vlaktedruk in boutgaten 

door 

ir. 1,. .J. G. \'AS EWIJK. 

Rapport, 11. SOU. ltijhs-St~iidierlic.rr~t  TOO^ de Luclitranrt, Amsterdam. 

Fig. 1. 

Bevestigingsbeugel. 



, 

Fig. 3. 

Proafstuk met BBn oog mat opgdascht,o plaatjos. 

0 = opening, warvan de ovalieatie nerd gemoten. 



OVALISI\Tlf In mm 

Fig. F. 
Voorhrald van P C I ~  ovalisutiediagram. 
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Tabel 1. . 
DV~JLZICHT v . 4 ~  DE PROEVEN, GENOMEN OP 3 mm PLAAT. ROUT-DIAMETER ' I O  mm. 

_. - ~___ 
I! 

MOXRTER. THEKI'ROEF. OVALISATIEI'ROEF. 

Murk 
0,4 mm. 0,3 m u .  

4 6 4 9  

41-47 

48- 49 

46-33 

6s 

- 

48-49 

42 -48 

49-5n 

48% 51 

- 

- 

41--4i 

39-44 

45--4G 

41-48 

5:3->i 

5;' 

Tabel 2. 

Opmrrkmg. 

ronder nngen 

met 

zonder ,, 

mot 

- 
- 

36 

34-36 

33---3i 

2 b  

30-32 

27 - -:io 

2Y-33 

- 

33-34 

32-34 

31-35 

- 

50-61 

1a-32 

48-49 

31-33 

42--45 

36-36 

44 

34 -__ 

2ti.4 

26,2 

29,7 

26.4 

41-43 

23-30 

41 -43 

28-29 

45-48 

28-31 

46---4i 

29--31 

51-32 

32-33 

50 

32-34 

zoiider ringen 

met 

zonder ,, 
met 

i 

27.6 

26,4 

2 i J  

28,1 

31---40 

33 

3i-30 

29-30 

40-42 

34-3s 

42 

32-33 

44-45 

36-37 

45 

36 

zonder ringan 

met 

zonder ,, 

met 
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