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I N  L E  I D I N G .  

Sinds de voltooiing van Deel VI1 van de  Verslagen en Verhandelingen van den Rijks-Studie- 
dienst voor de  Luchtvaart in December 1934, konden slechts weinig rapporten voor publicatie gereed 
gemaakt worden. De snelle ontwikkeling van de luchtvaarttechniek was aanieiding dat  steeds meer 
opdrachten voor onderzoek en voor daarmede samenhangende werkzaamheden aan onze organisatie 
werden gegeven en dat  deze veelal op zoo korten termijn moesten worden voltooid. dat  geen tijd 
overbleef voor het verzamelen in een publicatie van gedeelten, die van algemeen belang konden 
worden geacht. 

In 1937 werd de Rijks-Studiedienst voor de Luchtvaart, die een zuivere Rijksinstelling was, 
omgezet in de  Stichting ,,Nationaal Luchtvaartlahoratorium", een organisatie, die bestuurd wordt 
door afgevaardigden van de  betreffende Departementen van Algemeen Bestuur en van de particuliere 
belanghebbenden. Het Bestuur is samengesteld als volgt: 

Ir. J. Blackstone, voorzitter, tevens gedelegeerde van het bestuur, benoemd door den 

Vice-Admiraal A. Vos, onder-voorzitter, benoemd door den Minister van Defensie, 
Generaal-Majoor P. W. Best, benoemd door den Minister van Defensie. 
Kolonel titulair der Artillerie KNIL Ir. H. J. W. Verniers van der Loeff, benoemd door 

Dr. W. L. Groeneveld Meijer, benoemd door den Minister van Economische Zaken. 
Mr. H. J. Smidt, benoemd door den Minister van Onderwijs. Kunsten en Wetenschappen, 
Dr. Ir. M. Ch. Damme, benoemd door den Minister van Binnenlandsche Zaken. 
J. E. van Tijen, benoemd door de Vereeniging van Nederlandsche Vliegtuigfabrikanten, 
S. P. W. Koolhoven, benoemd door de Vereeniging van NederlandscheVliegtuigfabrikanten, 
G. Spit, benoemd door de N.V. Koninklijke Luchtvaart Maatschappij voor Nederland 

en Kolonien. 
E. S. Enthoven, benoemd door de  N.V. Koninklijke Nederlandsch-Indische Luchtvaart 

Maatschappij, 
H. P. C. Holtz, benoemd door de  Koninklijke Nederlandsche Vereeniging voor Luchtvaart. 
C. 1. P. Zaalberg, benoemd door den Minister van Waters taat  uit een voordracht van 

Minister van Waters taat .  

den Minister van Kolonien. 

de Nijverheidsorganisatie T N O .  

Her Bestuur wordt bijgestaan door een ..Wetenschappelijke Commissie", bestaande uit  : 

Prof. Dr. Ir. F. K. Th. van  Iterson, voorzitter, 
Prof. Ir. D. Dresden, onder-voorzitter. 
Prof. Dr. Ir. W. F. Brandsma, 
Prof. Dr. J. M. Burgers, 
Dr. H. G. Cannegieter. 

Het  personeel bestond op 1 luli 1939 uit 80 personen, waarvan 22 met Hoogeschool-opleiding. 
De uitkomsten der  onderroekingen en contr6lewerkzaamheden zijn vermeld in rapporten. die 

in den regel aan de  opdrachtgevers of de belanghebbenden werden toegezonden. Van 1 Januari 1935 
tot 1 Juli 1939 zijn de  hierna genoemde aantallen rapporten opgesteld: 

Vliegtuigen Afdeeling. V. . . . . 437'rapporten 

Aerodynamische Afdeeling. A. . . 229 .. 
Sterkte Afdeeling. S. . . . . . . 100 .. 
Materialen Aldeeling. M. . . . . 139 . I  

Van deze rapporten bevat dit Deel VI11 de  navolgende: V 737, V 834. V 1032. V 1165. 
A 544, A 557, A 558; A 589, A 635, A 649, A 676, A 730, S 82. 5 100 en S 156. De rapporten 



. 

A 544, A 558, V 834, V 1032 en S 82 werden eerst opgenomen in ,,De Ingenieur”. In het genoemde 
tijdsverloop tijn buitendien gepubliceerd: 

Koning, C. 

Koning, C. 

van Ewijk, L. J. G. 

Influence of the propeller on other parts of the airplane structure. ;( Durand, 
Aerodynamic Theory, Vol. 1V) 

Beschouwingen over bij explosies optredende verschijnselen I. ‘(Luchtmacht 
6, 1937. blz. 249) 

The  penetration of steel by soft solder and other molten metals 
a t  temperatures up to 400° C ( T h e  Journal of The  Institute of Metals, Vol. LVI. 
1935. blz. 241) 

Corrosie-bestendigheid van lichte legeeringen : anodische oxydatie : 
keuring der corrosie-bestendigheid. ( D e  Ingenieur No. 33, 1938) 

Segelflugschulung im Windenschleppflug in Niederland: (Mit-  
teilungsblatt Nr. 4 der Internationalen Studienkommission fur den motorlosen 
Flug (Istus) Aug. 1935, S. 29) 

Etwas iiber die Messung von Ffugeigenschaften. (Mitteilungs- 
blatt Nr. 7 der Internationalen Studienkommission fur den motorlosen Flug 
(Istus) April 1939, S. 16) 

van der Maas. H. J. Enkele opmerkingen over de vliegtechnische ontwikkeling van 
militaire vliegtuigen. (Marinehlad 1937) 
Reisindrukken uit Amerika. (Het Vliegveld, Maart  1938). 

van Ewijk, L. J. G. 

van der Maas, H. J. 

van der Maas, H. J. 

De in dit deel opgenomen rapporten A 544, V 737 en V 834 zijn dadelijk na het gereedkomen 
afzonderlijk aan sommige belanghebbenden toegezonden. Verder zijn de vcrlgende technische mede- 
deelingen in het afgeloopen tijdsverloop rondgezonden : 

V 885. Standaardwaarden. 
V 1020. De grondslagen. de inrichting en het gebruik van moderne motorgrafieken. 
V 1076. Bepaling van den meest gunstigen stand van de organen van de richtingsbesturing. 
V 1090. Tropische standaardatmosfeer. 
V 1136. De herleiding van aanwijzing van stuwdruksnelheidsmeters naar werkelijke 

Aan belanghebbenden kan, voor zoover heschikbaar, op aanvraag een exemplaar dezer mede- 

snelheid met inachtname van de samendrukbaarheid van de  lucht. 

deelingen worden toegezonden. 
De Directeur. 

Dr.  ir. E. B. WOLFF. 
Amsterdam, October 1939. 



ERRATA. 
Rapport A 544. 

O p  blz. 7 staat in Tabel I1 als diameter van den tunnel 
te Warschau vermeld 2.05. Dit moet zijn 250.  De bijbe- 
hoorende waarde van Re,,,a, moet zijn: 1.6 X 1oL. 

Rapport V 834. 
O p  blz. 30, 2de kolom, regel 4 van onder: I1 moet zijn 111. 

O p  blz. 32, lste kolom, regel 9:  CI = 0.5 lo3 moet zijn 

O p  blz. 32, 2de kolom moet in de tabel voor alle voor de 
correcties gegeven getallen een minusteeken toegevoegd worden. 

Op blz. 33, 4de regel voor het literatuur overzicht: K, 

cI = O S .  10.‘. 

moet zijn k’. 

Rapport V 1032. 
O p  blz. 43, 2de kolom, regel 25: blz. A. 58 moet zijn blz. 41. 

Op blz. 45.2de kolom, regel 15 en 17 van onder: blz. A. 63 

O p  blz. 46, l s te  kolom. regel 23:  

Op blz. 46, l s t e  kolom, regel 14 van onder:  blz. A. 62 

moet zijn blz. 46. 
dq moet zijn -. d d t  

moet zijn blz. 45. 

Rapport S 82. 

fig. 4. 
O p  blz. 55. lste kolom. laatste regel: fig. 6 moet zijn 

O p  blz. 60, 2de kolom, regel 27 : (z i12)1?  moet zijn (z’ ic) E. 

Rapport A 557. 
O p  blz. 110 ca bij de  horizontale as van fig. 1 te plaatsen. 

Rapport S 156. 

deel VI. 
O p  blz. 188. 5de literatuur verwijzing : deel VI1 moet zijn 

I: 

I 



INHOUD. 

A, 544. BIZ. 1. 
De technische beteekenis van groote windtun- 

A. 558. BIZ. 17. 
Een vraagstuk uit de waarschijnlijkheidsrekenicg, 

betrekking hebbende op het voorkomen van 
bedrijfsstoringen. 

V. 834. BIZ. 25, 
Correctie V O O ~  stuwing en wrijving op  thermo- 

V. 1032. Blz. 37. 
Bepaling van de  snelheid van een vliegtuig door 

meting van den stuwdruk onder toepassing 
van een gesleepte statische buis. 

S .  82. BIZ. 49. 

De torsie van staven met enkelvoudig samen- 

A. 635. BIZ. 65. 
Grafiek voor het bepalen van d e  kritische snel- 

heidvan een door een vliegtuig gesleept lichaam. 

v. 737. Biz. 73. 
De invloed van de  bewegelijkheid van vloei- 

stoffen in d e  tanks van een vliegtuig op  d e  
stuurstandslijnen van d e  hoogtebesturing. 

V. 1165. Blz. 81. 
De ijking van stuwdruksnelheidsmeters van vlieg- 

tuigen en  de  herleiding hunner aanwijzing naar 
werkelijke snelheid. 

nels. 

meteraanwij zingen. 

hangende langwerpige doorsneden. 

A. 730. Blz. 93. 
De correctie van den invalshoek en den weer- 

stand van een prismatischen vleugel met eindige 
breedte naar  die voor een overeenkomstigen 
vleugel met oneindig groote breedte. 

A. 557. Blz. 103, 
De invloed van een over de  vleugelbreedte ver- 

loopenden invalshoek op  den weerstand. 

A. 589. Blz. 117. 
De tunnelcorrectie voor een schroef in een .,ge- 

mengden" tunnel. 

A. 649. BIZ. 135. 
De beweging van een trillend stelsel met een 

vrijheidsgraad onder rnvloed van een wille- 
keurige uitwendige kracht. 

A. 676. 
Vergelijking van de  gemeten 

deeling van de  belasting 
vliegtuigvleugel. 

s. 100. 

BIZ. 143. 
en berekende ver- 
voor een tapschen 

Blz. 157. 
Methode voor de  onderlinge vergelijking van 

belastingsgevallen voor vliegtuigen (n-q-dia- 
gram) .  

S. 156. Blz. 169. 
Het  torsiecentrum van balken onder belasting 

door dwarskrachten. 



TABLE DES MATlERES. 
A. 544. Page 1. 
Limportance technique de grandes 

A. 558. Page 17. 
Un probleme de calcul des prohabi- 

v. 834. Page 2'5. 
La correction de I'indication d'un 

thermometre, plac6 dans un courant 
dair. 

V. 1032. Page 37. 
Determination de la vitesse d'un avion 

au moyen de mesures de la pres- 
sion dynamique en faisant usage 
d'un tube statique suspendu libre- 
ment. 

s. 82. Page 49. 
La torsion des membres avec sec- 

souffleries. 

lites. 

tions solides et oblonges. 

A. 635. Page 65. 
Abaque pour determiner la vitesse 

critique d'un corps remorque par 
un avion. 

v. 737. Page 73. 
L'influence de la mobitit6 de la li- 

quide dans les reservoirs d'un avion 
sur les couches de position du 
gouvernail de profondeur. 

V. 1165. Page 81. 
L'etalonnement des indicateurs de 

vitesse des avions et la reduction 
de leur indication a la vitesse 
reelle. 

A 730. Page 93. 
La correction de I'angle d'attaque et 

de la resistance d'une aile prismati- 
que d'envergure finie a ceux d'une 
aile d'envergure infinie. 

A. 557. Page 103. 
L'influence d'un gauchissement sur 

la rCsistance aProdynamique d'une 
d e .  

A. 589. Page 117. 
Linfluence des parois pour une he- 

lice propulsive dans une soufflerie 
B parois mixtes. 

A. 649. Page 135. 
Le mouvement d'un systeme oscil- 
lant a un degre de libertC sous 
I'action d'une force extkrieure ar- 
bitraire. 

A. 676. Page 143. 
Comparaison de la  distribution de la 

portance pour une aile trap6zoidale 
deduite d'essais sur modCle et ob- 
tenne par calcul. 

s. loo. Page 157. 
Une mtthode pour la comparaison 

des cas de voi des aeroplanes (le 
diagramme n-q). 

S. 156. Page 169. 
Le centre de torsion des poutres, 

charg4es de forces transversales. 

CONTENTS. 
A. 544. Page 1. 

The technical importance of large 

A. 558. Page 17. 
A problem of probability. 

v. 834. Page 25. 
The correction of the indication of 

a thermometer, placed in an air- 
Current. 

V. 1032. Page 37. 
Determination of the speed of an 

airplane by measuring the Impact- 
pressure using a suspendic static 
hea?. 

windtunnels. 

s. 82. Page 49. 
The torsion of members having so- 

lid oblong sections. 

A. 635. Page 65. 
Diagram for the determination of 

the critical velocity of a body 
towed by an aeroplane. 

v. 737. Page 73. 
The influence of the mobility of the 

liquid in the liquid-containers of 
an airplane on the elevator curves. 

V. 1165. Page 81. 
The calibration of airspeed indicators 

for airplanes and the reduction of 
their indication to real airspeed. 

A. 730. Page 93. 
The correction of angle of incidence 

and resistance of a prismatic aero- 
foil of finite span to those for the 
aemfoil of infinite span. 

A. 557. Page 103. 
The influence of wing warping on 

the drag. 

A. 589. Page 117. 
The wall interference for a propeller 

in a mixed windtunnel. 

A. 649. Page 135. 
The motion of an oscillating system 

with one degree of freedom under 
the action of an arbitrary external 
force. 

A. 676. Page 143. 
Comparison of the measured and 

calculated load distribution for a 
tapered wing. 

s. loo. Page 157. 
A method to compare flight condi- 

tions for aeroplanes (n-q diagram). 

s. 156. Page 169. 
The torsional center of beams, loaded 
by shearing forces. 

INHALT 
A. 544. s. 1. 
Der technische Wert groszer Wind- 

A. 558. S. 17. 
Ein Problem der Wahrscheinlichkeits- 

kanale. 

rechnung. 
v. 834. S. 25. 
Die Korrektion auf die Anzeige eines 

in einem Lnftstrom aufgestellten 
Thermometers. 

V. 1032. s. 37. 
Bestimmung der Gescbwindigkeit eines 

Flugzenges mittels Mersungen des 
StaudruckesunterAnwendun einer 
geschleppten statiscben Sonje. 

s 82. s. 49. 
Die Torsion von Staben mit einfach 

zusammenhangenden. Ianglichen 
Querschnitten. 

A. 635. S. 65. 
Diagramm zur Bestimmnng der kri- 

tischen Geschwindigkeit eines Kor- 
pers. der vom Flugzeug geschleppt 
wird. 

v. 737. s. 73. 
Der Einflusz der Beweglichkeit von 

Fliissigkeiten in den Fliissigkeitsbe- 
haltern auf die Stenerstands-Kurven 
der Hohensteuerung. 

V. 1165. s. 81. 
Die Eichung von Staudruckgescbwin- 

digkeitsmessern fur Flugzeuge und 
die Reduktion ihrer Anzeige zur 
wirklichen Geschwindigkeit. 

A. 730, s. 93. 
Die Umrechnung des Anstellwinkels 

und des Widerstandes eines pris- 
matischen Fliigels mit endlicher 
Breite nach denen unendlich breiter 
Fliigel. 

A. 557. S. 103. 
Der Einflusz von Fliigelverwindung 

auf den Widerstar.d. 

A. 589. S. 117. 
Die Windkanalkorrektur fiir einen 

Propeller in einem ,.gemischten" 
Windkanal. 

A. 649. S. 135, 
Die Bewegung eines scbwingenden 

Systems mit einem Freiheitsgrad 
nnter Einflusz einer willkiirlichen 
auszeren Kraft. 

A. 676. S. 143. 
Vergleicbung der gemessenen und be- 

recbneten Auftriehsverteilung eines 
Trapezfliigels. 

s. loo. S. 157. 
Eine Methode zum Vergleich von 

Be1astungsf;illen fiir Flugzeuge (n-q 
Scbanbildf. 

S. 156. s. 169. 
Der Schubmittelpunkt von Balken 

unter Belastung durch Querkraften. 



Rapport A. 544. 

De technische beteekenis van groote windtunnels 

door 

dr. ir. E. B. WOLFF en ir. C. KONING. 

Rapport A. 544: Llmportance technique de grandes souffle- 
ries. 

Report A. 544: The technical importance of large wind- 
tunnels. 

Bellcht A. 544: Der technieehe Wert groseer Windkantile. 



Ovegedrukt uit het Weekblad ,,DE INGENIEUB” 1935 no. 43. Werkluig- nz Scheepsbouw 16. 

RAPPORT A. 544. 

De technische beteekenis van groote windtunnets. 

rJittrekse1. 
Hen overzicht wordt gegeven van de factoren, die de 

ontwikkeling van den windtunnel beheerschen. Achter- 
eenvolgens worden de heteekenis van het REYNOLDS‘SChe 
getal, van de afmetingen van den tunnel en van de wind- 
snelheid hesproken (punt 2, 3, 5) .  Nagegaan wordt aan 
welke eischen een tonne1 in dit opzicht moet voldoen 

Het hlijkt praktisch niet mogelijk voor alle proeven 
6dnzelfde soort van tunnel te gehruiken. De groote rneer- 
derheid der voorkoniende proeven kan echter in een 
installatie van Jiet gehruikelijke type en van niatige a€- 
inetingen uitgevnerd worden. Daarnaast zijn voor soni- 
mige proeven speckle tunnels noodig, hetzij van zeer 
grootr afmetingen, hetzij op andere wijze ingericht om 
zeer hooge waarden van het REYNoLDS’Sche getal te 
hereiken (punt 6). 

Aan de hand van eenige voorheelden en een overzicht 
van de in het buitenland bestaande tunnels worden de 
verschiilende soorten van tunnels besproken (punt 6). 

Aansluitend hij het voorafgaande wordt nagegaan wat 
voor een onderzoekingsinstituut van heperkten onivang 
als de RSL de meest gewenschte windtnnnel-uitrusting 
is (punt 7). 

(punt 4, 5). 

RAPPORT A. 544. 

L’importance technique de grandes souffleries. 

Rdsum’. 
Les dldments, gouvernant l’applicahilitd d’une soufflerie 

pour des recherches aeronautiques (nomhre de REYNOLDS, 
dimensions, vit,esse) sont discutes. 

Un a p e r p  est donnd des espkces de souffleries existant 

aujourd‘hui et des recherches, qu’on peut faire dans 
celles ci. Le fait est signale, que, sans doute, on a besoin 
de souffleries speciales (souffleries B surpression ou aux 
dimensions trks grandes) pour certaines recherches, niais 
que, dans la plupart des cas, une soufflerie de dimensions 
modiirkcs suffit, dtant d’ailleurs la plus economique. 

REPORT A. 544. 

The technical importance of large windtunnels. 

Summary. 
The factors, governing the suitability of a windtunnel 

for aeronautical research (RExNoLDs number, dimensions 
and velocity), are discussed. 

A survey is given of the existing kinds of windtunnels 
and of the experiments for which they may he used. 
Attention is drawn to the fact, that though certain groups 
of experiments ask for special tunnels (compressed air 
and full scale tunnels), for most of the work a tunnel of 
moderate dimensions will suffice and is most economical. 

BERICHT A. 544. 

Der technische Wert  groszer Windkanae. 

Zusamnmfassung. 
Die Faktoren, von denen die Brauchharkeit eines Wind- 

kanals fur Luftfahrtuntersuchungen abhanpt (Kennzahl, 
Abmessungen, Geschwindigkeit), werden erortert. 

Eine Uebersicht wird gegehen von den heute bestehenden 
Windkanalarten und von den Versuchen, zu denen sie 
benutzt werden kijnnen. Hingewiesen wird darauf, dasz 
man zwar fiir einige Gruppen von Untersuchungen spezielle 
Windkanile (Hochdruckwindkaniile, sehr grosze Wind- 
kaniile) hraucht, aber dasz fur weitaus die meisten Ver- 
suche ein Kana1 von miszigen Abmessungen genugt und 
auch ani wirtschaftlichsten ist. 



De technische beteekenis van groote windtunnels 
door 

dr. ir. E. B. WOLFF en ir. C .  KONING. 
Rapport A 544. Rijks-Studiedienst voor de Luchtvaart, Amsterdam. 

Ten einde een indruk t e  grven van haar heteekenis, worden de thnns voor luehtvanrtondenoekingen in 
gebruik zijnde soorten vm windtunnels in algemrme trekken besproken. De overwegingen, die geleid hehben 
tot haar ontwikkeling, en de ondcrzoekingm, wnarvoor sij grhruikt kunnen worden, worden hiwhij kart 

aangegeven. De keuze van windtunnels voor den Rijksstudiedienst wordt verklnard. 

1. Inleiding. 
2. De heteekenis van het Reynolds’sche getal 
8. De oonaken van het schaaleffect. 
4. De bij modelproeven aan het Reynolds’sche getal 

te stellen eischen. 
5. De verdere invloed van de afmetingen van de 

tunnel en van de bereikbare windsnelheid. 
a. Alinetingen. 
b. Windsnelheid. 

6. De in het huitenlaiid in gebruik of in aanbouw zijnde 
tunnels. 
a. Algemeen. 
b. Hooge-druk-tunnels. 
c. Ware-grnutte-tunnels. 
d.  Midrlelmatige tunnels. 
e.  Kleine tunnels. 
f. Installaties voor speciale onderzoekingen. 

dienst als de R.S.L. 

Literatuuropgave. 

7. De meest gewenschte tunnel-nitrusting voor een 

8. Samenvattiog. 

1. Inleiding. 
Naast theoretisch onderzoek en proeven met vlieg- 

tuigen in de vlucht, is in de luchtvaart bet modelonderzoek 
een van de belanpijkste hulpmiddelen bij het oplossen 
van de tallooze aerudynamische vraagstukken, die zieh 
bij de ontwikkeling van dezen nieuwen tak van de teclmiek 
voordoen. De vooruitgaug van de luchtvaarttechniek 
stelde aan dit ondenmk steeds hoogere eischen met het 
gevolg, dat zich uit de aanvankelijk gebruikte primitieve 
apparaten de modeme windtunnel ontwikkelde. Deze 
ontwikkeling is nog niet tot een einde gekomen, aooals 
onder meer hlijkt nit de berichten over het bonwen van 
tunnels met steeds grootere afmetingen in het buitenland. 
Door deae berichten wordt echter vaak de onjuiste indrnk 
gewekt, dat kleinere tunnels als veronderd beschouwd 
moeten worden, terwijl deze daarentegen, ook bij het 
moderne ondenoek, een belangrijke plaats zijn blijven 
innemen. 

Het lijkt daarom gewenscht hier in algemeene trekken 
een ovenicht te geven van de overwegingen, die een rol 
gespeeld hebben bij de ontwikkeling van de windtunnel, 
de verschillende soorten, die als gevolg hieNan ontstaan 
zijn, en den aard van de ondenoekingen, waarvoor zij ge- 
brnikt kunnen worden. Hoewucl in windtunnels ook proeven 
op andere technische gebieden (windkrarht op gebouwen, 
luchtweerstand van treinen, auto’s en sehepen, eigen- 
schappen van profielen voor scheepsschroeven en van 

turbineschoepen) uitgevnerd worden, znllen zij hier hoofd- 
zakelijk van luchtvaartstandpunt beschouwd worden. 
Voor andere gevallen gelden echter soortgelijke overwe- 
gingen. 

De voor- en nadeelen, verbonden aan modelonderzoek 
in het algemeen, mogen bekend verondersteld worden, 
zoodat bet. niet noodig is er hier in bijzonderheden up in 
te gaan. Waar ecbter bij de ontwikkeling van de hulp- 
middelen voor dit onderzoek getracht wordt de nadeelen 
zooveel mogelijk weg te nemen, zonder te veel van de 
voordeelen op te offeren, is toch een korte aanduiding 
ervan gewenscht. 

AIS een der belangrijkste voordeelen dient de besparing 
aan tijd en geld genoemd te worden, die verkregen wordt 
door de proeven met een model in plaats van met het ware- 
bmotte-vliegtuig uit te vueren. Daamaast moeten echter 
vermeld worden: de mogelijkheid van proeven, die aan 
het vliegtuig hf in lret geheel niet hf slechts met groot 
gevaar uitgevoerd zouden knnnen u.orden; de eenvoudige 
wijze, waarop het model of de omstandigheden, waaronder 
dit onderzocht wordt, gewijzigd kunnen worden; de hetere 
u.aarnemingsmogelijkheden. 

De belangrijkste bezwaren, die hier tegenover staan ,  zijn: 
a. de onzekerheid omtrent de te verwachten overeen- 

stemming tusschen de uitkomsten van de model- 
proef en de overcenkomstixe eigenschappen van het 
ware-grootte-vliegtuig (punt 2 t/m 4); 

b. de praktische moeilijkheden, verbonden aan het 
werken met modellen op kleine schaal, als het te 
klein worden van onderdeelen, die van belang zijn 

in uitzonderingsgevallen het feit, dat de proef niet 
bij de up ware-grootte voorkomende snelheid uitge- 
voerd kan worden (punt 5h). 

Het onder a genoemde hezwaar is hoofdzakelijk een 
gcvolg van liet verschil in Reynold5’getal bij de p m f  en 
bij de ware-grootte-uitvoering. De mate, waarin het zieh 
zal doen gevoelen, is, behalve van den aard van de proef, 
afhankelijk van dit verschil en dus van de door de tunnel- 
afmetingen hegrensde grootte van het model en van de bij 
de proef bereikbare windsnelheid tezamen. 

(punt 5a); 
c. 

2. 
Uit de uitkomsten van een modelpruef moeten de ge- 

vraagde eigenschappen van het ware-gmotte-vlieguig 
met voldoende zekerheid en nauwkeurigheid afgeleid 
kunuen worden. Of dit inderdaad mogelijk is, hang, zoo& 
hnven reeds werd aangeduid, in de allereemte plaats van 
de waarde van het geetal van Reynolds in de h i d e  g e d h  af. 

De beteekenis rian het Reynolds’sche getal. 
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7,ooals hekend verondersteld mag worden, is dit Rey- 
nolds’sche getal Re het product van de relatieve snelheid 
v en een karakteristieke lenge 1 van het lichaam (b.v. hij 
e n  vleugel de gemiddelde koorde), gedeeld door den kine- 
matischen wrijvingscoefficient Y van de lncht. Ziet men 
voor het oogenblik af van speciale tunnels, waarin de 
waarde van Y veranderd kan worden (zie punt (ib), dan 
volgt uit deze definitie, dat de bij een modelproef hereik- 
bare waarde van Re afhankelijk is van de gmotste wind- 
snelheid en van de afmetingen van de tunnel. 

Zijn model en ware-grootte-vliegtuig gelijkvormig en 
heeft voor beide Re dezelfde waarde, dan zullen ook de 
stmomingen gelijkvormig zijn. De uitkomsten van de model- 
proef zullen dan zonder meer de eigenschappen van het 
ware-grootte-vliegtuig leveren. 
Is daarentegen de waarde van Re niet gelijk voor beide 

gevallen, dan hestaat geen zekerheid, dat de stroomingen 
gelijkvormig zullen rijn. Als gevolg hiervan kunnen ver- 
schillen in de aerodynamische eigenschappen van model 
en ware-grootte-vliegtuig bestaan, die niet den naam 
,,schaaleffect” aangeduid plegen te warden. Toch behoudt 
ook dan de modelproef vaak haar waarde. Op grond van 
de verkregen ervaring en van inzicht in de oorzaken van 
het schaaleffect is het namelijk in zeer vele gevallen mogelijk 
te voorspellen, dat dit effect verwaarloosd mag worden of 
aan te gcven op welke wijze de verkregen resultaten ervoor 
gecorrigeerd kunnen worden. Voorwaarde hiervoor is erhter, 
dat het Reynolds’sche getal bij de modelproef niet onder 
een zekere, van den aard van liet onderaoek afhankelijke, 
grens Iigt. 

i 
i 
i 

3. 
Gaat men na, wat de merhanische beteekenis is van het 

Reynolds’sche getal, dan blijkt dit een mast tc zijn vuor 
de verhouding tusschen de traagheids- en wrijvings- 
krachten voor ieder deeltje van de. bewegende luclit. 
Schaaleffect is dus het gevolg van de door een wijziging 
in deze verhouding teweeggcbrachte vrrandering van de 
strnoniing. Hoe deze verandering aal eijn, is een vraag, die 
in haar meest algrmeenen vorm niet beant\voord kan 
worden. 

Alle voor de iuclitvaart-aerodynaniica. van belang zijnde 
vraagstukken vallen echter binnen liet gehied, waar de 
5.g. grenslaag-theorie geldt. Volgens deze theorie, die haar 
ontstaan dankt aan P R ~ T I .  en mede door andere onder- 
zoekers verder uitgewerkt is ( l i t .1  tlm 4), blijft de directe 
invloed van de wrijving beperkt tot de ,,grenslaag”, zijnde 
een dnnne laag lucht, die onmiddellijk langs liet lichaani 
strnomt.. Buiten de grenslaag gedraagt de lueht zich als 
een wrijvingslooze vloeistof. Het karakter van de stmo- 
ming in dit ,,huitengebied” wordt echter mede bepaald 
door hetgeen zich in de grenslaag afspeelt, zoodat oak hier 
de invloed van de wrijving, zij het indirect, zich doet 
gevoelen. De door de bewegende lucht op een lichaam 
uitgeoefende kraeht kan gesplitst worden in twee deelen, 
waarvan l e t  eerste het gevolg is van de in de richting van 
de norniaal van het oppervlak werkende drukken (lift, 
gcinduceerde weerstand, vormweerstand), terwijl het 
tweede veroorzaakt wordt door de in de richting van het 
oppervlak werkende wrijvingskrachten (wrijvingsweer- 
stand). Temijl de drukverdeeling alleen afhankelijk is van 
de stroaming in het buitengebied, worden de wrijvings- 
lcrachten bepaald door die in de grenslaag. Volgens het 
bovrnstasnde wordt dus het eerste deel van de kracht 
(resultante van de normaalkraehten) indirect, het tweede 
deel (resultante van de tangentiaalkrachten) direct door 
de stmoming in de grenslaag beinvloed. 

van 
het geheele stroomingsveld in twee gebieden brengt ook 
voor beschouwingen over het schaaleffeet helangrijke voor- 
deelen mee. Immers alleen in de grenslaag heeft de wrijving 
eendirekteninvloed op de beweging. ScbaaIefPecE is, zooals 
boven aangegeven werd, het gevolg van een verandering 
in de verhonding tusschen wrijvings- en traagheidskrachten. 
De invloed van een dergelijke verandering zal zich dus 

De oorrakm oar& het srhanleflert. 

De door de grenslaagtheorie ingevoerde splitsing 

ook alleen in de grenslaag direct doen gevoelen, m.a.w. 
de eigenlijke oorzaak van het schaaleffect ligt in de grens- 
laag. De hier optredende veranderingen kunnen een wijzi- 
ging van de strooming in het buitengebied tengevolge 
hebben. De invloed van beide tezamen gee% dan de veran- 
dering io de aerodynamische eigenschappen van het lichaam, 
dus bet schaaleffeet. 

De vraag, hoe het schaaleffect in een gegeven geval sal 
zijn, valt zoodoende, ietwat vereenvoudigd voorgesteld, 
niteen in twee andere. De eerste heeft dan betrekking op 
de verandering van de strooming in de grenslaag bij een 
nijziging van Re, de tweede op den invlocd, die deze veran- 
dering heeft op de strooming in het buitengebied. Rij den 
huidigen stand van de wetenschap is het nog niet niogelijk 
deze heide vragen kwantitatief te beantwoorden. We1 is 
echter voldoende over dit onderwerp bekend om, mede 
steunende op de verkregen ervaring, in vele gevallen te 
beslissen of de uitkornsten van een modelproef, uitgevoerd 
bij een lagere waarde van Re, geldig zijn voor ware-grootte 
en wclke correctie voor schaaleffect hier eventueel aange- 
bracht moct worden. Zoo blijken er tal van gevallen te  
zijn, waarin, inits de niodelproef l i j  een voldoend hooge 
naarde van Re uitgevoerd wordt, aangenomen mag worden, 
dat de strooming in het buitcngebied onafhankelijk is van 
deze grootheid. De drukverdeeling op het lichaam en dus 
ook het deel van de residteerende windkraeht, dat hier- 
door bcpaald is, vertoont dan geen schaaleffect. Daarnaast 
is de wri,jvingsweerstand we1 afhankelijk van de waarde van 
Re, doch hiervoor kan op eenvoudige wijze met voldoende 
nauwkeurigheid een correctie aangehracht worden. 

4. De bij modelproevm aan hct Reynolds’sche ge ld  te 

Op grond van de in het voorgaande punt geschetste 
overwegingen en van de ervaring, opgedaan bij vergelijking 
van de uitkomsten van ware-grootte- en windtnnnel- 
proeven, is het mogelijk bij benadering de minimum- 
waarde van het Rcynolds’sche get,al aan te geven, waarbij 
een modelproef uitgevoerd moet worden. Uit den aard 
der zaak is deze grens afhankelijk van de eigenschappen, 
dir bepaald moeten worden, en van de gewenschte nauw- 
keurigheid. Hoenel het niet mopelijk is, seherpe grenzen te 
trekken, knnnen, wat den hier hedoelden eisch hetreft, de 
meest voorkornende onderzoekingen in eenige groepen 
verdeeld worden. Tabel I geeft een overziebt, waarhij deze 
groepen grrangschikt xijn naar toenemende waarde van 
liet gewenschte Reynolds’sche getal. Tevens is hierbij 
onderscheid gemaakt tusschen die gevallen, waarin een 
nauwkeurige overeenstemming tusschen model- en ware- 
grootte-nitkomsten verlangd wordt (,,naunkeurig”) en 
die, waarbij men met een nieer globale overeenkomst 
tevreden is (,,globaal”). Daar het niet noodig is hier een 
volledige indeeling te geven, zijn de verschillende groepen 
alleen door eenige typische voorheelden aangeduid. 

De tot groep a en h behoorende onderzoekingen knnnen 
zonder bezwaar uitgevoerd worden hij betrekkelijk lage 
waarden van het Reynolds’sche getal. De in de wind- 
tunnel van den R.S.L. bereikbare waarden (voor normale 
vleugel- en vliegnigmodellen ten hoogste 0,4 x IOa) bleken 
hiervoor in het algemeen voldoende te zijn. 

Voor groep c is uit den aard der zaak de waarde van het 
Reynolds’sche getal voor het beschouwde onderdeel be- 
lanerijk lager dan voor den vleugel. Dit kan io sommige 
gevallen hij waarden van Re als bvengenoemde aanleiding 

Ook bij tot grwp d behoorende metingen werden in de 
R.S.L.-tunnel in verschillende gevallen resultaten ver- 
kregen, die een bevredigende overeenstemming met de 
ware-grootte-uitkomten vertoonden. Toch is voor derge- 
lijke ondenoekingen een hoogere waarde van Re dan thans 
bereikt kan worden gewenscht om met voldoende zeker- 
heid een nauwkeurige overeenstemming tusschen de voor 
schaaleffect gecorrigeerde tunnel-resultaten en ware-grootte 
eigenschappen te mogen verwachteo. Op grond van het- 
geen over de oorzaken van het schaaleffect bekend is, 

stellen eischen. 
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, 
b lift en moment van vleugels, vliegtuigen en afzon- 

I derlijke staartvlakken; 

Tabel I. Ondenoekingen in de windtunnel, gerangschikl naur de minimum-waarde van het ReynoldP’sche getal, waarbij 
cen mdelprotf faelaatbaar is. 

weerstand van de in de vorige kolom genoemde lichamen; 
onderlmge mvloed van de boofddeelen van bet vliegtuig; 

I Gewenschte overeenstemming tusschen model en ware-grootte: 

a 

I nauwkeurig. I globaal. 

krachten op lichamen met nirt in de stroomings- 
richting liggende scherpe randen; 

Groep omvat onderzoekingen over: 

karakter van de strooming voor de meest voorkomende 
liehamen; 

werking van scbroeven en stuurvlakken aan het 
complete vliegtnig; 

weerstand van vleugels, vliegtuigen eo stroom- 
lijnvormige liehamen; 
onderlinge invloed van de hoofddeelrn van bet 
vliegtuig ; 
invloed van de verstoring van de strooming door 
kleinere onderdeelen; 

maximum-lift-coiifficient van vleugels en vliegtuigen; 
aerodynamische eigenschappen van vleugels en vlieg- 
tuigen in de omgeving van den kritischen inralshoek; 

, 
I 

maximum-lift-coefficient van vleugels en rlieg- 
tuigen; 
aerodynamische eigenschappen van vleugels en 
vliegtuigen in de omgeving van den kritiscben in- 
valshoek; 
bijzonderheden van het schaaleffect bij oak op 
ware grootte voorkomende waarden van Re. 

moet als laagste waarde van Re, waarbij dit mogelijk is, 
ongeveer 1.5 x IO8 aangenomen warden. Een dergelijke 
waarde wordt hiervcmr oak aangegeven door onderzoekers, 
die zich speciaal met dit vraagstuk hebben bezig gehouden 
(zie a.m. lit. 5). 

De in groep e aangegeven onderzoekingen kuMen slecbts 
uitgevoerd warden bij waarden van bet Reyoolds’scbe 
getal, die ongeveer gelijk zijn aan die van ware-grootte. 

Over de practische beteekenis van de boven besproken 
groepen van onderzoekingen kan het volgende gezegd 
worden. Verreweg de meeste door de practijk gestelde 
vragen kunnen heantwoord worden door metingen, die 
tat de groepen a t/m d behooren. Een groat deel biervan 
valt onder a t!m c .  Gezien het streven naar verhetering 
van de prestaties en vergrooting van de eeonomie van bet 
vliegtuig, zijn echter ook de onder d genoemde van veel 
belang. Van algemeen standpunt hezien zijn ook de tot 
e gerekende onderzoekingen belangrijk. Erkend dient 
echter te worden, dat haar directe praktiache heteekenis 
geringer is dan die van de overige. Hierbij moet boven- 
dien opgemerkt warden, dat ondenoekingen op dit gebied 
een helangrijken invloed van den tnrhnlentiegraad van 
den windstroom op den maximum-lift-coefficient aange- 
toond hehben. Dit maakt bet twijfelachtig of, zelfs wan- 
neer de waarde van Re in h i d e  gevallen dezelfde is, de bij 
een modelproef gevonden maximum-lift-coefficient nauw- 
keurig overeen zal komen met dien v w r  het ware-grootte- 
vliegtnig (lit. I3 t/m. 8). 

5. De verdere invloed van de afmtingen van de tunnel 

a. A f d n g e n .  
Bebslve door haar invloed op het Reynolds’sche getal 

en van de bereikbare windsnelheid. 

zijn de afmetingen van de tunnel oak in ander apzicht 
van beteekenis. 

In de eerste plaats kan het practische voordeelen mee- 
brengen om, wanneer het gaat om de eigenschappen van 
een bestaand vliegtuig of om den invloed van eenvoudige 
wijzigingen bieraan, bet vliegtuig zelf als ,,model” te be- 
zigen. Dit leidde, zooals in pnnt 6c nader besproken zal 
warden, tot den bouw van eenige tunnels van zoodanige 
afmetingen, dat er bf een compleet vliegtuig bf het belang- 
rijkste deel ervan (romp met motor, schroef en midden- 
deel van den vleugel) op ware grootte in onderzocbt kan 
worden. 

Oak wanneer men van deze mogetijkbeid afziet en 
zich dus beperkt tot het ondenoek van modellen op ver- 
kleinde schaal en van betrekkelijk kleine onderdeelen op 
ware-groott,e, knnnen de beperkte afmetingen van een 
t.unnel aanleiding geven tot bezwaren. In de R.S.L.- 
tunnel, die een middellijn herft van 1.60 m, werden in 
sommige gevallen de volgende moeilijkheden ondervonden: 

a. de details van de modellen werden te klein; 
b. de verschillen in de te  meten kracbten waren te 

gering; 
c. de motoren voor het aandrijven van de modelsehroe- 

ven konden niet in het model ingebonwd worden; 
d. het onderzoek van ware-grnotte-onderdeelen boven 

beperkte afmetingen was niet mogelijk. 
Ter toelichting van deze punten diene het volgende: 
ad a. Kleine onderdeelen kunnen de strooming om de 

hwfddeelen van het vliegtnig en daarmee ook de hierop 
werkende krachten beinvloeden. Typische voorbeelden 
hiervan zijn: uitsteeksels aan vleugel en romp, details 
van den motorinbouw. Is te verwachten, dat deze invloed 
belangrijk zal zijn, dan mneten deze onderdeelen ann bet 



Tabel 11. Emige algemeene gegmm aum windtunnels. 

Ware-grootte- N.A.C.A. 3 0 ’ ~ 6 0 ’  . . 1 9.1 x 18.3 53 1 1 
tunnels. i Chalais-Meudon .... i 8 x 16 

........ 

1932 
N.P.L. compressed-air- ! 1 
N.A.C.A. variable i i 

tunnel. ........... ~ C$ 1.83 

1 l e  uitv.: 1923 
I 2e nitv.: 1928 

1 densit,y tunnel. ... 

Hooge-druk- 
tunnels. 

8.6X1O6, I !  SO00 ~ $ 930.000 1 1931 
in aanbouw 7.1 x I O 6  6000 .frs. 13.000.0CW) 1 

Middelmatige 1 Galcit ............ 1 4 3.05 83 1 1 ~ 2.2x1061 750 ~ $ 90.000 1931 
~ 1935 t m ” s .  Ziirich ............ 2.1 x3.0 I 83 I 1 2.2 x l O 6 l  550 ’ frs. l40.000*) 
! 1923(?) - .............. 

E 6.500(p.st.) I 1933 
1 Issy 
, N.P.L. 7 ’ ~ 9 ’ 1 2 s t u k d  2.1 X 2.8 .. 

500 1 - 1928 (1 )  
.. ...... - 1 1917 

I lgao 

__ 
r$ 2.05 

1 -  
~ Warschau 

I i 

Kleine tunnels. 1 R. S. L.. ........... I ~ 4 1.6 1 30 i I 0.4X1O0~ 1 - 1 1918 
I l l  

Tabel 111. De waarde van het Reynold’sche getal voor eenige 
hedendaagsche vliegtuigen. 

Re bij i 
I 

~~ 

Vliegtuig ! - Z i m u m -  I maximum- 
I snelheid i snelheid 

I 
Fokker F 3 6  ......... 1 12.2 x I O n  23.5 X 10‘ 
Douglas D C 2  ........ ! 6.8 x l o e  16.3 X 10’ 
Pander S 4 .......... 
Fokker DXVI ...... 1 2.2 x lo8 6.7 X 10’ 

5.6 x IO8 I 19.1 X 10‘ 

Fokker C V D ........ ~ 2.3 x I O 6  6.0 X l o 6  
Koolhoven F K 43 .... 2.8 x 106 5.6 x 10% I 
model behoorlijk nagemaakt worden. Er kunnen zich ge- 
vallen voordoen, waarin dit, door de kleine schaal, waarop 
het model uitgevoerd moet worden, niet mogelijk is. 

ad b. Rij het onderzoek van vliegtuigmodellen met 
aangedreven schroef kan het voorkomen, dat het verschil 
tusschen de krachten op het model met en zonder schroef 
te klein is om hiernit met voldoende nauwkeurigheid de 
eigenschappen van de schroef te kunnen bepalen. Soort- 
gelijke moeilijkheden kunnen zich ook vooi-doen bij het 
onderzoek naar den invloed van beti-ekkelijk kleine veran- 
deringen aan een vliegtuigmodel. 

ad c.  Bij het onderzoek van vliegtuigmodellen met 
sangedreven schroeven wordt gebruik gemaakt van spe- 
c i a l  voor dit doe1 gebuwde, zeer kleine elertromotoren. 
Deze moeten in het model ingebouwd knnnen worden, 
zonder den uitwendigen vorm ervan te veel te verstoren. 
Bij modellen, die in de R.S.L.-tunnel onderzocht kuMen 
worden, is dit we1 mogelijk voor den romp, echter niet 
voor de motorgondels. 

ad d. Ook bij het onderzoek van betrekkelijk kleine 
vliegtuigonderdeelen, ab b.v. wielen, landingsgestellen, 
drijvers, op w a r e - p t t e  stelt de beperkte a fme t i  van 
den windstroom spoedig grenzen. 

2) Pransch. *) Zwitsersch. 

b. Windmelheid. 
In de in punt 2 t/m 4 gegeven bespreking over de te 

verwschten overeenstemming tunschen de uitkomsten 
van de modelproef en de eigenschappen van het ware- 
grootte-vliegtuig werd alleen aandacht besteed aan het 
Reynolds’sche getal. Dit sloot stilzwijgend de veronder- 
stelling in, dat in beide gevallen de snelheid voldoende 
ver onder de geluidsnelheid ligt om den invloed van de 
samendrukbaarheid van de lucht te mogen verwaarloozen. 
Is dit niet het geval, dan moet bovendien de voorwaarde 
gesteld worden, dat de verhouding tusschen de relatieve 
snelheid van het lichaam en de voortplantingssnelheid 
van het geluid in de lucht dezelfde moet zijn. Praotisch 
komt dit hierop neer, dat de snelheid bij de modelproef en 
op ware-grootte dezelfde moet zijn. 

De tot nu toe bereikte vliegsnelheden blijven ver onder 
de boven aangegeven grens. Bij het onderzoek van vlieg- 
tuigen en hun vaste onderdeelen behoeft dus voorloopig 
nog geen rckening gehouden te worden met den invloed 
van de samendrukbaarheid van de lucht. Zoodoende is 
daarbij, van dit standpunt bezien, de windsnelheid bij de 
modeIproef volkomeii willekeurig.Bij schroeven daarentegen 
kan de relatieve snelheid aan de uiteinden van de bladen 
(,,tipsnelheid”) de geluidsnelheid bereiken of zelfs over- 
sclrijden. Zoolang bij het onderzoek naar den invloed 
hiervan gebruik gemaakt kan worden van schroefmodellen 
is het voldcwnde, dat de snelheid in de windtunnel onge- 
veer gelijk is aan de vliegsnelheid. Bij verder gaande onder- 
zoekingen, b.v. over de eigenschappen van de voor der- 
gelijke schroeven te  gebrniken profielen, moeten echter de 
proeven tntgevoerd kunnen worden bij tunnelsnelheden. 
die tot bown de geluidsnelheid komen. Ook op ander 
gebied kunnen dergelijke proeven noodig zijn (vliegtuig- 
hommen, andere projectielen, turbineschoepen). 

Andere gevallen, waarbij een hooge windsnelheid in de 
tunnel op zichzelf (d.w.2. afgezien van den invloed, dien 
eij heeft op het Reynolds’sche getal) van belang is, komen 
betrekkelijk zelden VWT. Als  voorbeelden kuMen genoemd 
worden: onderzoek van snelheidsmeters en andere instru- 
menten, waarvan de werking afhankelijk is van de wind- 
snelheid, onderzoekingen over koelwerking. Rergelijke 
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proeven znllen echter meestal uitgevoerd kunnen worden 
in speciaal voor dit doe1 ontworpen installaties, die een- 
voudiger en kleiner knnnen Eijn dan een gewone wind- 
tunnel. 

6. De an het buitenland in gebruik of in aanbouw zijnde 
w‘ndtunnels. 

a. A@?“ (lit. 9 tjm. 11). 
Om een indrnk te geven van de wijze, waarop over. 

wegingen als de liovenstaande de ontwikkeling van de 
tunnels in het buitenland beinvloed hebhen, zijn in Tabel I1 
eenige gegevens over een aantal tunnels verzameld. Deze 
opgave is, wat de twee eerste groepen betreft, volledig, in 
de beide andere ontbreken een aantal tunnels, waarover 
geen voldoende gegevens bekend zijn, die hier verder 
van geen belang zijn of die bestemd zijn voor onderzoe- 
kingen van zeer specialen aard (zie punt. .6f). 

AIS Reynolds’getal Re is in Tabel I1 de grootste waarde 
aangegeven, die in de beschouwde tunnel met een nor- 
maal vleugelmodel hereikt kan worden. Hierbij werd 
aangenomen, dat de vleugel een hreedte-verhouding 6 
heeft en dat de vleugelbreedte gelijk is aan a/& van de groot- 
ste afmeting van de tnnnddoorsnede. Voor vergelijking 
zijn in Tabel I11 de waarden van het Reynolds’sche getal 
voor eenige hedendaagsche vliegtuigen bij grootste en 
kleinste vliegsnelheid gegeven. 

Over de gegevens in Tahel II dient nng het volgende 
opgemerkt te worden. 

In het algemern zijn zij uit de literatuur overgenomen. 
Zi zijn echter aangevuld met enkele gegevens, h.v. 
de houwkosten, die ontleend zijn aan hierover door 
huitenlandsche onderzoekers verstrekte inlichtingen. 

Als vermogen van de tunnelinstallatie wordt in publi- 
eatien soms het nominale, soms het bij overbelanting hereik- 
h r e  vermogen opgegeven. De hiervoor in Tabel I1 voor- 
komende waarden zijn daardoor niet voldoende nauw- 
keurig om er een beoordeeling van het rendement van de 
verschillende tunnels op te mogen haseeren. Zij xijn slechts 
bedoeld om een algemeenen indruk t.e geven van het hij 
versrhillende tunneltypen henoodigde vermogen. 

De opgegeven bouwkosten zijn die van de tunnel zonder 
het gebouw, waarin deze opgesteld is, doch met inbegrip 
van de machine-installatie. Het is niet zeker, in hoeverre 
de pri,js van de verschillende apparaten, die tot de uit- 
rusting van de tunnel behooren, er in is inbegrepen. 
Overigens zijn zij natuurlijk in hooge mate afhankelijk 
van de plaatselijke omstandigheden en van het tijdstip, 
waarop de installatie gebouwd werd. 

Fig. 1. De haoge-druk-tunnel van het National Physical 
Laboratory te  Teddington (Engeland). Ile tunnel is geheel 
apgesloten in een ketel, die beatand is tegen een inwendigen 
nverdruk van 25 at (zie fig. 2). 

b. lfooge-drnk-tuanelu (lit. 12, la). 
De hooge-druk-tnnnels ( le  grwp in Tahel 11) zijn typische 

voork lden  van installaties, waarbij er naar gestreefd .is 
een zoo groot mogelijke waarde van het Reynolds’sche 
getal te bereiken. Dit wordt hier verkregen door de proeven 
uit te voeren in lucht onder hoogen druk (tot 25 at.) 
Daar de kinematische wrijvingsco8fficiSnt Y omgekeerd 
evenredig is met den drnk van de lucht, kunnen op deze 
wijze met betrekkelijk kleine modellen en bij matige wind- 
snelheid toch zeer hooge waarden van Re verkregen worden. 
Hiertoe is het echter noodig, dat de geheele windtunnel, 
tezamen met alle meetapparaten, opgesteld wordt in een 
,,ketel”, die bestand is tegen den te gebruiken hoogen druk. 

Fig. 1 en 2 geven een bnitenaanzicht en een doorsnede 
van de ,,compressed-air-tunnel’’ van het National Physical 
Laboratory (S.P.L.) te Teddington (Engeland) ( l i t .  12). 
In de doorsnede is goed te  zien, hoe de eigenlijke tunnel, 
die alleen in details van een gewone verschilt (vergelijk 
b.v. fig. 8), in den ketel is ondergebracht, terwijl fig. 1 een 
indrnk geeft van de zware ronstrnctie van dezen. 

Het voordeel van zeer groote waarden van Re wordt 
echter bij de hooge-druk-tunnel verkrrgen ten koste 
van tal  van nadeelen. De aanschaffings- en bedrijfskosten 
zijn hooger dan die van een gewone tunnel van rodelijke 
afmetingen. Het uitvoeren der proeven is tijdroovend 
doordat voor iedere netingsserie de ketel opnieuw onder 

Pig. 2. De hooge-dmk-tunnel te Teddington. a: meetplaats (d.w.z. plaats, waar de modellen in den windstroom worden 
OpEehangen): b: ventilntoraobroef; c: ringvormig omloopkanaal: d: ketel, waarin de tunnel is opgesloten. De pijlen geven 

de stroomingsriehting van de lucht Ban. 
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in een ketel, die wccrstand kan 
bieden aan hoogcn druk, maakt, 
dat haar afmetingen en daarmee 
oak die van de modellen beperkt 
moeten blijven, hetgeen alle in 
punt 5a bcsproken bczwaren 
meebrengt. Bovendien verlangt 
dezc wijze van opstellen bet ge- 
bruik van speciale apparaten 
voor het mcten van de krachten, 
bcpcrkt zij de waarncrningsmoge- 
lijkhcden en maah* zij de mon- 
tage van de modellen moeilijker. 
Ten slotte zijn, ten gevolgc van 
de groote dichtheid van de lucht, 
de op de modellen werkende 
krachten rclatief p o t .  Aan de 
modellen moeten dus, wat dc 
sterkte hetrcft, spcciale eischen 
gesteld worden; zoo schijnt 
b.v. het gebruik van houten 
vleugclrnodellen buitengeslotcn 
te zijn. 

Een en ander niaakt, dat de 
Ue wxre-grootte-tunnel ran den Service technique de I’aPronaotique te  (:halais- hoogc-druk-tunnel het aangcwc- 

C: diIfUfusor; d :  ann- Zen hrilpmiddel is voor model- 
hooge 

waarde van het Rcynolds’sche 
getal noodzakelijk is (groep e in 

druk gebracht moet worden (voor de Amcrikaansche punt 4), doch ook alleen voor dergelijke proeven 
,,variable density tunnel” is de tijd hiervoor ongeveer 70 geschikt is. Voor procven, die oak bij cen lagere 
minuten). De noodzakelijkheid de tunnel op te stellen waardc van Re uitgevorrd kunncn warden (groep 

- 

Fig. 3. 
Meudon (Frankrijk). a: zuigmond; 
zoigkamer; e: vrntilatarachroeven met electromot,oren (0 s t u b  eie fig. 0). De pijlen proeven, naarhij ecn 

b:  meetplaats met vliegtuig: 

geven de stroomingsricliting van de lucht aan. 

Fig. 4. De ware-grootte-tunnel te Chalais-Meudon. Lurhtfoto van de xeheele tunnel, gezien van de achtewijde. 
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a t/m d i n  punt 4) is zij te oneconomisch en ook overigens 
minder bruikbaar. 

Betreffende de in de thans bestaande installaties bereik- 
bare waarden van Re dient opgemerkt te  worden, dat, 
zooals uit vergelijking van Tabel I1 en 111 blijkt, zij we1 
ongeveer gelijk zijn aan de bij hedendaagsche vliegtuigen 
voorkomende, doch in sommige gevallen reeds door laatst- 
genoemde overtroffen worden. 

c. 
Een andere groep van tunnels, waarin hooge waarden 

van het Reynolds’sche getal bereikt kunnen worden, zijn 
de z.g. ware-grootte-tnnnels (2e gmep in Tabel 11). Terwijl 
echter de hwge-druk-tunnels ontstaan zijn als gevolg van 
het streven bij mudelproeven deze grootheid zooveel 
mogelijk op te  voeren, waren de overwegingen, die geleid 
hehben tot den bouw van de hier te bespreken tunnels, 
grootendeels van anderen aard. Zooals in punt 5a reeds 
in het kort aangegeven werd, biedt het namelijk praktische 
voordeelen om bij sommige nnderzoekingen een w.are- 
grootte-vliegtuig (of de belangrijkste deelen ervan) inplaats 
van een model te gebruiken. De eerste tunnel van deze 
soort, de N.A.C.A. 20 ft-tunnel te Langley Field hij Was- 
hingeon, was dan ook, zooals de karakteristieke naam 
,,propeller research tunnel” reeds aangeeft, hoofdzakelijk 
besternd voor onderzoekingen over de werking van ware- 
grootte-schoeven en haar invloed op de er achter liggende 
deelen van het vliegtuig. Bij latere, nog grootere uitvoe- 
ringen (N.A.C.-4.-full scale tunnel te Langley Field; tunnel 
van de Service technique de I’akronautique te Chalais- 
Meudon bij Parijs) werd hwfdzakelijk aan dit denkbeeld 
vastgehouden, doch bovendien de eisch gesteld, dat een 
niet a1 te grout vliegtuig in zijn geheel moest kunnen worden 
onderzocht. 

Om een indrnk te geven tot wat voor installaties men 
op deze wijze komt, zijn in fig. 8 t /m 6 een aantal afbeel- 
dingen gegeven van het nieuwste op dit gebied, de in 

Ware-grootie-lunnelx (l i t .  14 t/m. 17). 

Fig. 5. De ware-groatte.tunne1 te  Chalais.Meudon. De voorste 
opening van de diffusor ( c  in fig. B), geaien vanuit de meet- 

kamer. 

aanbouw zijnde tunnel te Chalais-Meudon. Deze tunnel 
komt, afgezien van haar afmetingen en hijJonderheden, 
die hiermee samenhangen, in algemeene trekken overeen 
met een gewone tunnel zonder omloop. Een bijzonderheid 
is echter, ddt zij in de open lucbt is opgesteld. Het kanzijn, 
dat dit alleen een gevolg is van economische overwegingen, 
mogelijk is echter ook, dat het geschied is om ventilatie- 
moeilijkheden te ontgaan. In dergelijke tunnels worden 
namelijk de schroeven van liet te onderzoeken vliegtuig 
op normale wijze door vliegtuigmotoren aangedreven. 
Hierdoor wordt de lucht met CO verontreinigd, hetgeen 
hij tunnels met omloop of in een gehouw opgestelde tunnels 
een intensieve verversching van de lucht noodzakelijk 

Fig. 6. De ware-grootte-tunnel te  Chelais-Meudon. De achterwand vsn de aanzuigkamer met de openingen, waarin de 
ventilatorsohroeven met haar electromotaren geplaatst sullen worden (zie d en e in fig. 3). 
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Fig. 7. De ware-grootie-tunncl van het N:itianal Adviiory Committee for Aeronautics t e  Langley Field (Amerika). De 
meetruimte met een er in opgesteld nare-grootte-vliegtuig. 

maakt. Een bezwaar van deze opstelling in de open lucht 
lijkt echter de invloed, dien de natuurlijke wind kan hebben 
op de regelmatigheid van de tunnelstrooming. 

Ook als bouwwerk is deze tunnel, die geheel in gewapend 
beton uitgevoerd is, zeer belangwekkend. Voor hijzonder- inwendige van de Pi.A.C.A. full-scale-tunnel. 
heden kan verwezen worden naar een publicatie, waarin 
deze uitvoerig behsndeld worden (tit .  la). 

De hier besproken tunnel is nog niet in bedrijf. Om toch 
een indrnk te geven van de wijze, waarop een compleet 
vliegtuig voor onderzoek in een dergelijke tunnel opge- 
steld wordt, is als Fig. 7 een afbcelding gegeven van het 

Zooals uit het bovenstaande moge blijken, bestaat er 
een groep van belangrijke onderzoekingen, die alleen in 

een ware-grootte-tunnel uitge- 
voerd kan worden. Maar, evenals 
dit bij de hoogc-druk-tnnnel bet 
geval bleek te zijn, brengen ook 
hier de eigenaardigheden van het 
speeiale tunneltype haar bezwaren 
medc. waardoor dit voor andere 
onderzoekingen ongeschikt is. 
Deze kzwaren zijn hier welis- 
waar minder t,alrijk, zij wegen 
erhter des te zwaarder. 

In de eerste plaats zijn de bona- 
eo kdrijfskosten van een ware- 
grootte-tunnel zeer hoog. Wet de 
laatste betreft, geeft het be- 
noodigde vermogen (zie Tabel 11) 
een indrnk. Het feit, dat zeer 
groote modellen gebruikt knnnen 
worden, (en om belioorlijke waar- 
den van Re te bereiken ook nood- 
zakelijk zijn), is een voordeel 
zoolang bestaande vliegtuigen 
als zoodanig gebeaigd kunnen 

Fig. 8. De windtnnnel van het California Institute of Technology tc Pasadena (Amerika). Is dit niet gev*, dan 
(I: meetplaats voor werken met gesloten tunnel; b:  idem met vrijstraal (gestippeld deel daat dit voordeel Om in een be- 
van wand weggenomen); c:  omloopkanaal; d: ventilatomehroef met motor. De pijlen langrijk nadeel. Immers voor het 

onderzoek van een ontworpen, dus 

_.-.-.-. _..- 

geven de stroomingsrichting van de lueht aan. 



nog niet bestaand, vliegtuig zou dit vliegtuig zelf, of een 
zeer p o t  model ervan, eerst gebouwd mneten worden, 
voordat de proeven uitgevoerd kunnen warden. Hierdoor 
zou een Mangrijk deel van de voordeelen, verbonden aan 
modelondenoek in den eigenlijken zin, vervallen. 

d. Middelmtige tunnels (lit. 18 t/m. 24). 
De booge-druk-tunnel en de ware-grootte-tunnel zijn, 

zooals in het voorgaande besproken werd, minder geschikt 
voor algemeen onderzoekingswerk. Hiervoor worden dan 
ook algemeen tunnels gebrnikt van het type, dat in Tabel I1 
81s middelmatige tunnel aangednid wordt. Bij deze tunnels 
loopt de in normale gevallen bereikbare waarde van Re 
van lo8 tot ~ i m  2 x lo6 , de middellijn of grootste afmeting 
van de doorsnede van 2 tot 3 m, de grontste windsnelheid 
van rond 40 tot 80 mjsec. 

Als modem en typisch voorbeeld van een dergelijke 
tunnel kan die van bet California Institute of Technology 
te Pasadena (,,Galcit-tunnel”) ( / i t .  18) genoemd warden, 
waarvan in fig. 8 een doorsnede-teekening gegeven is. 
Deze tunnel komt in boofdzaken overeen met de oudere 
en meer bekende in Gottingen, waaruit zij is afgeleid; 
het belangrijkste verschil bestaat daarin, dat zoowel 
de afmetingen als de windsnelheid vergroot zijn. Zooals 
bij alle nieuwere middelmatige tunnels het geval is, wordt 
de lucht, na de plaats, waar de modellen opgesteld worden 
(Jneetplaats”), gepasseerd te zijn, door een gesloten kanaal 
weer ternggevoerd (,,tunnel met omloop”). Dit geeft voor- 
deelen, zoowel wat de regelmatigheid van de strooniing 
als wat het energieverbrnik betreft. Rovendien is hierdoor 
de druk in den windstroom op de meetplaats gelijk aau 
dien van de buitenlucht, zoodat de tunnel niet op deze 
p b t s  bf zelf luchtdicht moet zijn bf omgeven moet warden 
door een luchtdichte kamer, zooals dit bij tunnels zander 
omloop het geval is. 

De middelmatige tunnels hebben het nadeel niet brnik- 
baar te zijn voor sonunige proeven, die in een hooge-drnk- 
tunnel of een ware-grootte-tunnel we1 uitgevoerd kunnen 
warden. Daartegenover staat echter, dat zij voor nagenoeg 
alle verdere tnnnelonderzoekingen veel beter geschikt 
zijn. Gaat men aan de hand van bet in punt 4 en 5 bespro- 
kene na, wat zooal binnen dit gebied valt, dan blijkt dit 
het overgroote deel van alle proeven, die voor het lucht- 
vaartonderzoek van belang zijn, te 

Wat Reynolds’ getal betreft, kunnen in een dergelijke 
tunnel, voonoover er althans waarden van Re van ong. 
1.5 X lo6 in hereikt kunnen worden,aUeonderzoekingen 
uitgevoerd warden, die bij de in punt 4 gegeven indeeling 
tot de groepen a tjm d behooren. Alleen de tot  groep e 
gerekende vallen hierbuiten, wcdat hiervoor bf een hooge- 
drnk-tunnel of een ware-grwtte-tunnel met groote snelheid 
gebruikt moet warden. Onderzoekingen aan ware-grootte- 
vliegtuigen of hnn hoofddeelen zijn natuurlijk bniten- 
gesloten, maar overigens worden de in punt 5a besproken 
bezwaren, die zich bij kleine tunnels kunnen voordoen, 
hier voor een groot deel ondervangen door de betrekkelijk 
groote afmetingen van de tunnel. Zooals reeds in punt 5b 
besproken werd, is de bereikbare snellieid op zicbzelf 
meestal van ondergeschikt belang. Voor onderzoekingen bij 
zeer hooge snelheid, d.w.2. in de omgeving van de geluid- 
snelheid, zal toeh steeds gebruik gemaakt moeten worden 
van een speciale tnnnel (zie punt 6f). 

omvatten. 

e. Kleine tunnels (lit. 25). 
Kleine tunnels, waaronder hier verstaan warden tunnels, 

waarin slechts waarden van Re kleiner dan loe bereikt 
kunnen worden, werden vroeger algemeen gebrnikt. Hierbij 
is gebleken, dat zij voor vele ondenoekingen zeer goed 
brnikbaar zijn, hetgeen door de meer dan 15-jarige ervaring 
met de R.S.L. tunnel bevestigd wordt. Toch brengen zij 
eenige bezwaren mede. De lage waarde van het Reynolds- 
sche getal heeft tengevolge, dat bij s o w e  ondenne- 
kingen geen voldoende zekerheid bestaat, dat de resultaten 
van de modelproef nanwkenrig de eigenscbappen van het 
ware-mtte-vliegtuig zulten leveren (zie punt 4). Dear- 
naast maken, zooals in punt 58 bespmken werd, de kleine 

afmetingen van de tunnel het ui tvoem van sommige 
proeven onmogelijk. Deze beide bezwaren hadden tenge- 
volge, dat men, niettegenstaande de hoogere bouw- en 
bedrijfskosten, thans algemeen de voorkeur geeft aan 
middelmatige tunnels. Nieuwe kleine tnnnels worden nog 
slechts gebouwd v w r  speciale ondenoekingen. onder- 
wijsdoeleinden en eigen ondenoek door fabrieken. De 
bestaande worden echter, naast de gmotere, gebruikt 
voor het uitvoeren van ondenoekingen, waarbij een hooge 
waarde van het Reynolds’sche getal geen vereischte is en 
kleine modellen gebezigd kunnen worden. 

,:. lnstollnties UOM speeiale ondffdekinpen (lit. 26 tjm. 32). 
In het voorgaande zijn verschillende typen van wind- 

t.nnne1s besproken, die alle gebruikt warden voor wat 
men het gewone aerodynamische onderzoek zou kunnen 
noemen. Met een enkel woord zullen hier ten slotte eenige 
installaties aangeduid worden, die gebezigd warden voor 
meer speciale andemkingen.  

Voor proeven bij snelheden in de omgeving van de 
geluidssnelbeid, werden tot voor kort alleen vrij kleine 
en betrekkelijk eenvoudige inrichtingen gebezigd, waarbij 
gebruik gemaakt werd van in of uit een reservoir stroomende 
lucht. Hierbij wordt bf de instroomende lucht eenvoudig 
door het kanaal geleid, waarin het model is opgesteld, 
bf door injectorwerking verdere lucht aangezogen. Aan de 
Technische Hochschnle te Zurich is echter onlangs een 
nieuwe installatie voor dergelijke onderzoekingen in 
bedrijf gesteld, die in beginsel gebeel overeenkomt met 
een gewone tunnel. De afmetingen zijn echter veel 
kleiner, terwijl de ventilatorschroef voor het in beweging 
bJengen van de lucht vervangen is door een axiaal-ven- 
tilator met veranderlijk aantal trappen. Deze venti- 
lator wordt aangedreven door een motor van 1000 pk. 
Voorloopig worden de modellen opgesteld in een vrijen 
straal van 0.6 m middellijn. Het is echter de bedoeling 
later te werken met een geheel gesloten kanaal, dat op de 
meetplaats een doorsnede heeft van 0.4 x 0.4 m en waarin, 
met het oog op energie-besparing, de druk van de lucht 
verminderd kan warden onder de atmosferische. Ver- 
wacht wordt, dat dan snelheden tot 680 mjsec, dus ongeveer 
tweemaal de geluidssnelheid, bereikt knnnen warden. 

Oak onderwekingen over de bewegingen, die een vlieg- 
tuig kan uitvoeren, gaven aanleiding tot den bouw van 
speciale tunnels. Bij den belangrijken en gevaarlijken 
bewegingstoestand, die gewoonlijk met den, nit bet En- 
gekch overgenomen, naam ,,spin” aangeduid wordt, voert 
het vliegtuig een draaung nit om een as, die ongeveer even- 
wijdig is aan zijn bewegingsrichting. Metingen over den 
invloed van deze rotatie op de aerodynamische eigen- 
schappen knnnen we1 in een gewone tunnel met horizon- 
tale windrichting uitgevoerd warden, de wisselende com- 
ponent van de zwaartekracht geeft dan echter aanleiding 
tot practische moeilijkheden. Om dit bezwaar te  ontgaan, 
werden in Engeland en Amerika voor dergelijke onder- 
zoekingen verticale tunnels gebouwd. 

In de Engelsche is, in tegenstelling met de Amerikaan- 
sche, de luchtstroom naar hoven gericht. Hierdoor kunnen 
in deze tunnel niet alleen metingen als de bovenbedoelde 
nitgevoerd worden, doch kan oak de beweging van vrij- 
vliegende modellen ondenocht worden. Deze vallen tpgen 
den wind in, doch knnnen door een juiste regeling van de 
windsnelheid op nagenoeg constante hoogte gehonden 
worden. Hierdoor is het mogelijk de beweging in alle bijzon- 
derheden te bestudeeren. Men gaat hierbij zelfs zoo ver, 
dat  tijdens de proef de m r e n  door een in het model aange- 
brachten automaat v e r a l d  en zoodoende de invloed hier- 
van op de beweging nagegaan kan worden. 

Tenslotte kan a1s speciale tunnel nog die vermeld worden, 
welke in Amerika gebruikt wordt voor het uitvoeren 
van proeven over ijsafzetting. Dit is een kleine tunnel 
(middellijn 0.15 m). die tegen warmtetoevoer van buiten 
geisoleerd, doch overigens van normale uitvoering is. De 
lucht wordt gekoeld door koelvloeistof, die door in het 
omloopkanaal aangehrachte bo& schoepen stroomt. 
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7. De mest gmmchte tunmlPritm8ting VOW e m  d i m f  
ab de R.S.L. 

Wil men aUe voorkomende tunnelproeven kunnen uit- 
voeren, dan kan niet volstaan worden met &5n tunnel 
of eenige tunnels van hetzelfde type. In  landen als Amerika, 
Engeland en Frankrijk 3). waar hiervoor voldoende geld- 
middelen beschikbaar zijn en de omvang van de indnstrie 
het bestaan van een groot aantal tunnels rechtvaardigt, 
worden dan w k  verschillende m r t e n  tunnels naast elkaar 
geimikt. 

Beschikt men daarentegen, zooals hier te lande, over - 
geringere middelen, dan moet men zich in dit opzicht 
beperken. Nagegaan moet dan warden, wat noodig en 
voldoende is om onder de gegeven omstandigheden de 
voorkomende vragen zooveel mogelijk te kunnen beant- 
woorden en hoe dit op de meest economische wijze kan 
geschieden. Zooals na het voorgaande duidelijk zal zijn, is, 
hoewel ook de Weine tunnel voor vele onderzoekingen 
bruikbaar is, de middelmatige hiervoor het meest geschikte 
type. Het is dan ook de bedoeling om mast  de bestaande 
kleine tunnel van den R.S.L. een middelmatige te  
bouwen. Op deze wijze wordt dan de beschikking wrkregen 
over een tunneluitrnsthg, die het mogelijk maakt, de 
overgroote meerderheid van proeven, die voor kuMen 
komen, uit te voeren. Het bezwaar, dat oak dan nog som- 
mige proeven niet mogelijk zijn, is minder em5tig dan op het 
eerste gezicht lijkt. In de eerste plaats warden door de 
buitenlrtndsche instellingen, die beschikken over de hulp- 
middelen voor speciale onderzoekingen, in vele gevallen 
de uitkomsten hiervan gepubliceerd. Hierdoor bestaat b.v. 
een omvangrijke en steeds aangroeiende literatuur over me- 
tingen hij groote waarde van het Reynolds’sche getal, me- 
tingen bij zeer hooge snelheid en proeven met ware-grootte- 
schroeven. Dit materiaal omvat natuurlijk niet alle gevallen, 
die zich kunnen voordoen, doch maakt het we1 minder 
noodzakelijk om zelf t e  beschikken over een inrichting 
voor het uitvoeren van dergelijke proeven. Bovendien 
bestaat de mogelijkheid om speciale proeven in een buiten- 
landsche windtunnel te laten uitvoeren. Deze mogelijk- 
heid is echter beperkt tengevolge van de sterke bezetting 
van deze tunnels. Ook kunnen in sommige gevallen ware- 
grootte-proeven een nuttige aanvulling van tunnelproeven 
vormen. 

8. SamenuaUing. 
a. De windtunnel is, naast proeven met vliegtuigen 

in de vlucht en theoretisch onderzoek, een der belangrijkste 
hnlpmiddelen bij het aemdynamische onderzoek, dat voor 
een verdere ontwikkeling van de luchtvaarttechniek noodig 
is. 

b. De brnikbaarheid van een windtunnel wordt hierbij 
hoofdzakelijk bepaald door de waarde van het Reynolds’ 
sche tzetal. die er in bereikt kan warden en door haar afme- 

Y .  

tingen (punt 2 t/m 5).  
c. De waarde van het Reynolds’sche getal bu de model- 

proef bepaalt de mate waarin en de nauwkeurigheid waar- 
mede uit de bij deze prnef verkregen resultaten de eigen- 
schappen van het ware-grootte-vliegtuig afgeleid kunnen 
worden (punt 2 t ,h 4). 

d. Bij sommige onderzoekingen moet de waarde van 
het Reynolds’sche @tal ongeveer gelijk zijn aan die voor 
het ware-grootte-vliegtuig, bij vele andere is dit niet noodig. 
Sij  deze laatste mcet echter we1 het Reynolds’sche getal 
bij de modelproef grooter zijn dan een minimnmwaarde, 
die afhankelijk is van den aard van de proef en van de 
gewenschte nauwkeurigheid. Bij verreweg de meeste en 
tevens pmtisch belangrijkste proeven is deze minimum- 
waarde van Re kleiner dan of ongeveer gelijk a m  1.5 x 10’ 

Het kan practisehe voordeelen bieden bij windtunnel- 
proeven een ware-ptte-vliegtuig of de belangrijkste 

(Punt 4). 
e.  

1) Over Duitsehland en I taK zijn op het oogenblik onvol- 
doende gegevens bekend. Vermoed wordt echter, dat daar 
soortgelijke toestanden bestaan. 

deelen ervan (b.v. romp met schroef) ab ,,model” te ge 
bruiken. Dit verIangt een windtunnel van zeer groote 
afmetingen. Overigens kuMen de beperkte afmetingen 
van een tunnel ook bij andere proeven bezwaren ople- 
veren of deze onmogelijk maken (punt Sa). 

De windsnelheid bij de modelproef is, op zichzelf 
genomen, meestal van weinig belang. AUeen voor het 
bepden van de aerodynamische eigenschappen van licha- 
men bij snelheden, die ongeveer gelijk aan of gmoter dan 
de geluidssnelheid zijn, zijn zeer hooge snelheden nood- 
zakelijk (punt Sb). 

g. Het is practisch onmogelijk alle soorten van model- 
proeven in Cen type van tunnel uit t e  voeren. Naast de 
,,middelmatige tunnels”, die voor de meest voorkomende 
onderzoekingen gebezigd warden, ontstonden dan ook 
twee andere typeo, de ,,hooge-drnk-tunnels” en de 
,,ware-grootte-tunnels” (punt 6). 

h. Hooge-drnk-tunnels en ware-grootte-tunnels zijn 
noodig, resp, voor onderzoekingen bij zeer hooge waarden 
van het Reynolds’sche getal en voor tunnelproeven met 
ware-grootte-vliegtuigen of de belan@jkste deelen ervan. 
Voor ander werk zijn zij echter te oneconomisch en geven 
zij ook andere bezwaren (punt 6 b, c). 

Middelmatige tunnels kunnen niet alleen gebezigd 
warden voor nagenoeg alle onderzoekingen, die niet tot  
de onder h genoemde speciale groepen behooren, doch zijn 
hiervoor w k  het meest geschikt. Deze onderzoekingen 
omvatten verreweg de nieeste proeven, die voor de practijk 
van direct belang zijn (punt 6d). 

Naast de bovengenoemde worden nog verschillende 
andere tunnel-typen gebruikt voor speciale ondemekin- 
gen (punt 6f). 

f. 

i. 

j. 
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verband met het bovenstaande van rechtstreekseh belang 
zijn. 

De grenala~“ en h m r  inuloed up schaaleffecl. 
1. De in de literatuuropgave van R3.L.-rapport A 426 

genocmde publicatier. De Jngmieur 1934, biz. W. 69 
en Versl. en Verh. H.S.L., &el VII, 1834, blz. 50. 

2. Z a u ~  A. F. and Ross C. A. Bibliography on skin 
friction and boundary flow-, Library of the Congress, 
Division of Aeronautics. (Washington, 1932). 

3. PRANDTL L. and TIXTJENS 0. Hydro- und Arromeehanik. 
Bnd. 11, Kap  V. (Berlin, 1931). 

4. KARMAN TH. “ON. Turbulence and skin friction. Journal 
of :he Aeronautiral sc i en~es .  V O ~ .  I, 1934, p. I .  

5. KARMAX TH. YON and MILLIKAN C. €3. The use of the 
uindtmmel in connection with aircraft-desien nroblems. 

6. 

7. 

8. 

Y .  ~ ~ 

Trans. A.S.M.EI Val. 56, 1934, p. 151. 
KARMAN Tn. VOX and RfILI.mAN C. B. A theoretical 
invest,igation of the muximum-lift coefficient. Journal 
of Applied Maehanics. Vol. 2 ,  198.5, p. A 21. 
MIUIKAN C. B. and KLEIN A. L. The effect of turbu- 
lence. Alrcrnft Engineelirtg. Vol. 5. 1933, p. 169. 
MILLIKAN C. B. Further experiments on the variation 
of the maximum-lift coefficient with tarbbulence and 
R E w ” m ’  number. Tmns. 8.S .M.E.  Vol. 56, 1034. 
p. 81s. 

Overzichten van uerachillende tunnellypen. 
9. Zie 3, Kap. VI11 C. 

10. PRANDTL L. Herstellung einwsndfreier Luftstnime 
(Windkanale), in: WIEN u. HARMS. Handbuch der Ex- 
perimentalphynik, Bnd 4, Teil 2. (Leipzig 1932). 

11. TOUSSAINT A. and JACOBS E. Experimental methods- 
Windtunnels, in: DuaAND. Aerodynamic Theory, Val. 
111. (Berlin 1985). 

Beschrijvingen u m  w6ndlunnel9. 
12. RELF E. F. The compressed-air wind tunnel of the 

National Physical Laboratory. Engineedng, Vol. 182, 
1031, p. 428. 



18. JACOBS E. N. and ABBOTT I. H. The N.A.C.A. variahle- 
density tunnel. S.A.C.A. Report 416, 1982. 

14. DE FRANCE S. .I. The N.A.C.A. full-scale a,ind tunnel. 
N.A.C.A. Report 459, 1939. 

15. MAREC G. LF. La grand? sauffllerie adrodynamique de 
Chalais-hleudon. G6nie Civil, 1934. 

16. WOOD R. Alc K. The new windtunnel.r of the Royal 
Aircraft Establishment. Engineenug, Vol. 182, 1991, 
p. 563. 

17. WEEK P. E. nud WOOD D. H. The twentv-foot om- 
peller research tunnel of the N.A.C.A. N.A.C:A. Reiort 
900. 1928. 

18. D~ILLIKAN C. €3. and K L E ~  A. L. Description and 
calibration of 10-foot rindtunnel at  California Institut 
of Technology. Trons. A.S.M.E. (Aeron. Eng.) 1932-'33. 

19. ACKERET J. Der neue Windkana1 des Instituts fiir 
Arrodynamik an der E.T.H. Ziirich. Schmeizer Aero- 
Revue 1935, S. 107. 

20. ROBEHT. Une soufflerie dradynamique de 1000 H.P. 
L'Ahmautique, 1923, p. 32. 

21. COLLAR A. R. The N.P.L. open jet windtunnel. R. & M .  
1569, 1834. 

22. -. Die aerodynamische Versuchsanstalt in Warsehau. 

23. PRANDTL L. Eruehnisse der Aerodvnamisohen Versuclis- 
Zdlschr. f. Flugt. u. Molorluflsch. 1928, S 119. 

anstalt zu Gb-ttl'ngen. I. Li?f._ 19<1, S 8. 
24. HARRIS T. A. 

N.A.C.A. N.A.C.A. report 412. 1931. 
25. -. De windtunnelinstallatie van den Hijks Studirdimst 

voor de Luehtvanrt. Versl. en Verlr. R.S.L., I k p l  I. 
1921, bla. 15. 

26. BusEmANN A. Profilmessungen hei Geschwindigkeiten 
nahe der Schall#rschwindiglreit. Jalmb. W.G.L .  192H, 
s. 95. 

The 7 by 10 foot windtunnel of the 

27. STACK J. The N.A.C.A. high-speed windtunnel and 
tests of six propeller sertions. N.A.C.A. Report 463, 
1938. 

28. BAILEY A. and WOOD S. A. High npeed induced wind- 
tunnel. R. & M. 1468, 1982. 

29. ACKERET J. Der Ueberschallkanal. Schlweizer Aero- 
Revue 1985, S 112. 

30. WENZINOER C. J. and HARRIS T. A. The vertical wind- 
tunnel of the N.A.C.A. N.A.C.A. Report 387, 1931. 

31. WIMPERlS H. E. New methods of research. Aircraft 
Engineering, Vol. 4, 1992, p. 151. 

32. KNIOET N1. and CLAY W. C. Refrigerated windtunnel 
twts on surface coatings for preventing ice formation. 
N.A.C.A. T.N. 839, 1930. 

Afkoitiigen: 

Jahrhuch W.G.L. = Jalirhueh der Wissenschaftlichen 
Gesellschnft fur Luftfahrt e.V. 

N.A.C.A. Report = Report of the National Advisory 
Committee for Aeronautics (Ame- 
rika). 

N.A.C.A. T.S. = Technical Note of the National Ad- 
visory Committee for Aeronautics 
(Amerika). 

n. & 31. = Reports and Memoranda of the 
Aeronautical Research Comniittee 
(Engeland). 

Trans. A.S.M.E. = Transactions of the American Sacie- 
ty of Mechanical Engineers. 

Versl. cn Verh. R.S.L. = Verslagen cn Vcrhandelingen van 
den Rijks Studiedienst voor dc 
Luchtvaart, Amsterdam. 



Rapport A. 558. 

Een vraagstuk uit de waarschijnlijkheidsrekening, betrekking hebbende op 
het voorkomen van bedrijfsstoringen 

door 

ir. C. KONING. 

Rapport A. 558: 

Report A. 558: 

Bericht A. 558: Ein Problem der Wahrscheinlichkeits- 

Un problbme de calcul des probabilitbs. 

A problem of probability. 

rechnnng. 



Oue7Pedmkt uit het IVeekblad ..DE INGENIEUR” 1936 no. 16. Aleoreen pedeelte. - 

RAPPORT A. 558. 

Een vraagstuk uit de waarschijnlijkheidsrekening. 

lJ&reksel. 
Bij besuhouwingen over bedrijfsstoringen kan het vol- 

gendr vraagstuk van belang zijn: gegeven de gemiddelde 
tijd tg tusschen twee storingen, gevraagd de waarschijn- 
lijkheid W(t )  van het vonrkonien van een storing gedurende 
een tijdsinterval van den dnur t. Aangetoond wordt, dat, 
indien de storingen onderling onafhankrlijk xijn, de. ge- 
vraagdc waarscliijnlijklirid gegeven wordt door (6). 

RAPPORT A. 558. 

Un problhme de  calcul des pmbabiliths 
R(’.vUf7lP. 

En discutant des avarics dr inotenr le probleme suivant 
peut, Ptre important: l‘rspace de ternpa inoyen tg entrr 
drux pannrs &ant dcinni., qnellc est la prohabilitb W ( t )  
d’une panne pendant un cspare de tenips de longueur t ?  
II est dtmontrP, que, Irs pannes Gtant indtpendantes, la 
probabilit6 demand& est dunnte par (0). 

REPORT 558. 

A problem of probability. 

Summary. 
In discussing the posrihilities of engine failure tbe 

following problem may be of interest: the niean time 
interval tg between two failures being given, what is the 
probability W(t )  of .a breakdown occurring during a time 
interval of length t‘? I t  ili shown that if the fsilures are 
supposed to he independant, W ( t )  is given by (6). 

BERICHT A. 558. 

Ein Problem der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. 

Zusamnzenfassung. 
Bei Retracht,nng der Wabrsclieinliclikeit von Betriebs- 

stiirnngen begegnet man bisweilen folgendes Problem: der 
mittlere Zeitrauni tg zwischen zwei Stiirungen ist bekannt, 
die Wahrsrheinlialikt,it, W ( t )  einer StGrnng wahrend eines 
Zeit,intervalls von der Daner t wird gefragt. Es wird be- 
wiesen, dass, wenn dir Stiirungen unabhangig sind, die 
Wahrscheinlichkeit JT(t) von (ti) gpgehen wird. 

Een vraagstuk uit de waarschijnlijkheidsrekening, 
betrekking hebbende op het voorkomen van bedrijfsstoringen 

door 
ir. C. KONING. 

Happort A.  558. Rijks-Studiedirnst VOOP de Luahtvanrt, Amsterdam. 

Besdwuwd wordt d(, waarschijnli~khr,id van het optreden, gedurcnde een willekeurig gekozen tijdsinterval, 
van e a  zioh voortdurmd e n  onregelmatig herlralend verschijnsel. De betrekking, die bestaat tusschen deze 
wtlarseliijnlijklieid en den ,,gemiddelden tijd per verschijnsel” wordt afgelcid. De verkregen uitkomst 
wordt vergclekcn met die van een eenvoudiger berekeningsmethode. welkc men samtijds aantreit bij be- 
schouwingrn over de waarsehijnlijkheid van bedrijfsstoringen en dip, consequent doorgevoerd, tot onjuiste 

resultaten bli,ikt te kunnen leiden. 

1. Inleiding. 
Bij beschouwingen over de waarschijnlijkheid van het 

voorkomen van bedrijfsstoringen ontmoet men somtijds 
de volgende redeneering: 

T l i t  bet bekende aantal storingen A gedurende een zeke- 
ren, voldoend langen, bedrijfstijd T volgt, als quotient 
van deze beiden, de ,,gemiddelde tijd per storing” t,. De 
waarschijnlijkheid van het optreden van een st,oring ge- 
dnrende ten tijdseenheid is dan W(1) = l&, terutjl zij 
voor een tijdsduur van t eenlieden W ( t )  = tit, is. 

Op l e t  eerste gezicht lijkt deze gedachtengang plausibel. 
Bij nadere beschouwing blijkt zij echter tot paradoxale 
resultaten te leiden. Stelt inen namelijk t gelijk aan to, 
dus beschouwt men een bedrijfstijd in duur gelijk aan den 
gemiddelden tijd per storing, dan wordt ais waarschijnlijk- 
heid van een storing W(t , )  = 1 gevonden Voor zoover 
hieraan een beteekenis toegekend mag worden, beduidt 
dit echter, dat in ieder tijdvak van t ,  eenheden met een 
aan zekerheid grenzende waarschijnlijkheid een storing 
te venvachten is. Anderzijds slniten het uitgangsgegeven, 
dat de gemiddelde tijd per storing t ,  is en de, niet expliciet 
nitgesproken, vemnderstelling, dat de storingen onregel- 
matig optreden, in, dat naast storingsvrije tijdvakken 
korter dan t ,  andere zullen voorkomen, die langer zijn. 

In het onderstaande wordt nagegaan, wat de juiste 
wijze is om het aangeduide vraagstuk op te lossen en waar 
de fout in de bovenstaande redeneering schuilt. Daarbij 
worden, onder verwijzing naar de bestaande literatuur l), 

1) Zie 0.m. 
CZUEER E.: Wahrseheinlichkeitsrechnung, Bnd. I (Leipaig 

u. Berlin 1914). 
ZBRNIKE F.: Wahneheinlichkeitsrechnung und Mathema- 

tische Statistik, in Geiger und Seheel. Hsndbuch der Physik, 
Bnd. 111 (Berlin 1827). 

VON MISES R.: Wahrseheinlichkeit, Statistik nnd Wahrheit 
(Wien 1928). 

Vwral op laatstgenoemde verhandeling zij hier gewezen, 

de beteekenis van Iiet begrip ,,waarscliijnli,jkiieid” en de 
elementaire regels der waarschijnlijkheidsrekening bekend 
verondersteld. Twee bewijzen, die in den tekst niet strikt 
noodmkelijk zijn, worden ter wille van de overzichtelijk- 
heid in afzonderlijke bijlagen gegeven. 

Met nadruk zij erop gewezen, dat hier alleen de wiskun- 
dige zijde van het vraagstuk besebonnd wordt. De vraag, 
of de verkregen uitkomsten al dan niet op bepaalde tech- 
nische problemen toegepast mogen worden, blijft dns on- 
besproken. Zij zal voor ieder geval afzonderlijk nader 
onder het oog gezien dienen te worden. Daarbij zal men, 
evenals trouaens bij iedere praktische toepassing van een 
lmgs theoretischen weg verkregen resultaat, inoeten nagaan 
of de omstandigheden, waaronder bet werkelijke verschijn- 
sel zich voordoet, voldoende overeenkomen met de ver- 
onderstellingen, waarvan de theorie uitgaat. Bovendien 
zal men moeten ovemegen of het beschikbare materiaal 
omvangrijk en betrouwbaar genoeg is om er een bruikbare 
waarde van t ,  uit, af te leiden. 

2. Verondmstellingen. 
Besehouwd wordt het optreden van een verschijnsel, 

dat zich voortdurend, doch volkomen onregelmatig en 
onafhankelijk herbaalt. Iedere regelmaat in dit optreden en 
onderlinge beinvloeding der opvolgende verschijnseleu zijn 
dus uitgesloten. Bovendien zal de waarschijnlijkheid, dat 
het zich voordoet, op geenerlei wijze met den tijd ver- 
anderen. 

De tijdsduur van het versehijnsel wordt gelijk nul aan- 
genomen. Indien het mogelijk is, dat twee verscbijnselen 
samenvallen, d.w.z. op hetzelfde tijdstip optreden, znllen 
deze als ekn verwchijnsel worden beschouwd. 

Ter toelichting diene bet volgende. Bij een machine 

omdat hierin nitgegaan wordt van een definitie van bet begrip 
waamchiinlijkheid, die beter dan de klassieke past bij nit de 
techniek voortkomende vraagstukken op dit gebied. 



20 

kan zich een bedrijfsstoring voordoen, die bet gevolg is 
van slijtage of vervuiling van een bepaald onderdeel. Bij 
een vwrkomende storing nal hierin voolzien worden, zoo- 
dat onmiddellijk daarna de kans op een storing door deze 
oorzask belangrijk afgenomen en dus ook de waarschijnlijk- 
heid van een storing in het algemeen kleiner geworden is. 
De storingen zijn dan in zekeren zin onderling afhankelijk, 
zij beinvloeden elkaar. Ook kan de kans op storingen ten- 
gevolge van ouderdomsgehreken van een werkt.uig met 
den tijd toenemen. Zwwel het een als het ander wordt 
door de bovengegeven veronderstellingen nadrukkelijk uit- 
geschakeld. 

Aan de voorwaarde: tijdsduur van het verschijnsel 
gelijk nul, kan, ook wanneer dit in werkelijkheid niet het 
geval is, voldaan worden, door alleen op het begin ervan 
te letten en den tijd, gedurende welken het optrredt, 
Net mee te rekenen in den bedrijfstijd. 

3. Definities. 
Alvorens over te gaan tot een bespreking van het vraag- 

stuk is het gewemcht de in de inleiding reeds aangeduide 
begrippen scherper te ornschrijven. Tevens zal daarbij 
nog een andere grootheid, die in het volgende noodig is, 
gedefinieerd worden. 

Onder ,,waarschijnlijkheid voor den tijdsdunr 1" W ( t )  
wordt verstaan de waarschijnlijkheid van het minstens 
eenmaal optreden van het verschijnsel gedurende een aille- 
keurig tijdsinterval (T,  5 r< -1- t ) ,  waarvan de duur t 
tijdseenheden hedraagt. Volgens de in punt 2 besproken 
veronderstellingen is de waarde van W ( t )  voor ieder geval 
alleen afhankelijk van die van t ,  dus van den duur van het 
interval, en heeft het tijdstip, waarop dit hegint (TJ, rr 
geen invloed op. Overigens mag natnurlijk verwacht aor- 
den, dat zij van geval tot geval verschillend zal zijn. In 
het volgende zal blijken, dat dit alleen tot uiting komt 
door een invloed van den hieronder nag nader te hespreken 
gemiddelden tijd per verschijnsel t,. 

Naast de waarsr,hijnlijkheid W(t)  staat die van het niet- 
optreden van het verschijnsel gedurende den tijd t .  Ter 
onderscheiding van eerstgenoeinde zal dezc met lret sym- 
boo1 Wn(t) aangeduid worden. Deze twee waarschijnlijk- 
heden vullen elkaar aan, voor iedere waarde van t geldt 
dus de betrekking: 

.............. W(t)  + PIT&) = 1 . .  (1) 
De ,,gemiddelde tijd per verschijnsel" t, is gelijk am een 

mer langen waamenringstijd, gedeeld door het aantal 
malen, dat het verschijnsel zich gedurende dien tijd voor- 
doet. Streng genomen behoort t ,  gedefinieerd te worden 
als de grenswaarde, waartoe bovengenoemde verhouding 
nadert hij steeds toenemenden waarnemingstijd. 

4. De maarschijnlijkheid W(1). 
De betrekking, die bestaat tusschen de waarschijnlijk- 

heden voor intervallen van verschillenden duur, kan het 
eenvoudigst gevonden worden door gebruik te maken van 
de waarschijnlijkheid van het niet-optreden van het ver- 
schjjnsel. 

Neemt men aan, dat W(t), en daarmee ook W'Jt). voor 
een bepaalde waarde van t bekend is en beschouwt men 
een interval mt, waarbij ni een positief geheel getal is, 
dan is de waarsehijnlijkheid, dat het verschijnsel zich ge- 
durende dit interval niet zal voordoen: 

.............. W,(ml) = pVJt)/" (2) 
Immers, het gaat hier om de waarschijnlijkheid van iets, 

waarvan het voorkomen in opvolgende gevallen gevraagd 
wordt. Zoowel voor t als voor mt geldt betrekking (l), 
zoodat uit deze en (2) tezamen voor de waarschijnlijkheid 
van het minstens kdnmaal optreden van het verschijnsel 
in het interval mt volgt: 

(3) 
Deze uitkomst werd bier afgeleid voor positieve geheele 

waarden van m. Op eenvoudige wijze kan aangetoond 
worden (zie bijlage I), dat zij ook geldt, wanneer m een 

m W(mt) = 1 - 11 - w (01 ............ 

positieve rationeele breuk 4 d.w.2. een breuk, waarvan 
teller en noemer geheele getallen zijn. Zonder nader in 
te gaan op de vraag, of dit, streng wiskundig beschouwd, 
zander nieer toelaatbaar is, zal hier nog een stap verder 
gegaan worden, door aan te nemen dat (3) het verband 
tusschen W(t)  en W(mt) voor iedere posit.ieve waarde van 
m geeft. 

Zooals in bijlage I1 aangetoond wordt, is de algemeene 
vorm van de functie W(t) ,  die'aan deze vergelijking voldoet: 

at ................ W(t)  = 1 - e  (4) 
Hierin is, algemeen genomen, a een willekeurige mn- 

stante. De gevraagde waarsehijnlijkheid IT(t) zal ook dezen 
vorm Inoeten hebhen, waarbij dan echter aan a een waarde 
toegekend moet worden, die, zooals in het volgende zal 
blijken, alleen afhankelijk is van drn gemiddelden tijd per 
verschijnsel. 

5 .  Ilet  uerhund tthwchen de muarschijnlijkheLd W(t)  cn den 
gcniiddelderr tijd t , .  

Om dit verband te vinden, beschouwe men een zeex 
langen waarnemingstijd T en verdeele dezen in N inter- 
vallen van gelijken duur. De lengte van ieder interval 
is dan t = T i X .  aoodat. op grond van (4) de waarschijn- 
lijkheid, dat in een dergelijk interval zich het verschijnsel 
een of meer malen zal voordoen, is: 

Dit heteekrnt echter niet anders a )  dan dst. wanneer 
het aantal intervallen slechts volduende groot is, hierbij 

ongeveer NFV ( - )  zdlen voorkomen, waarin het ver- 

srhijnsel minstens Snmaal optreedt en ongeveer 

'T 
'V 

,V 1 -Vi' - , waarhij dit nirt het geval is. Wordt .V 1 KJl 
oneindig groot, dan nadert de verhouding tusschen beide 
aantallen t.ot de uit de aangegrven bedragen volgende. 
In het algrmeen kan dus het aantal intervalten met ver- 

schijnsel gesteld worden op NIT + N,. Onder deze 

zijn er, waarin het versrhijnsel zich nieer dan &nmaal 
voordoet. Het aantal verschijnseten gedurende den tijd T 
is daardoor grooter dan genoemd aantal intervallen. Stelt 
men het verschil tusschen beide voor door A,, dan wordt 
het totaal aantal verschijnselen: 

A = . V W ( ' ~ ) + - .  N, + A ,  N 1 - e  - + N ,  + A,. 

in punt 3 gedefinieerd is, v o l e  hieruit: 

T '  
(,SI 

T 

i a 7 T '  

Voor den gemiddelden tijd per verschijnsel, zooals deae 

Lsat men nu, bij gelijkblijvenden T, X onhepaald toe- 
nemen, dus verdeelt men den waarnerhingstijd in steeds 
kleinere intervallen, dan nadert de in ( 5 )  gegeven uitdruk- 
king tot  een grenswaarde. Hierbij zullen zoowel N ,  als A, 
nul worden. Het eerste volgt onmiddellijk uit de boven 
aangeduide beteekenis van het begrip waarschijnlijkheid. 

Om bet tweede in te zien heeft men te bedenken, dat 
bij afnemenden duur der intervden steeds meer verschijn- 
selen, die aanvankelijk met meerdere binnen ken interval 
vielen, over verschiUende verdeeld zullen worden. Wordt 
deze duur tenslotte oneindig klein, dan zal per interval 
hoogstens ken verschijnsel voorkomen. 

De grenswaarde van de eerste term in het rechterlid 
van (5 )  kan verkregen worden door TIN = t t e  stellen, 

8) Vergelijk b.v. het eerste hoofdetuk van de in noot 1 
genoemde publicatie van VON MIsF5. 
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Fig. 1. De waarschijnlijkheid W(1) 

_ _ -  W(I) = t/tg (onjuist). 

deze p o t h e i d  tot nul te  laten naderen en daarhij op de 
gebruikelijke wijze de liniiet te hepalen van de breuk, 
die het karakter Oi0 hlijkt te hebben,: 

W(f) = I--t/'c 

0,55 0,423 1,1 0,667 2, l  0,876 
0,049 0,60 0,441 1,2 0,699 2,2 0,889 
0,095 0,65 0,478 1,3 0,727 2,3 0,900 
0,189 0,70 0,503 1,4 0,753 2,4 0,909 
0,181 0,75 0,528 1.5 0,777 2,5 0,918 
0,221 0,80 0,551 1,6 0,798 2,6 0,926 
0,259 0,85 0,573 1,7 0,817 2,7 0,933 
0,295 030 0,593 1,s 0,835 2,s 0,939 
0,330 0,95 0,613 1,9 0,850 2,9 0,945 
0,862 1,OO 0,632 2,O 0,865 3,O 0,950 
0,398 

leiding geschetste wijze van berekenen volgt. Het blijkt, 
dat voor kleine waarden van t, de uitkomsten vnn de 
twee methcden elkaar ongeveer dekken. Bij grootere 
waarden bestaat er echter een helangrijk, met t, toe- 
nemend, verschil tussehen heide. De op de onjniste wijze 
hepaalde waarden van W(1) nemen lineair met t, toe om 
bij t, = 1 de waarde 1 te bereiken. Bij de volgens (6) be- 
rekende uitkomsten daarentegen neemt de toename ge- 
leidelijk af met t,, met het gevolg, dat  zij ook bij t ,  = l 
en bij grootere waarden van deze veranderlijke onder de 
eenheid blijven om tenslotte asymptotisch tot deze grens 
te naderen. 

De vraag moet nu nag beantwoord worden, waarin de 
onjuistheid van de in de inleiding aangegeven gedachten- 
gang schuilt en of en in hoeverre de daarnit volgende 
methode in sommige gevallen toch hrnikbaar is. Het ant- 
woord op het eerste deel van deze m a g  is, dat, zooals nit 
(3) of (6) blijkt, het niet toelaatbaar is vow willekeurig 
groote waarden van t aan te nemen, dat W ( t )  evenredig 
is met den tijdsduur van het hescliouwde interval. Voor 
het beantwoorden van het tweede deel is bet noodig de 
in (6) gegeven uitkonist te ontwikkelen in een machtreeks 
naar tjt,: 
W(t )  = t / t , - ~ ( t / t , , ) ~  + hoogere machten van t/t, . . . . ( 7)  

Is nu tit, zeer klein, dan niogen de tweede en hoogere 
machten ervan verwaarloosd worden. Zooals gemakkelijk 
in te zien is, leidt dit tot de hier hedoelde berekenings- 
methode. Deze geeR dns een henaderingsoplossing, die 
alleen gebezigd mag worden in gevallen, waarin de duur 
van liet beschouwde interval klein is vergeleken hij den 
gemiddelden tijd per verschijnsel. Is dit niet hct geval, 
dan is haar gehrnik niet toelaatbaar en leidt zij tot de in 
de inleiding hesproken paradoxale resultaten. 

7.  ('onclusies. 
Voor verschijnselen, die, wat onregehnatigheid en 

onafhankclijkheid betreft, voldoen aan de in punt 2 be- 
sproken voorwaarden, geldt het volgende: 

De waarschijnlijkheid, dat een verschijnsel zich gedu- 
rende een willekeurig gekozen tijdsinterval minstens 664- 
mad zal voordoen, is: 

a. 

~ ( t )  = I -e--t /%. 
Hierin is t de duur van bet, heschouwde interval en t, 

de geriiiddelde tijd per verschijnsel in den in punt 3 aan- 
gegeven zin. 

De in de inleiding geschetste methode, waarhij de 
onder a bedoelde w.aarschijnlijkheid gelijk gesteld wordt. 
aan het quotient van t en t,, mag alleen toegepast worden, 
wanneer dit quotient zeer klein, het beschouwde interval 
vergeleken bij den gemiddelden tijd per verschijnsel dus 
zeer kort is. Is dit niet liet geval, dan leidt zij tot onjuiste, 
t e  groote waarden voor W(t).  
Belangrijkste notaties. 
e = grondgetal van de natuurlijke logarithmen 

2 = duur van het beschouwde tijdsinterval, uitgedrukt 

t, = gemiddelde tijd per verschijnsel (zie punt 3). 
t, = duur van het besclionwde tijdsinterval, nitgedrukt 

A = aantal verschijnselen gedurende den waarnemings- 

N = aantal intervallen, waarin de waarnemingstijd T 

T = duur van den waarnemingstijd. 
W(t) = waarschijnlijkheid van het minstens 66nmaal o p  

treden van het venchijnsel gedurende een tijds- 
interval, waarvan de duur t is. 

W,(t) = waarschijnlijkheid van het niet-optreden van het 
verschijnsel gedurende het hij W(t)  bedoelde tijds- 
interval. 

b. 

(= 2,718 . . . .). 
in willekeurige tijdseenheden. 

in to als eenheid. 

tijd 1'. 

verdeeld wordt. 

7 

De beteekenis der overige symbolen is op de plants, 
wanr zij voor het eerst versehijnen, toegelicht. Dit geldt 

= tijd als loopende veranderlike. 
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ook v w r  de bovenstaande voor zoover voonien van een 
hier niet besproken index. 

Bijlage I. 

De waarschijdijkheid W(mt)  oom meer algemeene VKlardm 
yrm m. 

Volgens de in punt 4 gegeven afleiding geldt de be- 
trekking 

(3)  

voor geheele positieve waarden van m en willekenrige 
waarden van t .  Wordt nu voor laatstgenoemde gmotheid 
t /q  ingevoerd en m vervangen door het eveneens geheele 
gets1 q, dan krijgt zij den vorm: 

W(mt) = 1 - {l - W ( t ) P . .  .......... 

W ( t )  = 1 - (1 - W(t/q))q 

W( t /q )  = 1 -{1 - U'(t))lIP 

w -t = 1 - {l - W(Pt))liP ........ (an) 

Bij oplossing near W(t /q )  volgt hieruit: 

Hierin mag men t weer vervangen door pt: 

CI 
Indien p een geheel getal is, volgt echter uit (3): 

Invoering biervan in (3a) geeft dan: 
W(pt) = 1 - {l - W(t))P 

w - t  i", ) = 1 -  { 1 - W(t))PIP .......... 
, -  . 

waarmede dus bewezen is, dat (3)  ook geldt, wanneer m 
een positieve rationeele breuk is. 

Bijlage I I .  
De algmene u o m  uan de functie W(t). 
Zwals in punt 4 besproken is, moet de functie W ( t )  

voor alle re&ele positieve waarden van m en t voldoen aan 
de vergelijking: 

............ w(mt)  = '1 - (1 - ~ ( t ) } m . .  (3 )  

(a) 
Wordt hierin ingevoerd: 

................ W(t)  = 1 - f ( t )  
dan gaat zij over in: 

waaruit dan, door nogmaals een nieuwe onhekende fnnctie 
in te  voeren door de snbstitutie: 

f(f)  = e W )  .................. (9d) 

f(mt) = { f ( o } m  

volgt: 
F(mt) = mF(t) ................ (3e) 

Het is onmiddellijk in te zien, dat: 
F(t) = t 

een oplossing van deze laatste vergelijking is. De vraag 
doet zich eehter voor, of een nieer algemeene oplossing 
bestaat. Teneinde dezr vraag te knnnen heantwoorden 
zij deze oplossing voorgesteld door: 

F(t )  = t Fl( t )  .................. (31) 

Invoering hiervan in (34 leidt tot: 
mt F,(mt) = mtF,(t) 

m a w .  I?,(mt) nioet voldoen aan: 
P,(mt) = Fl(t) .  

Dit zal het geval moeten zijn voor alle recele positieve 
waarden van m en 1. F,(t) kan dns niet anders dan ecn. 
overigens willekeurige, constante zijn. Wordt hicrvoor 

F,(t) = a 
aangenomen, dan volgt hieruit met behulp van (3f), (3d) 
en (3c): 

W(1) = 1 - e at 

als algemeene oplossing van vergelijking (3). 
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RAPPORT V 834. R&ud. 
mrrectte voor stuwing en wrijving op thermometer- 

aanwijzingen. 
I1 s'agit de I'examination de la correction de Vindication 

d'un thermometre, p W  dans un courant d'air, et qu'il 
faut appliqner en consequence de IHlevation de tempera- 
ture eausee: 

1'. par la compression adiabatique de I'air aux points 
de vitesse reduite, 

2'. par la chaleur de frottement se degageant dans la 
touche limite a la surface du thermomktre. 

A cause de considerations theoriques, mais inconr- 
plktes, le cas de la couche limite turbulente ne se pretant 
pas B la calalculation, on obtient, o m m e  formule de cor- 
rertion: 

tritlleksel. 
Ondenoeht wordt de correctie, die op de aanwijzing van 

een in iuchtstroom opgestelden thermometer meet 
worden aangebraeht wegens de temperatuursverlroogingen: 
die worden veroorzaakt: 
le. door de adiabatisehe compressie van de lucht in punten 

van verkleinde stroomsnelheid; 
2e. door de in de grenslaag aan het thernlonreteroppervlak 

vrijkomende wrijvingswarmte. 
Op grond van theordsche overwegingen (Hoofdstuk 11), 

die onvolledig zijn, daar het geval der turbulente grenslaag 
niet voor herekening toegankelijk is, komt men tot een cor- 

P" 
P 

0 = --c td == c ~ q. 
~~i 1 

rectieformule : 

@ ~ ~ ..c Ul = ~ . - c  -0  
Lz 'I P 

Dew formule wordt voor een thermometer vdn h e p d d  
type (NZI) door het experiment bevestigd (Hoofdstuk IV), 
waarbij moet worden genomen: 

'C ma 
c = 0,008 -~ 

!% 
Men kan voor dezen thermometer de formule ook schri.1- 

ven: -1 B = ---3,n6.10-s uQ* 
P 

(A 8 in O C ,  up in kin/h). 
Ue max. stuwdruk, die bij de inetingen werd hereikt. 

bedraagt, ea. 600 kg/m2. 
De experimenteele gegevens zijn uit vliegproeven ver- 

kregen, d.w.2. gebruikt zijn de temperatuursmetingeu, ver- 
kregen tijdens de horizontale snelheidsvluchten, die bij 
prestatiemetingen aan vliegtuigen werden uitgevoerd. De 
methode is beschreven in hoofdstuk 111, temijl in een 
aanhang een analoge methode besclrreven wordt om de 
miswijzing, die gevolg is van de traagheid. te onder- 
zoeken. 

Summary. 
In this report the correction has been investigated, which 

should be applied to the indication of a thermometer placed 
in a current of air and due to the increase of the temperature 
caused by: 

1'. the adiabatic compression of the air in points of 
decreased air speed, 

2". the heat produced by friction in the boundary layer 
on the surface of the thermometer. 

On account of theoretical considerations, which are in- 
complete since the calculation fails for the case of a tur- 
bulent boundary layer, t,he following formula for correction 
has been obtained: 

For a thermometer of a certain type (NZI) this formula 
has been verified experimentally, giving for c a valueof 

Vor this thermometer the formula may also he mitten 
as: 

(a 0 in "C, up in km/h) 
The maxinrum indicated impact pressure reached in the 

experiments amounts to  about' 600 kglm". The experimen- 
tal data have been obtained by flight tests; i.e. only thoqe 
measurements of temperature have been used obtained 
at level flights durine full scale Derformance-tests on air- 

Cette formule est justit'iee, pour un therniom6tre dn 
type NZI, par I'expPriment quand on prend: 

._ 
Pour ce therniomPtre on peut transformer ia formule 

dans In suivante: 
P :$,8fi . 1 0 - 5  . 2 
P 

:", 0 = - 

(A 0 en "C, uy en km/h) 
La valeur maximale de la pression dynamique qu'on 

a obtenu s'elbve a environ ti00 --%. Les donnees exNri- 

mentales ont 6th acquises par des essais de vol, c.&.d. 
qu'on s'est servi des mesures dr temperature ohtenus pen- 
dant des vols en palier necessaires pour la contrBIe de la 
performance d'avions. La methode a et6 dkcrite dans la 
Chap. 111. Dans un appendice on trouve la description 
Cone method? analoxue pour I'examination de l'crreur 
resultant, de l'inertie thermique. Ces derniikes rechcrches ne 
sont pas encore t,emiinkes. 

Zusamrnenfassung. 
Es handelt siclr uni die Korrektion auf die Anxeige eines, 

in einem Luftstrom aufgestellten. Thermometers, wegen der 
Temperaturerhohungen infolge: 

1". der adiabatischen Verdichtung der Luft in Punkteii 
mit verkleinerter Stramungsgesclrwindigkeit, 

2'. der Reibungswarme, die in der Grenzschicht an der 
Oberfliche des Thermometers frei aird. 

.%uf Grund theoretischer f'berlegungen (Kapitel 11), 
welche norh unvollstandig sind, weil der Fall der t.urbulen- 
ten Grenzschicht nicht der Berechnung zuganglioh ist, 
koinmt man auf einr Korrektionsformel, 

kg 
m 

Diese Formel ist fur ein Thermometer bestimmter A r t  
(XZII cxuerimentell hestitiet worden mit: 

Fur dieses Thermometer kann man die Formel auch 
schreihen: 

(A 0 in "C, uy in km/h) 
Der groszte Staudruck der wiihrend der Messungen 

erreicht wurde, betriigt ungefahr 600 kg/ni2. 
Die experimentellen Angaben sind erzielt mittels Flug- 

versuche, d.h. verwendet sind die Temperaturmessungen, 
welche gemacht wurden wahrend horizontalen Ceschwindig- 
keitsflugen, welche statt fanden bei Leistungsmessungen 
an Plugzeuge. 

planes. The metliod ha been described in Chapter 111. In 
the appendix a similar method has been given to  find 
the error in the indication due to  time lag (thermal inertia). 
This last investigation has not yet been finished. 

Das Verfahren wird beschrieben in Kapitel 111. In 
einem Appendix wird eine analoge Methode beschrieben 
fur die Fcststellung der Fehler infolge der thermiuchen 
Ragheit,. Diese letzte Arbeit ist nmh nirlit abgeschloxsen. 
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traagheid van thermometerti. 
fn pen lurhtstroom opgestelclr thernionieters vertoonen een miswijzing. Ikzc niiswijzing blijkt in gorde hr- 
nadering onafhankelijk van dr lurhtdicht,heid, en evenredig met het quadrxat van de stroomsnelheid 
tr rijn. l k  aaarde der. rorredieronrtnntr knn mrt hehnly, van proevm in vlieptiiipen nwdm bepaahl. 

“Ta~rrEs, 
I J  werkelijke atrooiiisne1Beid: 

uw = werkelijke vliezsnelheid: 
p =druk: 
q = stuwdruk: 
p = diehtheid: 
po = dichtheid up 0 111 in atandaardatniou~eer: 
cv = soortelijke warmte bij constanten druk; 
ce = noortelijke warmte hij constant volume: 

= stuwsnelheid; 

g = versnelling van de zwaartekraclit ; 
R = gasconstante: 
T = absolute temperatuur: 
A = merhanisch aequivalent van de warmte-eeubeid: 
p = viscositeit; 
A = warmtegeleidingsro8ffirient: 
0 = temperatuur: 
0, = thermometers~nwijzi~i~. instrumenteal gerorrigeerd; 
€I = hoogte; 
m = massa. 

I. Inleiding. 

Om uitkomsten, verkregen uit waarneniingen tijdens 
vliegproeven, volledig vast te leggen, zullen geuroonlijk de 
bijbehoorende buitenluchttemperaturen, vaak zelfs tot 011 
enkele tienden “C. nauwkewig, bekend moeten zijn. 

Deze temperatuur moet dan ook bij vrijwel alle proeven 
mede bepaald worden. Dit geschiedt hij het N.L.L. met 
z.g. afstandsthermometers. 

Deze therniometers bestaan uit een meestal kwik he- 
vattend reservoir, dat door een lange buigzame capillair 
verbonden is met een aanwijzend instrument. Dit laatste 
is in de bestuurdersruimte opgesteld, het meetlichaani 
bevindt zich in den luchtstroom buiten het vliegtuig. 
Een zonnescherm zorgt voor afscherming van de directe 
zonnestraling. Fig. 1 geeft een afbeelding van een tweetal 
volgens dit principe geconstrueerde thermometers. Het 
eenig verschil is gelegen in den vorm van het nnnnescherm. 

Natuurlijk kunnen in plaats van kwikthermometers ook 
electrische, b.v. weerstmdsthermometers, vwr de teni- 
peratuurmeting gebruikt worden. Beide systemen vertoo- 
nen typische voor- en nadeelen. Het voomaamste voordeel 
van electrische thermometers, tegenover kwikthemome- 
tem, is hun gewoonlijk belangrijk Meinere traagheid; de 
nadeelen zijn in de eerste p h t s  verbonden aan den vwr 
nauwkeurige metingen nocdzakelijken gevoeligen galvano- 
meter, die v w r  gehruik in een vliegtuig geschikt moet zijn. 
Het is niet de bedoeling hierop verder in te gaan. Een 
gedeeltelijke overgang op electrisehe thermometers voor 
temperatunmeting tijdens vliegproeven wordt op het 
oogenblik door het N.L.L. overwngen. In  dit rapport 
komen uitsluitend de beide reed6 genoemde en tot nu tm 
zeer gebruikelijke 8fstands-kwikthermomet.em ter sprake. Pig. 1. Afstandsthermometer. 



meetliclleani mimatens ein stuwpunt. Uaar overal, waar 
(strikt genomen: in een potentiaal-strooming) de stroom- 
=elheid venninderd is, vnlgens de wet van BERNOWILLI 
een verhnngde druk optreedt, is aan iedere snelheids- 
vermindering een bij benadering adiabatische compressie 
en dus temperatnursverhooging verbonden. Deze kan bij 
3 nmotere melheidsveranderingen enkele ,paden Celsius be- 
dragen. 

Verder vomit zich aan het oppeNhk van het nreet- 
lichaam een grenslaag, waarbinnen de inwendige wrijving 
(visemiteit) van de lucht een merkbare rol gaat spelen. 
Daar de door de wrijving aan de strooming onttrokken 
energie in warmte wordt omgezet, treedt in de grenalaag 
a m  het meetlichaam een eveneens verhoogde temperatuur 
op, speciaal in die pnnten, waar buiten de grenslaag de 
stmmsnelheid s o o t  is. D e  voor de beide laatstgenoemde 
effecten, vemorzaakt door ,,stnwing" en ,,wrijving", op de 
aanwijzing van den t,hernloineter asn te brengen mr- 
recties, die reeds van verschillende zijden, ook door het 
N.L.L. (L.I., rapport A. 322) 1) werden ondenoeht, zullen 
in deze verhandeling volgens een nieuwe methode hepaald 
worden. 

Naast de hierboven genoenide fouten nioet nog op een 
laatste belangrijke foutenbron gewezen worden, die door 
de traagheid wordt gevormd. De kwikthermometers van 
het beschreven type hebben een vrij groote warmte- 
rapaciteit, waardoor in verband met den beperkten warmte- 
overgang, hij veranderde temperatunr van de omgeving 
de thermometeraanwijzing ,,aehter blijft". 

Over deze traagheidsfout zullen in een aanhang eenipe 
opmerkingen worden gemaakt. 

Samenvattend moeten op iedere tlrermometeraanwijzing 
(naast de reeds tnegepaste instrumentale rorrertie) een 
drietal correcties worden aangebracht. 

1. Een correctie wegens stnwing. 
2. Een correctie wegens wrijving. 
8 .  Een correetie wegens traagheid. 
Tot slot vernielden wij, dat alle in dit. rapport opgenomen 

metingen verricht zijn met S n  der beide in fig. 1 afge- 
beelde afstandsthermonieter. Deze zijn van het fabrikaat 
Xeeretti en Zambra. zii znllen wordm ondersrbeiden door 

~ 

de aandnidingen: 
Afstandsthermometers tvue NZI = Neeretti en Zambra " _  ., 

afstandsthermometer met ,,oud"type zonnescherm, fig. 1A. 
.%fstandsthermometers type NZII = Negretti en Zambra 

afstandsthermometer met .,nieon" type zonnesrherni. 
fig. 1R. 

11. Bespreking van de correctie wegens stuwing 
en wrijvlng. 

(j 1. Ailgerr~eerr. 
Speeiaal het aan stnwing, d.i. snelheidsverniindering, in 

een luohtstrooming verbonden temperatunreffect is reeds 
lang bekend. De eerste onderzoekingen op dit gebied zijn 
uitgevoerd door KELVIK en JnULE, die een goede over- 
eenstemming tusschen theorie en experiment konden aan- 
toonen. Siudsdien hebben verschillende onderwekers zieh 
met min of meer gelijksoortige vraagstukken bezig gehon- 
den. Wij vermelden hier het werk van PonLHAnsEN (L. 2), 
EDamND BRUN C.S. (L. 3) en oudere onderzoekingen door 
het N.L.L. (L. 1), ons hiermee beperkend tot die publi- 
=ties, waarvan in deze verhandeling gehruik gemaakt 
zal worden. 

Voor een uitvoerig historiseli overzicht kunnen wij trou- 
wens verwijzen naar het in de literatuurlijst nnder no. 9 
genoemde werk van E. BRUN. Alle ons bekende experi- 
lnenten zijn in een opzicht ouvolledig, daar de rnl van de 
luchtdichtheid niet werd nagegaan. In het algemeen toch 
l a 1  het optredend temperatnnrseffeet, behalve van de 
snelheidsverdeeling, ook hiervan afhankelijk kunnen zijn. 
Bij laboratoriuwnetingen en bij windtunnelmetingen stuit 
het nnderzoek van de ml van de luchtdichtheid op moei- 
lijkheden, w a a m n  men lnur ontknmen, wanneer men er in 

') L - -  IAeratunrlijxt 

slaagt een methnde te  vinden, die gehruik niaakt van vlieg- 
pmeven. 

Een dergelijke methode is door het N.L.1,. ontwikkeld, 
waarmee een aanvulling verkregen is van het op dit gebied 
nitgevoerde onderzoek. Alvorens echter op deze methcde 
nader in te g m ,  is het gewenscht de te vewachten 
effecten van het standpunt der t.heorie te hesehonwen, 
waarbij de beschouwingen speciaal gericht zullen zijn op 
het vaststellen van voor de praktijk noodzakelijke gesrhiktc 
rorrectieformuks voor thermometer-aanwijzingen. 

. 

4 2. Ten~~)e7atuursuerandering r!erbond€?L aan stuwing. 
Een deel van de hieronder volyeude eenvoudige beschou- 

wingen is, wat het werk van het N.L.L. betreft, reeds ge- 
deeltelijk in oudere rapporten opgenomen (L. l). Aangezien 
met den invloed van de lnchtdicbtheid daarbij geen reke- 
ning werd gehouden, herhalen wij deze uiteenxettingen 
hier in vollediger vornr. 

De vergelijking van BEXNOVILLI voor gassen, de wm- 
pressibiliteit in aanmerking genomen, luidt in de onder- 
stelling, dat: 
a. de stmorning atationnair en rotatievrij is; 
b. de inwendige wrijving mag worden verwaarloohd: 
c. geen uitwendige krachten werken; 
d. alle samendrukkingen adiahatisrh geschieden. waarbij 

druk en dicht,heid verlwnden zijn door de bekende 

formnle der ideale gaasen: ?, 
= const. 

P 

Ile indices 1 en 2 duiden up twee willekenrige pnnten 

Voor ideale gasen is hvendien: 
1 en 2 van het stroomveld. 

['it de vergelijkingen ( I )  en (2) Ieidt men af: 

Deze uitdrukking kan ook direct wnrden pe-e\~~nden nit, 
de enerpievergelijking: 

die aangeeft, dat de verdwenen kinetiwclie energit. volledig 
in warmte is omgezet. 

Men vindt dns, dat de teinperatuursverhonging door de 
stnwing uitsluitend van de snelheidsverdeeling. en niet. 
van de dichtheid. afhangt. 

Men kan een thermometer z w  constrneeren, dat  zijn 
kwikreservoir zieh practisch geheel in een stnwpnnt be- 
vindt, b.v. door de afmetingen van dit reservoir zoo klein 
mogelijk te houden en bet in het middelpnnt van een 
cirkelvormige vlakke schijf, die kmdrecht np de stroom- 
richting is opgesteld, aan tc brengen. Voor een dergelijken 
.,atuwpuntsthermnmeter" wordt de correctie wegens stu- 
wing direct door (3): met is2 I 0, geleverd; bovendien 
treedt in de directe omgeving van het kwikreservoir nage- 
noeg geen strooming np, waardoor de invloed van de wrij- 
ving onmerkbaar wordt en de correctie hiervoor wrralt.  
(Zie de rapporten A. 322, .1. .W2 en A. 479). 

Bij de in vliegtuigen gebrnikelijke thermometertypen 
spelen erhter xoowel stuwing als wrijving een ml. 

+ m (v,' - -- uZn) = d.?ng.c, (T2 - . I',) 

5 8. 
De correctie, die wegens de in de grenslaag van het 

thermometerlichaam nntwikkelde wijvingswarmte moet 
worden aangebracht, kan sleehts in een enkel vereenvnn- 
digd geval bij henadering herekend worden. In het alge- 
meen zal deze grenslaag gedeeltelijk bminair en gedeel- 
telijk turbulent zijn. In een tnrbulente grenslaag is de 
snelheidsverdeeling nnregelmatig, waardoor de door de 
vnjkomende wijvingswarmte vemomaakte temperatuurs- 

Temperauursv"d&ng uerbmukn aan wrijuing. 
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verdeeling niet voor eenvoudige berekening toegankelijk is. 
Voor het geval van een statiomiaire potentiaal-strooming 

langs een vlakken wand met laminaire grenslaag is door 
POALKAUBEN (L. 2) berekend, hij welk temperatuursversehil 
tussehen den wand en het gas (OS vloeistof) de warmte- 
uitwisseling nul is. Het blijkt, dat  dit temperatnursversrhil 
kan worden geschreven in den vorm 

(4) 

B mag hier als een uitsluitend van den aard van het gas 
afhankelijke constante worden heschonwd. 

Vnnr lucht is ongeveer: B = 3.6. 
Men kan de hiermee verkregen formule: 

toepassen op een ,,plaat-thermometer", d.i. een thermo- 
meter, waarvan het kwikreservoir als een dunne vlakke 
plaat is uitgevoerd, waarbij nien ermee rekening moet 
honden, dat een laminaire grenslaag hij de afleiding onder- 
steld is. 

Uit de formule (5)  vnlgt, dat ook de temperatunrs- 
verandering door de wri,iving niet van de dichtheid afhangt, 
dorh alleen van het kwadraat van de snelheid. 

tn kgln CaJ 
$ 4. Net g = 9,81 --:; A == 427 c = 0,241 ~~ 

sec CaJ 'O kg "C 
worden de theoretisch afeeleide cowrctiefornniles voor de .. 
beide extreme gevallen: 

bare wrijving), volgens (3): 

a, 8 = ~. - . o,ii . 10-3. 0%. { A B i n  T, i' iu sec 1 

stuwing) met laminaire grenalaag, volgens (5 ) :  

& 8  = -0,45 . in-' . 1'2 ( 
waarin v de ongestoorde stroonrsnellreid is. 

1. stnwpnntsthermorneter (alleen stuwing, verwaarloos- 

(6) 
It1 

2. Plaattliernmmeter (alleen wrijving, verwanrlooshare 

m 
(7) ~- 1 B in "C. I' in 

.9ec 

Hierin moet nog wnrden toegevoegd 
'La. Plaatthermometer met turbulente preralaag : 

A, 8 = onbekend 
A, 8 en & 8 blijken nagenoeg even b m t  te zijn; op grond 
van laboratorium-metingen (E. BRUN, L. a) mag vemacht 
worden, dat ook & 8 van dezelfde grootte-orde is. 

Bij een thermometer van willekewipe constructie zullen 
de 8 hierboven afmnderlijk beschouwde effecten in het 
algemeen gezamenlijk optreden. Het ligt nu vonr de hand 
Op pond  van de voor n,8 en A,8 gevonden fnrmules, 
met behulp van het experiment te nnderzoeken of de 
totale correctie eveneens voldoende nauwkeurig evenredig 
met het kwadraat van de snelheid - waarvoor dan de 
werkelijke vliegsnelheid (v,) te nemen is - kan warden 
gesteld. Het blijft echter de vraag, of de correctiefnrmnle. 
die in dit geval kan worden geschreven: 

A 8 . 4, Iire = . !k (8) 
P 

mag worden ge&txapleerd buiten het gehied. waar zij 
experimenteel bevestigd is. 

Voor den thermometer van het type NZI is het onder- 
zoek volledig uitgevoerd (zie hwfdstnk IV), waarbij blijkt, 

dat tot stuwdrukken van 600 - de miswijzing inderdaad 

in goede benadering met een formule van het type (8) 
kan worden gerekend. 

kg 
mp 

5 5 .  Het is van belang aan de hierboven gegeven be- 
schouwingen een opmerking toe te voegen, die verband 
houdt met de practische toepasqing der correctieformule. 

In de formule treedt de ongestoorde werkelijke stroom- 
snelheid vm op, waarmee natunrlijk bedoeld is: de stmom- 

snelheid in een punt, waar hij dwr den hermameter niet ge- 
stoonl is. 

Wanneer nu echter de thermometer in een bepaald punt 
aan een vliegtuig bevestigd is, dan zijn er twee verstorings- 
oorzaken; in de eerste piaats het vliegtuig, en ten tweede 
de thermometer; het is de vraag, welke snelheid vonr 
vm in de formule ingevuld moet worden. 

Men kan deze moeilijkheid grootendeels opheffen door 
de thermometer in een punt aan te hrengen, waar de stroom- 
snelheid zoo goed mogelijk gelijk is 8811 de vliegsnelheid, 
en dan voor uw ook de werkelijke vliegsnelheid invullen. 

Is hiewoor echter niet wg gedragen, dan zal men een 
fout maken, wanneer in de cnrrwtieSormule de vliegsnelheid 
wordt ingevuld. 

Wij willen trachten de grootte-orde van deze font vast 
te stellen. daarbij aannemend. dat, de mrreetieformule van 
den vorm (8 )  is. 

Hiertoe rij : 
v m  = de werkelijke vliegsnelheid; 
ut = de stmomsnelheid in de omgeving van de thermo- 

meter, echter in een punt, waar de verstoring door 
den thermometer zelf nog mag worden verwaarloosd; 
91 = B p l l * ?  

6 = de werkelijke luchttemperatuur; 
8, = de werkelijke temperatunr in het punt., waar u, 
' genomen werd; 

8, = de aanwijzinp van den thermometer 

Volgens (8) niopen we nu schrijven: 

(9) 

Verder wijkt nu 8, af van 8, omdat aan iedere snelheids- 
veranderinp een adiahatische compressie gepaard p a t .  
Dat deze snellieidsverandering op grooter schaal door het 
diegtnig wordt vcroorzaakt, doet hieraan niet.s af. Men 
heeft dan ook op pond  van (5)  

0~ 8 = ~ ~ ~ - c - q ,  P" 
P t o  

en dus wordt de pezM!htc totale rnrrectie volgens (9) en (IO) 

Directe, dnrh feitelijk foutieve. toepawing van ( R )  zou 
opleveren : 

Nu verschilt c practixch nooit veel van c' (onidat de 
correctieconstanten vwr wrijving alleen en stuwing alleen 
nagenoeg gelijk zijn, zie ( F )  en (7)), zoodat verwacht mag 
worden, dat ook de correctieconstante voor een eombinatie 
van heide efSecten ongeveer van dezelfde grootte zal zijn. 
hetgeen ook het geval blijkt. 

4 
Een vrij extreme ondcmtelling is b.v. ~- c = c'. 

5 
Daarmee wordt (11) 

De bij directe toepassing van (8) gemaaltte fout 1s dui 
wanneer wij b.v. aannemeu, dat qt tusschen de grenzen 0 
en 29 ligt, hoogstens 20%. Het blijft natuurlijk gewenscht, 
speciaal voor nanwkenrige metingen, een doelmatige op- 
?telling van den thermometer zorgvuldig te kiaen. 

11. Experimenteel ondenoek. 

De uit te voeren proeven moeten niet alleen de 
waarde van de in de correctieformule optredende constante 
opleveren. maar nok de vorm van die Somule en speriaal 

r\ 1. 
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de afhankelijkheid van de lucht,dichtheid, nioet gecontm- 
leerd worden. 

Vooral het hatste is bij door verschillende ouderzoekers 
uitgevoerde proeven niet geschied. die om deze reden 
aanvulling behoeven. Alvrrrens in t e  gaan op de door het 
N.L.L. gevolgde experimenteele methode, die van vlieg- 
proeven gebruik maakt, willen wij de reeds vroeger ver- 
kregen uitkomsten, afgeleid uit windtunnel-metingen, even 
recapituleeren, waarbij wij voor een uitvoeriger besehrij- 
ving naar bet deshetreffende rapport A. 484 (1,. 1) mneten 
venvi,jzen. 

Sij  deze proeven is de aanwijzing van den theru"ter 
vergeleken met de aanwijzing van een stbwpuntsthermo- 
meter. waamp de thenret,ische mrrectie (6) aangebraelit 

De afhaukelijkheid van de luclrt,dichtheid kon liierhij 

Voor den afstandstliermoiiieter t,ype NZI werd dr uit- 

was. 

niet worden bekeken. 

kornst gevoudeu: 

.\ 8 =- ~~ ~ 0.010 9 ( 3 B i n  "(:. q in '' ) 
nt  2 

L_ 

hetgeen in  de fnrmule (8) zou beteekenen: 
"c 111' 

c 7 0.010 
lie ~, 

$ 2. Wailneer inen l e t .  gest,elde doel met vliegproevei3 
bereiken 4 ,  t u i t  men op kkn ernstige moeilijkheid. Deze 
hanpt sauieii niet de belangnjke traagheid van de gebrui- 
kelijke theruinmeters, die een niet voldoende nauwkeurig 
bekende fimt i n  de nanwijaing veronraaakt,. Men kan deze 
fnut trachtcn te elimineeren. door uit,sloitend gedurende 
Iaugeren tijd stationnnirr thermometer-aanwijzingen te ge- 
hruiken. die op zulleu treden, ivanneer men tijdens de 
vludit in 4i.n isotherme bag van de atniosfrer blijft. Dit 
brengt liet nadeel mec. dat men zich hindt aan onistandig- 
heden, die men iriet in de hand heeft, n.1. een regelmatige 
atmmaferisohc toestand tijdens de vhicht. Waarbij nog 
komt, dat zelfs in de gunstigste gevallen de structuur van 
de atnionfeer nrmit peheel repelmatip is. 

1\11 kan men tw-ee nietlwden overweyen. die tot hruik- 
bare resultaten kuiinen lriden : 

1 .  Een direute oietiiode. waarbij me,, sou gunstig 
mogeli,ik atmosferisclre omstandigheden afwncbt. om darl 
met een speriaal v o w  liet gestelde doel ontwikkeldc appa- 
ratuur (I).\.. stuw~iintstliennometer als basis-instrument; 
aie de biervoor aangehaalde windtunnrlpmeven) m o  nauw- 
keurig mogeli,jke metingen te doen. 

Een methode. waarbi.1 men betrouwbare uitkoinsteri 
traclit te verkrijyen uitsluitend uit bij elkaar behoorende 
aflezingen van den te nndemoeken thermonieter, den snel- 
heids- en tmogte-meter. Hiervoor ia dus geen xpeciale 
apparatuur nondig, zooals echt,er aal blijken rijn goede 
resultaten alleen mogelijk, wanneer een ornmmgrijk: meet- 
materiaal besrhikbaar is. Dit ken tijdena een groat mntal 
wiuekeurige vluchten verzameld zijn. 

Door liet, N.L.L. werd de laatst,e rnethde yekwen, die 
het voordeel heeft gemakkelijk uit,voerbaar te zijn. terwijl 
de betrouwbaarheid van de uitkornst altijd kan worden 
verbeterd door stelselniatige nitbreiding van het materiaal. 
Men ontkomt op deae wijze ook aan de moe 
verbonden zijn aan de vonstrurtie van een &p?srttiktt. 
syeciale apparatuur. 

De vereischte metingen werden gedaan tijdens de regel- 
matig door bet N.L.L. aan verschillende toestellen uitge- 
voerde prestatiemetingen. Sij deze proeven geschiedt de 
tempmtuurbepaling steeds met Ckn der afstandstherum- 
meters, type NZI of NZII (gewoonlijk de;i eelsten), zoodat 
speciaal voor de NZI gedurende langeren tijd een uitvnerig 
materiaal hijeen gebrartit kon tvnrden. 

Ue hiervnor bedoelde door het N.L.L. toegepilste 
werkwijze kan door de navolgende uitenzetting nader 
worden toegelicht. 

Tijdens prestatiemetingen worden horizontale snelheids- 
vluchten met verschillende, constante finelheden uitge- 

2. 

5 3. 

voerd, b.v. voor het vastleggm van bet verband tusschen 
snelheid en toerental. Wanneer een dergelijke serie vluchten 
uitgevoerd is in &&n isotherme laag van de atmosfeer 
daii kunnen de hierbij mede afgelezen thermometeraanwij- 
zingen, mit,s er tijdens de vluehten zorg voor gedragen is, 
dat deze aflmingen uitsluitend geschieden, nadat de aan- 
wijzing nialio7~wi~ was geworden a). voor het, gestelde doel 
gebruikt worden. 

Men kan dan imniers uit het verband tusschen snelheid, 
hoogte en tliermometeraanwij~ing de toelaatbaarheid der 
veronderstelde correct.ieformule (8 )  en, wanner  deze be- 
vetitigd wordt,, ook de waarde der eonstante bepalen. 

Uaar het niet mogelijk is, tijdens de vlucht te con- 
tmleeren of men in %n imtberme laag blijft vliegen, het- 
geen s1eclii.s onder seer gunstige atmonferische omstandig- 
heden het geval z.al kunnen zijn, nioet,en alle verkregen 
inetingen achtcruf geschift worden, hetgeen gescbiedt. aan 
de hand van liet navolgeride criterium. 

De tijdens de vluchten, op gelijke tiwgt,e met ver- 
schillende np aichzelf constante st.uwsnelheden, verkregen 
aflezingen vertoonen een regelmatige toename bij grootere 
stnwdrukken. Wanneer een reeks van ntir&'ler&' 8 waar- 
nemingen aan dit rriterium voldoet. is tiet aanneniel\jk, dat 
de betreffende vlurht althans bij benadering onder de 
geEisrhte onistaudiglieden weid uit,gevoerd. 

Het is iri dit verband we1 van kiang erop te wijreri, 
dat. dadr de vluchten met versohillende toestellen worden 
uitgevoerd, kleine afwijkingen ontstaan kunnen door een 
verschillende plaatsing van den therruoineter aan het vlieg- 
tuiy, ook al is deze steeds zoo gunstig inogelijk gekoaen 
(aie ook Iinnfdstuk I. 5). 

IV.  Uitwerking der resultaten. 
Net mat,eriaal, opgetiornen io de niet-gepuldiceerde rap- 

pnrten V .  M O .  \'. 71X. V. 771 en V. 1051 hlijkt tenslotte 
een negental reeksen en wailruemingen te bevatten. die 
aan Jiet gestelde c~iterimn (hoofrtutuk 111, 8) voldoen. 

I k w  gegevcns xijn overgenomen en uitgewerkt i n  de 
aan liet eind van dit artikel verinelde tabel. Fig. 2 
geef? de hijliehooreude yrrafieken. Alle waarnemingen zijn 
uitgevocrd met den tliermometer, type NZ1, behalve de 
twee laatnte, ami rapport V. 1051 nntleende reeksen, die 
verkregen rijn met een tlienrioineter, type NZII. 

lrit de 1)ovengeni)emde grafieken, die de therrrionieter- 
aanwiiainiz aaumx.cn als fimrtie van clen utuwdruk, is 

( dea ) afpeleid 
du H 

en prnef- 
rieminpen 

Vliegliongte 
Waarden van 

Kapprt  ' St,uwdruk in S A  
in mrl, volgens) 

~ dB0 
( ~~~ j 

lieht: dy 
lwid 

V. 10.51 
v. 1051 

water 
druk 

. . . .. ___ 
0.0083 , 

0;0145 ' meter 
0,0143 NZ1 
0,0128 
0,0105 \ - 

. 

2) 

J)  SA = Stsndaardatmosfeer. 

Aan het laatste is bij allr prestiltiemetinyen iiitgevnerd 
na een bepilalden datum, zeer bijzondew Handarht grxchonken. 

http://aaumx.cn
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Vervolgens zijn in de grafiek fig. 
26 de gevonden waarden van 

( :+ )Huitgezet ais hnctie van 

de hoogte. 
In d a e  grafiek is ook de lijn ge- 

teekend. die wordt verkregen 
door in (8) voor c de waarde 0,008 
OCmz te subntitueeren overeenko- 
& 

"C sec2 

m. 2 
mend met c, = 0,s loy . 

... 
De 7 voor den thermometer NZI 

experimenteel gevonden punten 
blijken, op &n enkele na, met 
betrekkelijk kleine spreiding om 
deze lijn te liggen. De uit de tun- 
nelproeven verkregen waarde c = 

0,010 -- (Hoofdstuk 111, 1)  is 

iets grooter: echter zijn deze me- 
tingen alle verricht bii kleinere 
snelheden (tot 30 mjsec.). 

Hoewel uitbreiding van het be. 
schikbare experimenteele materiaal 
nog zeer gewenscht is, mag hieniit 
de conclusie worden getrokken, dat 
de op de thermometeraanwijzing 
aan t e  brengen correetie van stu- 
wing en wrijving althans voor een 
thermometer van dit type, inder- 
daad in goede benadering in den 
vorm (8) kan worden geschreven. 
Voor dezen afstandsthermometer 
(type NZI) moet daarbij n-orden 

eenomen e = 0.008 

"Cm' 

kg 

correctie valt orngeveer samen met 
de theoret.isch hepaalde correctie 
voor den stuwpuntsthermometer. 

De h i d e  voor den thermometer 

TMRMOUETER AANW. 
MSTR am. IN 'C 

SNWDRUK m m m-WATER 
Fig. 2a. lnstrumentaal geoorrigeerde thermometeraanwijsilIg nls funrtir 

van den stuwdruk. 

VERMLARING DER TEEKENS 
\ VLlEGTUlG I 
0 ,. 2 

J .. 3 
P .. 3 
0 ,. 3 
x .. 3 . .. 3 

+ 4 H I  1owm. 
\ 0 \ x 0 0 d THERMGMETER T Y R  N2.I 

r .. H = u ~ o ~ .  

~~ 

type NZ I1 gevonden punten zijn 
natuurlijk onvoldoende om tot em 
belmrlijk gefundeerde conclusir te 
komen. Het lijkt echter waarschijn- 

meterkleinergekozen moet worden, b.v. c =0,0065* C ma/kg. 
De nauwkeurighied der resultaten is, zooals overigens 

reeds opgemerkt werd, wegens de vele mogelijke storingen 
en fontenbronnen, nanw verbonden aan het aantal ge- 
zchikte meetresultaten. 

Met de besohreven methode mag echter een goede nauw- 
keurigheid, zooals uit de hierbven uitgewerkte gevallen 
blijkt, bereikl+ar geacht worden. 

Fig. 2b. - 4 s  fim<.tie Tan d? Iwrogtt. in (1- ataii,liurrcl:,til,o*f,~er. 
[ Y H  

lijk, dat de waardeder mrrectieconstante van dezen thermo- 
P O  

P 
A s, = -~~-3,80.10-L- upp 

ve = stuwsnelheid in km/h. 

Men verkrijgt hiermee b.v. de onderstaande getallen: 

Correctie in "C I 
1 -  

~ 

Stuwsnelheid 100 I 200 ~ 8 o o : m  
h ~ 

! ~ I V. Samenvatting. i 
hoogte: 0 m ~ 0,39 ~ 1,54 3,48 ~ 0,17 

Bescbreven wordt een methode om een gedeeltelijk op ,, ao00 m ~ 0,52 ~ 2,08 ~ 4,08 8,32 
pndvanthcoretisohebeschonwingenopgesteldencorreetie- ,, 6OOO m I 0,72 I 2,87 ' 0,45 i 11.5 
term voor stuwing en wrijving op vliegtuigthermometer- ,, goo0 m 1 1,Ol 1 4,oB i 9J2 ~ 10,2 

pmeven te  eontmleeren en de waarde der ranstante te 
bepalen. 

aanwijzingen door waamemingen verricht tijdens vlieg- i I I 
Voor een goede nauwkeurigheid is een omvangnjk "1'- 

nemingsmateriaal noodzakelijk. De verkregen resultaten 
Men vindt : Iijken betruuwbaar. 

P O  

P VI. Aanhangsel. A@ L - - c  ~- q 

waarbij voor den thermometer van het type NZI TraagW can ulennome&m. 
De thermometeraauwijzing 0, geeft de gemiddelde kwik- 

temperatuur. Wmneer de temperatuur van de omgeving ( 0) 
hiewan versehilt, zal de mwijsing veraaderen. In eerste 
benadering mag worden aangenomen, dat de verandering 

"C m' 
e = 0,008 ~ e 

Dit kan, v a n  het praetimh gebmik, ook worden ge- 
aohreven:. 



der rranwijzing per tijd3eenheid evenredig is met het mo- 
mentane temperatuurtwemlril met de omgrvinp. du8: 

of: 

De waarde van k Ilangt eeker ook a€ van de stmomsnel- 
heid van de lucht, waarin de thermometer i s  opgdeld. 
special hij kleinere st.roomsnelheden. 

1 
k De hierin optredende (orrertieconxtante k' = kan 

ook uit waarnemingen tijdens vliegpmeven worden ver- 
kregen. Daartoe wonlt eerst door horizontale snelheids- 
vluchten de temperatuursverdeeling in de atmosfeer vast- 
vesteld. Ook nu moet weer de eisch gesteld worden, dat de 

~- ._.. 
Vliqtuip 4 

Ihlunr 
19-1 -'38 

'Thermometer 
"I 
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.- (hwgedruht uit het Weekblad ,,DE INoENiEva" 1939 no. 6 .  dlgemeeir grdeelle.* - 

RAPPORT V. 1032. 
Bepaling van de snelheid van een vliegtuig door 
meting van den stuwdruk nnder tnepassing van een 

gesleepte statische buis 

Uittreksei. 
Dit, rapport geeft een overzicht, van de vraagstukken, 

die zich voordoen bij de bepaling van de snelhrid van een 
vliegtuig ten opziclrte van de lucht uit stuwdrukmetingen 
verkrekEn met behulp van ?en zelfricht,ende stuwdrnkbuis 
en een aan een slang geslrepte statische buis. 

De vmstructie van bet nieetsysteem (1 .  stuwdrukbuis, 
'1. statisrlic buis. 3. slangconstructie, 4. snelbeidsmeter) 
wordt ondcr 11 besproken. Onder 111. 1 worden de fac- 
toren genoemd, die de dynamische stabiliteit van de ge- 
sleeptc buis beinvloeden. In 111. 2 wordt de slanglengte 
herekend, die noodip is om de stat he buis in een punt 
te hrengen. wa,ar dc vcrstaring van den statischen druk 
door liet vliegtuig, vergeleken bij den stuwdruk, te verwaar- 
loozen is .  I)czr berekening is gebaseerd op het snelheids- 
veld  an den lict \-lie:.tuig \wvangenden hoefijzeru,ervel. 
Het blijkt, dat rrn slanglmptc van 20 m praktiscli steeds 
voldoendc is. 

In lioofdstuk I\- worden de fnuten behaudeld, die de 
snelheidsmrteraanil.ij7.ing (naast instrnnirntale fonten) be- 
vatten kan. Dit zijn: 

1'. Fouten i n  iic sncliieid ('c == 1'3j tengevolge van de 

sanrendrukba~rli~iil van de lucht. Deze worden door 
rorrectie van de aanwijzing peglimineerd. 

2. Fouten, die i n  nirt-horizontale vluchten optreden ten- 
gevolge van Iii~litstroomiogen in de drukleiclingen, 
vooral in de lange slang, u-aaraan de titatische buis 
gesleept w r d t .  Drze fouten kunnen voldoende rer- 
kleind um-den door e m  snelheidsmeter te gebruiken 
met, een klcin eipenvolumc aan de statische-druk-zijde 
(b.v. circa 80 em3) cn door den inwendigen diameter 
vaii dr drirkleiding tot ten minste 4 mm te vergrooten. 
De fout kan ook geheel gedimineerd worden door 
,,conipensatie" van het, systeem ((1.i. kunstmatige ver- 
grooting van lret snrllieidsineter-volume aan de stuw- 
drukzijde door hijschakeling van een extra volume 
enjof opname van een rtapillair van geschiktc afmetingen 
in de stuwdrnkleiding). 

3. Traagheidsfouteu, die bij meting van niet-stationnaire 
snelheden kunnen optredrn ten gevnlge van stroonringen 
in de stuwdrnkleiding. 

4. Fouten, dic verooraaakt worden door aanboudende 
tangentieele of centrifugale versnellingen. 

Deze fouten blijken vrij groot te kunnen worden, zoo- 
.teem in den beschreven vorm onder 

deze omstandigheden (scherpe bochten, enz.) geen nauw- 
keurige resnltaten oplevert. Dit punt zal nog nader 
onderzocht worden. 

p ,  

Bij doeltreffende uitvocring van bet meetsysteem blijkt 
de uiteindelijk bereikbare nauwkeurigbeid der snelheids- 
meting in horizontale recbtlijnige vlueht als regel lninSim.5 
'/* yo bij de maximale en 1 % yo bij de minimale snelheid 
te bedragen, welke getallen door ijkingen op baanvluehten 
experimenteel bevestigd werden. 

RAPPORT V. 1032. 
DBtermination de la  vitesse d'un avion au mnyen 
de mesures de la pression dynamique en faisant 

usage d'un tube statique saspendu librement 

Sommaire. 
Ce rapport donne nn apercu des pmbl&mes, qui se 

pdsentent en dbterminant la vit,csse d u n  avion par rap- 
port k l'air au moyen de mesures de la pression dynamique, 
obtenus nvec un tube de pitot pivotant et un ,,tube stati- 
que:' train6 au bout d u n  tnyan. 

La construction de I'appareil de mesure (1. tube de 
pitot, 2. tube statiqne, 3. tuyau flexible, 4. indicateur de 
vitesse) a &tk expos& sous 11. Les facteurs, qui inflnencent 
la stabilitk dynamiqne du  tube suspendu, sont dbsignb 
sous 111. I .  La longneur du tuyau, necessairc p u r  tenir 
le tube statique dans une position ob la perturbation de 
la pression statiqne- result,ant de l'avion, coinparkc B la 
pression dpaniiqne, est nbglipeable, a k t 6  calculi: en 111. 2. 
Ce calcul se basc sur les proprietes du champ de vitesse 
dn tourbillon en fer k clieval rcmpla$ant I'avion. 11 apparait 
qn'une lonpuenr du t n p i  flexible de 20 ni snffit rn 
pratique. 

Dans le chapit,re IV on discnt,e les rrreurs possihles des 
indications de vitesse (sauf errenrs instrnmentales). 

Les qnestions suivantes sont le su,jet de cette discussion: 

1. Lcs erreurs de la vitesst, i> = I - ~ -  dsultant de la 

compressibiliti: de l'air. On peut iliminer cettc erreur 
en corrigeant les indic a t' ions. 

2. Les erreurs, qui se pmduisent pendant les vols non- 
horizontaux en cons6quenc,e des courants d'air dans 
les conduites de refoulement, surtout dans le long 
tuyau t,rainant le tube statiqne. 11 est possible de 
rtiduirr res erreurs par I'application d'un indicateur 
de vitesse k petitc capucit.6 (30 em') k la cbtl. de la 
pression statique et, en 4largissant le dinnii.tre intbieur 
des conduites de relbnlenient, ii 4 nun au moins. 
Lerreur pent Etre 6liminCe par uric ,,compensation" 
du systLme (c.h.d. nile augmentation artificielle de la 
capacite de I'indicatenr de vitesse A la c6tP de la pres- 
sion dyriamiqne en ajnotant une capaciti: suppl4men- 
taire, etjou l'insrrt,ion d'un tube capillairc de certainex 
dimensiims dans la conduit? de la pression dynamique). 

3. Les erreurs causPes par I'inertie, qui peuvent se pro- 
duire en nicsurant des vitcsses variables. Ces erreum 
ne peuvent excercer une influence considerable que 
dans les systCnics cnmpenda. 

4. Les erreurs, causkes par des ac&l&rations continuelles 
tangentielles uu centrifuges. 11 apparait que res erreurs 
peuvent excercer une influence considerable, de manii.re 
que l'appareil de mesure dans la forme dkcrite nc pro- 
duit pas de rksultats suffisamment exacts dans des 
situations pareilles (virages, ete.). Cette question sera 
l'objet d u n  examen complbmeutaire. 

La pdcision finale de la mesure de la vitesse piidant 
des vols en palier est au moins de 'I4 yo B la vitesse maxi- 
mum et de 1 % yo a la vitesse minimum si I'arrangement 
de I'appareil de mesure est effieaee. Les pdcisions susdites 
nnt 6t6 confirmbes par des vkrifications pendant des vols 
sur trajectoires de longueur " m e .  

( I!:) 
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BERICHT V. 1032. 

Bestimmung der Geschwindigkeit eines Flugzeuges 
mittels Messungen des Staudruckes unter Anwen- 

dung einer geschleppten statischen Sonde. 

Iirtwibility 0 1  tlio iiir. \vIi id,  i s  cIi)iiin>iic,i 1,y i~ ,.or- 
rrctiori o f  tlir iridicatd airspeed. 
Errorh, uwuriitg i n  nun-level fliglith i n  cr,iiscqiie~icc r , f  
prescurr dr~i[i i n  the tubes. cslievially i n  tlic  ion^ tubr 
of the. static Iic.ad. '1'11 errors wui bc sufficiently 
rrilu(wl hy ttrr usr of a iirsprrd-iodicat~i~ which ha.; 
a sruall vvlurue (c,,g. 40 ~ n 1 ~ )  on thr stat ir si& and by 
mlarp'inrnt o f  the internal diairieter of all tuhes tt, 
;it least 4 iii~ii. 'l'liv cvors  can b'c totally rciriovcd by 
, .cijtiiprrisatir)ri.' US the .tein (i.e. by artificial eulargr- 
iiieut of tlic vo lun i~~  o f  the airspeivi indicator on t l w  
mergy-pressure \id? a u r l ; ~  by inserting a capillary of 
suitable dinieiisious iutc, the rnerfiy-~rrasure-tulie). 

3. Errow. rcdt i i ip  from lag w h e n  iiieasuriiig variahle 
airspeeds. I'erceptible errors are fiiund to w i w r  ouly 
ill .,coiupeusated.. 
Errors, causcd by taugential or centrifugal ;wwlrration~. 
1 liese t!rrors iw i  attain considerable values. Therefore 

: I  system of t.lw desrribed type cannot give sufficiently 
?xact results under these. circumstances (slrarp turns, 
t%t.). This puint is reserved for further invrstiption. 

With a ineasurinR-systeiii of the described type and of 
uiirrer,t vonstrootion an accuracy eaii be reached of a t  
least I,'& 7; at maximuni airspeed up to 1 ?12 :(, at stalling 
ipeed. These figures are <,heeked experimentally by conk- 
parison with the results of flights over a speed-(.nurse. 

2 ,  

.I.. ,. 



Bepaling van de snelheid van een vliegtuig door meting van den stuwdruk 
onder toepassing van een gesleepte statische buis 

door 

d v .  ir. H. J .  VAN I)ER MAAS en drs. .J. H. GRE1I)AXL'IJS. 
I la lyor t  V. 1032 viln licl Nationaal Lucht.vaart-Laboratorium te ;\msterdani. 

I .  Inieidirrg. ~ 11.  C'wistrwtic: van het aysterni. ~ 111. Stabiliteitsrisclie,, en noodsakdi,jke slanglenptc. ~~ 

IY, l$'uutt.u in  de niinwijaing. 2. Fout in niet-horizontale 
7 I u ~ I k  :I. T c n g t ~ o l g c  \-an trwghcid, .I.. Pout in borhtcn. -- Y. l i or l s  s;imwnvatting. 

1. Teng~voIgc van dc samendrukhaarheid van de lucht. 

Fig. 1. 

Fig. 2. 

In rerband met de zirh wijzigende omstandigheden 
(toeneniende vlirgsnrlheid, grootere vliegtuigen enz.) en de 
strengere eischen gcsteld aan de nauwkeurigheid. wcrd de 
practische uitvoering vaak gewijzigd, terwijl hct theore- 
tisrli oiidermek van de verschillcnde verscbijnselen, die zich 
voordeden, verdrr nerd uitgewerkt. Een dcel van de resul- 
tatcn is vastgelegd in cen aantal rroeger verschenen R.S.L.- 
rannorten. naar\.an de belaneriikste in de literatuuroneave .. " .I . i, 
t? vindrn zijn. 

Enkrlc riw~ltaten. die de Iaatste iaren verkrecen ziin. 
I. " .  

zullen om. in deze verhandeling worden opgenoinen. 
Bij juist,e en zorgvddige toepassing van boveiibcdoelde 

inrthode kan in  vele gcvallen eel1 nanwlienrigheid worden 
vcrkrcgcn. die langs andcrcn weg nau\wlijks hereikbaar 
geacht inoet worden. 

11. Constructie van he t  systeem. 
1 .  Sfuwdrirklmis. 
Dr energiedruk w-ordt genieten door middel van een 

.,zrlfriclitendr" stuwdrukbuis. Dr7e is voorzien van wind- 
vanen en is in ccn horizontad en vertieaal idak binnen 
mkcre grmzcn draaibaar. Daardoor stelt xij ziclr st.eeds in 
de richting \-andm relatirven windstroom in. I k  briis is van 
wren open en bol, de him optrdende energiedruk wordt 
door PPD slang aan dr  stuwdrukzijde van den snelheids- 
inrtrr tocgeroerd. l k  vorm van den urus is zoo gekozen, 
dat kleine~hocken tusschen de buis Cn de rielittirig van den 
windstrooni den drukin de huis niet nirrkbaar beinvloeden. 

De plaats, waar de buis \\-ordt aangebracbt i s  onverscbil- 
lig, niits mag worden aangenoinrn. dat  de stroorning ev het 
karaktrr van een potcntiaalstrooniing heeft. 

'1. Sfntisclw his. 
Ecn afheclding van lict, litatst mtwikkcldc type, dat  zeer 

pnstige eigenscbapperi vcrtoont, greft fig. 1. Bij A zijn 
in den ,,neus" een groot aantal zeer kleiiie gaatjes aange- 
bradit. Bij 13 aordt r i j  RBII de slang herrstigd. De plaats 
van de gaatjes in den ,.neus" is 266 gekozen, dat ook bij 
kleine hoeken tussrhen de langsas van de buis en den wind- 
stroom de afgenomen druk gelijk is ann den statischcn druk. 
Dit is geschied aan de hand van uitvoerige hrrekenirigen en 
mindt,linrielproeveii. Zie I,. 12 (brrekening) en L. I0 eii 11 
(windtunnelmet,iiigcir) 

De pijp B (in de dn-arsricbtiug afgcplat,) is sebaruierend 
in het zwaartepunt van de buis bevestigd. 

De totale Iengte bcdraagt ca. QO?,; cm, liet gewicht is 

8. Slang. 
Hiervoor wrrd langen tijd pimimislang gebruikt van 4,o 

niin inuwidige en 8,0 mm uitwendige diameter. In deze 
slang was eeti dunne stalen kabel (diameter 1,6 mm) aan- 
gchracht die de krachten opneemt (gewicht van de buis en 
windkrachten op het systeem), de slang zelf dient dan uit- 
sluitend voor de drukgeleiding. Deze uitvoering hezit, zoo- 
als is gebleken (zie hoofdstuk IV, 2) enkele nadeelen. Daar- 
om is later een slang ontwikkeld, waarvan de wand sterk 
genoeg is om ook de krachten op te nemen, zoodat de extra 
kabel vervallen kon. 

Fig. 2 toont de constructie. Binnenin bevindt zich een 

7,2 kg. 

2) L = 1.iteratuurli.jst. 
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holle Bowden-kabel (veer-kahl) met een inwendigen dia- 
meter van 4,5 mm. Vnnr de luchtdichte afsluiting zorgt 
vervolgens een 1 mm dikke rubherlaag. Daammheen is 
een staaldraadvlecbting aangehracht van 32 x 4 draadjes 
van 0,15 mm diameter. Hierdoor worden de krachten op- 
genomen. De uitwendige diameter van de complete slang 
is ea 8 3  mm, liet gewicht per meter 0,15 kg. De ervaringen 
met deze slang zijn tot nu toe gunstig. 

4. De snelheidsmeter. 
De nnelheidsmeter, waamp de energie- en statische- 

drukleidingcn worden aangesloten is een differentiaal druk- 
meter. De meteruitslag is evenredig met het verschil tus- 
schen der, energiedruk en den statischen drnk. 

111. Stabiliteitseischen en noodzakelijke slanglengte. 
1. Stobilifeit. 
Wil een nauwkeurige meting van den ongestoorden sta- 

tischen druk mogelijk zijn, dan moet de statische buis ,,rns- 
tig" onder het vliegtuig hangen. 

Nu is gebleken, dat iedere buis, wanneer.de snelheid 
stijgt boven een voor het type ,,eritische" waarde, heftige 
slineerineen kan vertoonen. Hierdoor worden eoede metin- 

Y -  - 
gen onmogelijk. 

Een theoretisch onderzoek over het vraapstuk der stabili- - 
teit van door een vliegtuig aan een kabel gesleepte voor- 
werpen is uitgevnerd door ir. C. KONING en T. P. DE HAAS. 
Voor een uitvoerige bespreking wordt naar hun publicatie 
verwezen (L. 9). 

Hier zij slechts venneld, dat dit onderzoek heeft aange- 
toond, dat de grenssnelheid der dynamisclie stabiliteit in 
de eerste plaats steeds kan worden verhoogd door vergroo- 
ting van het gewicht. Verder is het gen-enscht dat: 

1". de statische stabiliteit klein is, 
2". de deniping groot is, 
8". het traagheidsmoment om een dwarsas door het 

zwaartepunt zoo klein mogelijk is. 
De onder 1' en 2" vermelde voonvaarden kunnen bereikt 

worden door het oppervlak van de staartvlakken klein te 
houden en de staartlengte grnnt te maken. Vanzelfsprekend 
moet de buis hovendien een goeden stroomlijnvorm vertoo- 
nen. De stabiliteit werd meermalen tijdens vliegproeven 
uitvoerig onderzoeht. Hierbij werd de buis vanuit het 
vliegtuig, waaraan zij verbonden was. geobserveerd, ter- 
wijl ook vanuit een begeleidend vliegtuig cinematografische 
opnamen van de hewegingeri van de buis werden gemaakt. 
Daarbij is gebleken, dat de langs theoretischen weg ver- 
kregen aanwijzingeii op bevredigende wijze door de prac- 
tijk worden bevestigd. (L. 5).  

De nieuwste statisdie buis van liet N.L.L. (fig. l), is be- 
proefd tot snelheden van ruim 500 kmlh, onder toepassing 
vaneen slanglengtevan ca. 18 m, hierbij werden in volledig 
nitgelaten toestand nimmer ontoelaatbare slingeringen ge- 
eonstateerd. 

2. Noodzokelijke slanglengte. 
De verstoring van den statischen druk door het vliegtuig 

in het punt, waar zich de statische buis bevindt, mnet be- 
neden een te verwaarloozen maximum blijven. 

De fout in yo van de snelheid. die door deze geringe ver- 
storing ontytaat, neemt toe bij Meiner wordende vliegsnel- 
heid: gebleken is, dat zij in zeer onynstige gevallen bij 20 m 
slang bij minimale snelheid beneden 1% a 2 yo en bij maxi- 
male snelheid beneden N '/, yo blijft. De procentneele fout 
in den stuwdruk is het dubbele hiervan. 

In normale gevallen mogen deze percentages op circa 
1 Yo en 0,lj yo worden gesteld. Een eenvoudige berekening 
kan een inzicht verschaffen in de verschillende factoren, die 
hier een ml spelen. Zij valt in 2 deelen uiteen: 

a. De berekening van de plaats van de buis bij gegeven 
slanglengte. 

b. De berekening van de verstoring door het vliegtuig 
op die plaats. 

Voor de eerste herekening kan naar de bestaande litera- 
tnur worden verwezen. (L. 15 en 17). 

Fig. 3 

Speciaal de publicatie van D A N J ~ ~ ~ Z I G  bevat een nsuw- 
keurige en volledige uitwerking van dit vraagstuk. 

Een berekening als bedoeld onder b is uitgevoerd door 
KIEI. (L. 18) en door ir. K o x m  van het N.L.L. (L. 8). 

Aan de laatstbedoelde berekening is het navolgende ont- 
leend: Het stoorveld van een vliegtuig komt op eenigen af- 
stand van liet vliegtuig in goede benadering overeen met 
hct snelheidsveld van een hoefijzenuermel van, bij onveran- 
derlijke vliegsnelhcid, constante sterkte, waarvan de hreedte 
ongeveer gelijk is aan de spanwijdte van liet vliegtuig. 

AIS u; L'; w de componenten zijn van de door dezen wervel 
geinduceerde snelheid, dan Ievert de vergelijking van Bm-  
"rm, als V de totale stronmsnelheid is op zecr groote 
afstand van het vlicgtuig: 

met p ,  = ongestoorde statische drnk; p = statische drnk 
ter plaatse van de buis. 

Daar op de plaats, waar de statische huis zich bevindt, 
u; E ) ;  ?u << I' volgt uit (1): 

p ,  :- % PI'* = p 7- '/i p ( V  + u)' -t. 0 2  + 202;. . . . (1) 

p - p p , =  n p = - p v u  . . . . . . . . . .  (2) 
Hierin is dus A p  het vencllil tusschen den statischen 

drnk in liet besehouwde punt en den ongestonrden statischen 
drnk. 

Aannemend dat de buis zich in het spmetrievlak van 
het vliegtuig bevindt, is volgens bekende farmules 

Hierin is b de spanwijdte. De stand van het gebruikte 
co6rdinatenstelsel volgt uit fig. 3. De norsprnng van dit 
coordinatenstelsel is het aemdynamisch middelpunt van 
den vleugel. Wordt b als lengte-eenheid ingevoerd, dan is 
met 

I volgens (3): 
, 

http://wanneer.de
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Fig. 5. 

(4) 

en dns: 

waarin G het, gewicht van het vlie@uig is, dat met r is 
verbonden door de vergelijking: G = p T  Vb 

De verhouding van de fout A p  in de meting van den 
statischen druk tot den StUwdNk q is dus 

De relatieve miswijzing van den, op het systeem aange- 
sloten, manometer hangt dus af van het geaicbt en de span- 
wijdte en 5 omgekeerd evenredig met den siuadruk. De 
nard der afhankelijkheid van de spanwijdte is niet zoo 

direct te zien, daar zij ook in j(xl, y,) -If(-.-)voorkomt. 

De factor -K in (7) kan nog worden omgevormd. 

X Y  
b ' b  

G 

4b2 
Men heeft n.1. G = c , q F  

waarine,de draag-coefficilut en e,, de coSffici6nt van den 
geinduceerden weemtand is, terwijl 3' het vleugeloppervlak 
voorstelt. 

Men vindt uit (8) direct: 

G F C w i  

qbZ a be c. 
_ -  - e  - = ? i . -  _. . , . . .  (9) 

De miswijdng neemt dus toe naarmate de voerstraal uit 
den oorsprong van het met den vliegtoestand overeen- 
komende punt van de polaire van den geinduceerdeu weer- 
stand minder steil loopt. 
De factorf(s,, y,) in (7) is een symmetrische fundie van 

xl en anti-symmetrisch in y,. Voor de statische buis is y, 
zeker negatief, f(sl, yl) is dan positief. Het verloop van 

deze functie wordt geillustreerd door fquur  3, waarin de 
lijnen j(x,, y,) = e voor verschillende waarden van de 
eonstante geteekend zijn. 8, 

Met behulp van (7), en eventueel(9) en fig. 3 kan de m i s -  
wijzing, als de plaats van de buis hekend is, gemakkelijk 
worden herekeud. 

Men kan in eerste benaderiog voor 2% y2  we1 het qua- 
draat van de slinglen,@ invullen. 

Vonr een slang van 20 m vindt meu dan, dat zelfs in de 
ongunmtige gevallen de fouten in den te meten stuwdruk niet 
boven de reeds aan het begin van dcze paragraaf aange- 
gevcn grootte komen. Tot slot. merken we op dat, daar A p  
ter plaatse van de huis positief is, de stuwdruk, dieii de meter 
aauwijst, kleiner is dan de nerkclijkc, ongestoordc stuw-- 
druk. Ook de snelheidsaanwijzing is dus te klein. 

IV. E'outen in de aanwijzing. 

Behalve de hierhoven genoemde fout door de verstoring 
van den statiscten druk door het vliegtuig, die door bet 
toepassen van een voldoend lange slang willekeurig klcin 
kan worden gemaakt, kunnen onder omstandigheden nog 
andere fouten in de aanwijzing van den aangesloten snel- 
beidsmeter optreden. Een systematisch overzicht volgt 
hieronder. 

1. Fout tengevolge van de samendrukbaarheid van de 

Men vindt de snelheid uit den stuwdruk met hehulp van 
luchf. (Zie voor de notatie blz. A. 58, kolom 1) 

de vergelijking van I~ERNOULLI 

q = * pcz . . . , . . . . . . . . . . . . (10) 

Echter geldt deze formnle a U C h  voor potentiaalstroo- 
mingen van onsamendrul~bare vloeistoffen. 

Xu is de invloed van de samendrukhaarheid van de 
lucht zkCr klein voor snclhedcn heneden - 180kmlh. (Be- 
neden l :& van n). 

Voor grootcre snelheden moet men echter rekening 
houden met merkbare afwijkingen van (IO). 

Volgens berekeningeu, die hierover werden getnaakt 
(L. 4) moet (10) worden vervangen door 

U z  ? - K d  

de geluidsnelheid is. 

geen rol. 

&pvz = q in yo van q bedraagt dus 

Ternien met hoogere machten van u spelen in de pract,ijk 

Het verschil tussclien den werkelijken stuwdruk q' en 

1 vz 
q ! ? * .  100 "6 = - - 100 yo., . . . . (12) P 4 c2 ' 

Deze vergelijking geeft de procentueele b u t ,  die in liet 
quadraat van de snelheid wordt gemaakt, nanneer (10) 
i.p.v. (11) wordt gehruikt. (Zie ook fig. 4). 

2. Fout in niet-horizontale vluchten. 
In niet-horizont.ale vluchten gaat t.g.v. den veranderden 

statischen druk een stroorning optreden in de drukleidin- 
gen. Daarmee outstaan drukverschillen tuaschen de uit- 
einden en dus een fout in de aanwijzing van den meter. 

A. B e r e k e n i n g .  
Een nader inzicht zal een aan de band van fig. 5 uit t e  

voeren berekening leveren. Voor zoover deze berekening 
zoowel voor de stuwdrukzijde als voor de statische-druk- 
s ide  van den snelheidsmeter eeldt, worden de indices v en - 
8 weggelaten. 

Het eewicht van de, in &n der deelvolumina fhiermede 
worden-de metcrvolumina aan de stuw- en stati'sehe-zijde 
hedoeld) van den snelheidsmeter aanwezige, lucht is even- 
__ 

81 D e  grafiek is ontleend aan het rapport A. 344 (L. 8). 
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P' 
T redig met -, of 

P' 
m = c  T 

c = constante. 

De volumeveranderiiigen door vervonning van het mem- 

Vulgens (13) is, wannecr aangenomen wordt, datallever- 

1 d m  1 dP' 

Nu verandert m alleen duorddt lucht t,oe- of afvloeit door 
de drukleiding. In de practijk komcn slechts ,,langzame" 
strooniingen voor, die zeker laminair zijn. Tlerandert het 
drukverschil aan dc uiteinden der leiding niet al te snel, dan 
is in dit gcval de per sec door een doorsnee strootnende ge- 
wicbtshoeveelheid ongeveer evenrcdig niet het drukverschil. 
(Dit komt neer op het toepassen van de wet van Poiseuille 
66k op niet zuiver stationnaire stroomingen). 

braan zijn zeer klein en w.orden verwaarloosd. 

anderingen isotherm geschieden: 

(14) - - - _- dt - p , '  dt . . . . . . . . . . . .  

Dus 

(15) 

W' is hierin de evenredigheidsconstaote. 
Soemen we voor het rervolg 

,,weerstand" van een leiding, dan is 
IV = pgW' . . . . . . . . . . . . . . . .  (16) 

Daar de drukverschillcn binnen hct sgsteem t.o.v. den 
statischen druk kleiti zijn, rcrwaarlouzen a i j  variaties 
van p. 

Met: 
717. = pg 1 . 1' = meter-deel-volume 

wordt (14) wegens (17j: 

De stuwdruk, dien de meter aanwijst, bevat dns de font: 
w 

A4 = A p ,  - A P ,  = ( vSw, - 1',W,) . . . . . .  (24) RT 
Verder constateert men, dat aan den eiscb: 

1 dP 
P dt 
.- ~ - - constant 

in gocde benadering voldaan is, wanneer de stijgsnelbeid 
constant is. Het is exa@ juist in een isotherme atmosfeer. 

Wanneer de drukleiding een lange cylindrische buis of 
slaug is, dan is volgens de formule van Porssurr.r,~: 

8111 w = . . . . . . . . . . . . . . . . .  (25 )  
WT4 

De weerstand neemt dus 
binnendiameter van dc Icidin,. 

r snd tor bi,j afnemr~ndrrt 

B. D i s c u s s i e .  
In liet algemecn is, wannrer gccn speciale maatregckn 

zijn genomen, doordat de statische driikleiding de langc, 
slang berat, waaraan de huis gesleept wordt: Ii', >> 

Dit geldt in versterktc mate, wanneer de slang, waaraa~~  
wordt g4eept ,  nog een stalrn kabel h v a t .  

Borentlien is voor de tot nu  tor gebruikrli,jkc snrllreids- 
meters streds I', veel grootrr ITn, omtlat de stundruk- 
leiding op de (anrroidc-)doos i ngcsloten en tic statisc+:r 
leiding op tiet meterhuis. 

Men kdn &io ook, ~ ~ m n i e c r  a m  de stnu~drnkzijdc volumr 
of w.eerstand niet opzettrlijk alerk zijn vrrgmot; :,~l'* 
naast A P ,  verwaarluoznl. 

Het resultaat is dan volgens (Xj), dat: 
Bij stijgvluchten dc aanwijzing van den snt~llreidsmet.cr 

1 
P Daar A P-<<P nrag rechts ~~ , wordcn vervangendoor: 

1 
~~~ I'erdcr is P 

dP' dP d n P  
dt dt dt 

- - 

waarmee wij vinden: 

1 d A P  ~ A P  1 d t '  
P dt 

....... ..... (19) l'w r12 . . . . . . . . . .  

1 dP 
Wanneer de druk P zoodanig verandvrt, dat- --- cun- P dt 

stant is, dan leert deze di€feferentiaalvergelijking voor P, 
daar Pals ,,laiidzaam-veranderlijk" mag worden heschouwd, 
dat zich eenigen tijd nd de ,,inschakrling" een stationnair 
drukverschil instelt, van de grootte 

~t - = 

Nu is als P ,  de statischr luchtdruk in de atmosfeer is: 
dP, == -gpdh 

Doch 

en dus 
1 dP, W 

- RT . . . . . . . . . . . . . .  P .  dt 
w = stijgsnelheid. 
Voor den energie-druk geldt P ,  = P ,  -1 q. 
Hicrin is steeds q<< P8, (wanneer althans de voowaart- 

sche snelheid en de hoogte niet a1 te groot zijn) en wanneer 
dus wordt gevlogen bij constante stuwsnelheid, dan is 66k: 

te laag is. 

meter te h o o ~  is. 
Bij dalendc vlncliton de aanwijzing \-au den snellicids- 

Daar Iiet versriiil AP,< niet afharigt \-an dc roorwaart- 

sche snrlhrid; (di .  van qj, wordt de relatir\-c foul z,. p,  
r/ 

grooter inet, afnenrende snelheid. 
Vol,qciis( 23)  liangt AP,  van de trniperatunr af, cchtrr 

niet zno sterk als wordt. grsnggcrcerd door de wijze. waarop 
T espliritc voorkomt. 

I1nnrcrs: ook dc wcerstand 13' liangt sf van de tempera- 
turir, daar hij volgens (23) lincair afhan@ van de viscositeit, 
dic grooter wordt bij toenemendc temperatuur. In  de om- 
geving van de ,,normalc" temperatuur van 1.5' C hedraagt 
de veranderingvan Wper loo C dientengevolge circa 3 k 4:;. 

terwiji de verandering van T ongeveer '-- - Y :.$ 7; be- 

draagt. Het quotient - verandert dus slechts weinig en 

10 

200 
IV 
T 

men kan daarom vour W wcl invullen IV,, (weerstand bij 
1 5 O  C) en voor T '788'. 

Alvorens in te gaan op de methoden, die kunnen wordeu 
gevulgd om fouten door de hierhoven bespoken oonaak 
te vermijden, is het gewenscht een inzicht te hebben in de 
te verwachten grootte-orde. 

Aannemend, dat A P ,  naast A P ,  verwaarloosd mag 
worden, schrijven we voor (23) 

AP,  = -f.w f = AP,-  0 . . .  (26) 29,27 x 290 
Naar verder uit volumemetingen aan siielheidsmeters in 

V8- 300 em3 

v*ws 

gebleken, is voor sommige gehruikelijke typen 
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WNOMFTER MANMETER 

Fig. 6 .  

Fig. 7 

Tenslotte liebben u-eerstandsrrietingeii gelcerd, dat  voor 
4i.n der veel gebrnikte nicuwere statische buizen van het 
S.L.L. de totale weerstand van de grheele statische drnk- 
leiding ongeveer 

kg sec 
m5 

II', - 3,7 . 106 -- ~~ (bij ea. 190 C) 

kan bedragen. 
Hiernaast moge worden vermcld dat in een ongnnstig 

geval, wanneer in het vliegtuig nog een lange statische 
drukleiding is aangehraclit en de statische buis is upge- 
hangen aan een staalkabel, die ziclr binnen hct luchtkanaal 
bevindt, wrerstanden mogelijk zijn van de grootte 

Met bovensbande getallen wordt: 
kg scc kg sec 

f, N 0,20 -5 - f2 - 0,71 ~- . .  . .  (27) 
m m9 

Het resnltaat van de toepassing van (2G) op deze twee 
gevallen geeft het onderstaande tabelletje. De opgegeven 
percentages moeten met de stijgsnelheid in rnjsec worden 
vermenigvnldigd. 

Fnut i n  de stuwdrukmeting i n  yo van den stuwdruk, per mlsec 
stijgsnelheid. 

. , .  

Vmral bij kleinere snelheden kunnen dus ontoelaatbare 
fouten optreden. Zij zijn evenredig met het metenolume, 
.en wanner meerdere instrumenten tegelijkertijd op de 
statisehe drukleiding aangesloten worden (b.v. hoogte- 

meter, 'Le snelheidsmeter, enz.) natnnrlijk met het totale 
aangesloten volume. 

Teneinde onnanwkeurigheden in de stuwdrukmeting 
te voorkomen, kunnen volgens (23) en (24) de volgende 
maatregelen worden genomen: 

a. Correctie van de meteraanwijzing met behulp van(24) 
b. Vermindering van den leidingsweerstand en het 

aangesloten volume zd6. dat de fout tot beneden een te ver- 
waarloozen minimuiq w x d t  gereduceerd. 

Compensatie van de fout, door P,W, kunstmatig 
gelijk te maken aan V,W,, waardoor volgens (14) de fout 
geheel geElimineerd kan worden. 

c. 

Ilierbij zijn de volgende opmcrkingcn van bclang: 

a. Corrertie. 
IIiervoor nioet de optredende stijgsnelheid bekend zijn. 

Hoewel(23) slerlits een eerste benadering is, is het we1 aan- 
nenielijk, dat  de meetnanwkenrigheid op dcze nijze ver- 
beterd kan worden. \-ooral bij verandcrlijke stijgsnelheid 
blijft rchter een ongcwenschtr onzekerheid in de inetingen 
bestaan. Ueze weg verdient daaroin niet de voorkeur. 

b. 
De weerstand van d e  statische drukle.iding kan zeer 

effect,ief wordrn beinvloed door verdndering van den bin- 
nendiameter, (ondersteld wordt dat de leiding rylindriseh 
is. Zie (23) ) .  llet, vrrdient, aanbeveling dezen niet kleiner 
dan cd. 4 mm te nenien. Willekeurigc vergrooting is niet 
mogelijk, ddar de slanx, wcidman de buis wordt gesleept 
niet t r  dik (en zwaar) mag worden. 

\Vat het metervolume betreft: nien is hier gebonden aan 
de in den liandel verkrijgbarc initrumenten, die t,ot nn toe 
gewoonli,jk een onnoodiy gmot volume aan de statisehe 
zijde hcbben. Op initiatief van liet h-.L.L. ovcrweegt op liet 
oogenhlik een fabrikant van vliegtuiginstrmucnten de coli- 
strnctir van snelheidsmeters met belangrijk kleiner statisch 
volume dan gebrnikelijk is. hetgeen in dit verhand een 
groote verbetering zou gcven. 

Wanneer b.v. het nietervolnnie tot op '1,. van het bij de 
opstelling van liet tabelletje hiervir6r onderstelde volume 
van 300 em3 kon aordcn verkkind, dan constateert men op 
grond van het eerste voorbeeld, dat in practisch alle 
gevallen de resteerende h u t  zou kunnen worden ver- 
waarloosd. 

Perklcining vnn IVs en r,. 

c .  Con~peusatie. 

I h o r  in de stnwdrukleiding een capillair op te nemen 
en/of bij den snellieidsrneter het \.oluine aan de stnvvzijde 
door bijscliakeliny van ecn ,,dood" volume te vergrooteo, 
kan het product VDW9 kunstmatig gelijk worden gemaakt 
aan V8W,. Volgens (24) trerdt dan in niet-horizontale 
vlucht g66n fout op. 

Zooals blijken zal nit een bespreking van de traagheid, 
(zie b;z. A. 03) kan dew methode nadeelen meebrengen. 

Zij is meestal toelaatbadr, wanneer het product VsW, 

niet te groot is, b.v. V,W, < cd. 2000 ---(Ziebla.A. 68 

onderaan). 

v p v  := r.',rr'* . . . . . . . . . . . . . . . . (28)  

kg sec. 
ma 

IIet is naar adnleiding van bet bovenstaande dnidelijk, 
dat  het gewenscht is de weerstand van de drukleidingen te 
kennen. Deze kan worden genieten door vergelijking 
van bet drukverval aan de leiding en een hiermee in serie 
geschakelde capillair van bekenden (b.v. met (28) bereken- 
den) weerstand. Fig. G geeft een schets van de opstelling. 

De geringe afhankelijkheid van den weerstand van het 
drnkverschil kan worden venvaarloosd. 

De correcte uitvoering van de compensatie (c )  kau door 
een eenvondige proef worden gecnntroleerd. Fig. 7 geeft 
hiervan een schets, waarbij weinig commentaar noodig is. 
Wanneer men door insehakeling van de perspomp den drnk 
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in het vat verhoogt, mag de snelheidsmeter tijdens de 
drnkverandering (bij juiste uitvoering van de compensatie) 
g&n merkbare uitslag aannemen. Het is bij deze proef 
nwdzakelijk, dat de meter een tot nul dwrloopende schaal- 
verdeeling bezit. 

3. Fozct tageuolge uan tTaagfidd. 
Hoewel het gewenscbt kan zijn trct system zoo nit te 

voeren, dat aan (28) voldaan is, heef0 dit het nadeel, dat in 
de aanwijzing een traagheid wordt geintroduceerd, die 
merkbaar wordt bij veranderingen van de voorwaartsche 
snelheid. 

Wanneer wij de strooming van de leiding ook in bet niet- 
stationnaire geval weer afleiden uit een formule van bet 
Poisenille-type, dan kunnen we aanknoopen hij verge- 
lijking (19). 

Met AP, p geeft deze vergelijking toegepast op de 
stuwdrnkzijde: 

.- 1 dp P 1 d P ,  
+ = . __ 

P ,  dt V,W, P, dt 
Bovendien is P ,  = P, + q en q<< P, 
Xemen we nu verdcr aan, lietgeen bij groote verande- 

ringen der voorwaartsche snelheid en kleine stijgsnelheid 
geoorloofd zal zijn, dat P, veel langzamer vcmndert dan 

, dan geeft bovenstaande vergelijkiug: 

(30) 

waarin de index p eenvoudigheidsbalve is weggelaten en 
waarin P als een constant? n.ordt beschouwd. 

De algemeene oplossing van (30) luidt: 

P 
vw Hierin is ter afkorting Feschreven: 

Hiermee ken gemakkelijk het verloop %-an de aanwijzing 
worden berekend, als het verloop van q gpgevcn is. 

Ter illustratie berekenen we bier allekn de fout in de aan- 
wijzing op verschillende tijdstippen, nadat de stuwdruk 
plotsrling (discontinu) verandede van q tot q 1~ p,. Dit 
gexd wordt door (31) gegeven, alii \viJrdt genome11 .4 = p ,  

dt -- 
drnkverandering van de grootte p o  up het tijdstip t = 0. 

= a 

d p  .~ .- 0, hetgecn overeenkomt met een discontinue stnw- 

(32) 
-at 

D o s  p = p , e  . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . , . . . . 
\’olgens (310) liangt de traagbeid af van de hoogte: op 

groote boogte is P klein, en dus i( ook: de traagbeid is dan 
relatief groot. 

We onderzoeken allereerst de te vcrwachten grootte- 
orde van dit effect, en accepteeren daartoe als basis voor 
liet product VW dezklfde waardcn als bij de berekening 
van de fout in niet-horizontale vlucbt werd gebruikt. (Zie 
hoofdstuk IV, 2,  B. 

Deze getallen kunnen in de practijk optreden wanneer 
bet systecm ,,gecompenseerd” is.(blz. A. 62, tweede kolom). 

Het nevenstaande tabelletje geeft de met 1.72) gevnnden 
uitkomst. 

Het vermeldt p in yo van p,, op 1, 2 ,  3, . . . sec na de 
discontinn6 stuwdrukverandering: de bzrckening is uit- 
gevoerd voor hwgten van 1000 m, 3000 m en 6000 111 

Sij deze tabel moet de opmerking gemaakt worden, dat 
de percentages te klein zijn, omdat de tijd noodig voor het 
instellen van de stooming met, in aanmerking is genomen. 
Naarmate de traagheid grwler wordt, worden de getallen 
nauwkeuriger. Men mag we1 aannemen, dat degrootte-ode 
van alle in de tabel opgenomen uitkomsten correct is. Het 
vraagstuk is uitvoeriger onderzocht in rapport 1’. 911 (L. 6), 
waarin ook experimenteele ondenoekingen zijn opgenomen. 

p in 74 van p, 
I 

V D W R N  ke “O0 sec 1 6000 m / / I / /  6;i 0,4 0,OZ -- 

I 

Wanneer de compensatie ter eliminatie van de fout, in 
niet horizontale vlucht niet aangebraebt is, dan is practisc:h 
steeds zoowel 

V,<< V ,  &Is IF’,<< I”, 
Hierbij is ondersteld, dat een snelheidsmeter van liet tot 

nu toe gangbare type gebruikt wordt, waarvoor steeds de 
eerste (versterkte) ongelijkheid geldt. Het product VnIi’,, is 
dan ook veel kleiner dan het product r‘,TVs, 6Gk in die ge- 
vallcn, Waar liet laatste product al zoo klrin mogelijk is gc- 
maakt. 

Uit de tabel kan met het oog bierop dr conclusic ge- 
trokken worden dat, wannerr gecn conlpensatie aange- 
braeht is, de traagheid z66r klein is, (noy v6kl kleiner dan 
in het eerstc voorbeeld) en in dr practi,jl; &en rol speclt. 

Ali6i.n bij gecompenscerde systemen Tal men dus met. 
merkbare traagbeidseffecten rekening moeten Iioudeu. 
Welke traagheid nog toelaatbaar gearbt mag worden hangt 
af van de aan de snelheidsmeting gesteldr eisct1e.n. Hct 
lijkt aannemelijk, dat het in vele gevallen Yoldoendc is, 
wanneer discontinue stu\~druk\.eranderillgell binncn b.v. 
2 seconden tot op enkele (>;) correct worden aangewezen. 

Ikt eerstc in de tabel op deze bladLijde aangcge1.cn voo1‘- 
beeld zou dan voldoen, en men zou een waarde >‘an circa 

2000 -..- voor het product W , V ,  als hct twlaatbanr 

rnaximnm kunnen beschouwen. 
Het is nog van h l ang  er op te wijzen, dat in llrt tweede 

beschouade voorbeeld de traagheid de snellieidstnet~raalr- 
wifhing hij nwnoeuvres, waarbij snel veranderlijke sndhedert 
optreden, aamerkelijk kan vervalschen. 

De conclnsies kunncn als volgt geresunleerd wordeu: 
Wanneer volume en weerstand aan de stuwdrnkzijde niet 
kunstmatig vergroot zijn, speelt in normale gevallen de 
traaghcid gecn rol van beteekenis. 

Wanneer dit wEl geschied is, dan is het van belang dc 
oytredende traaglieid nauwkenrig te ondenoeken. Gc- 

woonlijk enllen waarden van I,VsVD < 2000 --- ;~ knnncn 

worden toegelaten. 

kg sec 
ni- 

kg sw 
in A 

4. Pout i n  bocliten. 
Wanneer het vliegtnig een bocht beschrijft, kan in clc 

aanwijzing van den, op een gesleepte statische buis aange- 
sloten, snelheidsmeter een belangrijke fout ontstaan, dnor- 
dat de lncht als het ware uit de slang wordt ,,gecentrifu- 
geed.” 

Een korte berekening d dit nauwkenriger aantoonen. 
Wanneer 
ng de in de bocht optredende centrifngale versnelling is 

(d.i. de kngte van het vectorische venchil tusschen 
resulteerende versnellingsvector en gravitatieversnel- 
lingsvector) 

http://aangcge1.cn
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L 
L, 

a 

de lengte van de slang. 
lengte van de projectie van de slang op de richting 
van den vector ng 
de hoek tusschen een ..element" dL van de slam en 

Y 

den vector ng. 
P de druk in de slane van de statische buis. 

dan geldt voor de lucht-in de slang: 
dl' = - ng p dL cos a, 

AIS weer 
dan wordt 

A P ,  = / d P  = ~ ngp 1 dL cos a = - ngp L, . . . . (33) 

waarbij de variatie van p met I, is verwaarloosd, terwijl 
borrndien in (33) niet de ,,invlocd" van de zwaartekrachts- 
vcrsnclling is opgenomen, daar deze geen fouten geeft. 

AP,  = P, - P,' 

f 

Xemm we b.v. L E 20 m 
Ll - 10 in 
n - 2 

kg sece 
m 4  

-0,105 ~- P 

(hoogte ea. 2000 m). 
dan wordt APs - 25,s nim u a t w  , . . . . , (34) 
In de snelheidsmct,craanwijzi,~g ontstaat dus een zeer 

r an  den werkelijlien stuwdruk be- bclangrijke fout. In  
teekcnt (34) iinmerc cen fout van de grootte: 

A p ~ ~ l O O  y;,: 23,l oo 14.9 y ;  x,4 Y o  3 ?n 2 
Y 

iy (knlh): 120 150 200 300 400 

In  de practijli grdraagt de font, (33) zich zeer ,,onregel- 
matig", tengcrolgr yaii de voortdurcnde variatie van n en 
L, (1,. 13). IIet is dan ook bij de nmmalc uitroering niet 
gocd niogelijk dc nwtrcsultaten achteral'door w n  correctie 
voldocndr te vcrbrtcren. 

In  vhtchten, waarbij belangrijke (tangentiecle of centri- 
fugale) vrrsncllingen optreden, kan de sneiheidsbcpaling 
met bchulp van ren aan ?en kabel gcsleepte statisclie buis 
niet tot betrouubare resultatcn leidcn, iranneer geen speci- 
ale nraatrcgelen wordm genomen. 

Op lirt oogcnblik ivordt door Irrt S.L.L. ondcrzocht, in 
hnevcrre lrierin vcrbetrring gebracht kan worden. 

Ebn weg on1 ook in dit gcval een analoge nicthode toe te 
paswn, hest" uit lret g.cbruikcn van een gesleepte buis, 
waarmce erenccns de st,uwdnik wvordt gcnletcn, en die dus 
d w r  ern slang nict 2 kanalen met liet vliegtuig is rer- 
bonden. Deze uitroering lireft weer andere nadeelen, het is 
niet de bedoeling bierop in deze publicatie verder in tc  gaan. 

V. Korte samenvatting. 

Deze verlrandeling geeft cen overzicht van de vraagstnk- 
ken, die zich vorrrdoen bij de meting van de snelheid van een 
vlieptnig t.0.v. de lucht, met behulp van een aan het vlieg- 
tuig bevestigde zelfrichtende stuabuis en een aan een slang 
gesleepte statische buis. 

Bij doeltrcffendc uitvoering blijkt als regel cen nanw 
kenrigheid (in de snelheid) van minstens 'Ir ycj bij nraxirnale 
en yo hij nlinimale snelheid bereikbaar te zijn. In 
stationnaire horizontale vlncht is dit door vele (elders op- 
genomen, zie de opmerking onderaan de literatuurlijst) 
experimenteele verificaties bewezen. Naar de meening 
van het N.L.L. zal hct bereiken van een gelijke nauwkeurig- 
heid bij toepassing van andere meetmethoden op zeer 
groote moeilijkheden stuiten. 

Rchtereenvolgens zijn beschouwingen opgenomen over 
de constructie van de apparatuur (hoofdst. II), de stabili- 
teit en noodzakelijke slanglengte (hoofdst. 111), en de 
fouten, die kunnen ontstaan door verWaarloozing van de 
samendrukbaarheid van de lucht, door den weerstand van 
de drnkleidingen (fout in niet-horizontale vlucht; traag- 
heid) en tengevolge van tangentieele en centrifugale ver. 
snellingen (in bochten). (hoofdst. 11'). 

De nauwkeurige snelheidsmeting onder omstandigheden. 
waarbij groote continue versnellingen optreden (b.v. in 
bochten), stuit nog op enkele moe kheden. In de toekomst 
zal door het N.L.L. worden nagegaan op welke wijze deze 
knnnen worden opgelost. 
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Opmerking 

Bij het samenstcllen van deze literatuurlijst werden verschil- 
lendc rapporten. die niet honfdzakelijk op de geilcepte stati- 
schc buis betrekking hebben, n,iet genoemd. Hiertoe behoorcn 
ook vcrsrliillende rapporten, die ijliingen bevetten van deze 
appnratuur op bxanvluchten. Er moge ~p gewezen Torden 
dat hierhii gebleken is dat de in deze verhandeling genoemde 
nauwkeurigheid inderdaad in de practijk kan worden bereikt. 
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RAPPORT S .  82. 
De torsie van staven met  enkelvoudig samenhangende 

langwerpige doorsneden. 

U i t  t r e  k s e l .  

Voor prismatische staven met enkelvoudig samenhan- 
gende langwerpige doorsneden wordt een benaderings- 
methode ontwikkeld ter bepaling van de schuifspannings- 
verdeeling bij zuivere torsie en van de torsiestijfheid. Deze 
methode sluit zich aan bij de voorstelling omtrent de op- 
lossing van het torsieprobleem, die verkregen wordt door 
middel van de zeepvliesanalogie. Uit deze voorstelling 
bhjkt de aanvaardbaarheid van de aanname, dat door- 
sneden over het zeepvlies loodrecht op de lengterichting 
(y) van de doorsnede den vorm hebben van een parabool 
met verticale as (vgl. (4)). De hoogte van het zeepvlies 
langs de middellijn van de doorsnede wordt bepaald door 
de differentiaalvergelijking (9) en zijn randvoorwaarden 
(lo), (12) of (13). 

De gesloten nploasing van dem vergelijking wordt voor 
staven met elliptiscbe (vgl. (17)), reohttarekige (vgl. (18), 
(19) en (20)) en driehuekige (vgl. (ad) en (24)) doorsneden . .  . .. ., . . .  . 
gegeven. 

In het aleenieen kiln de vereeliiking alleeii door numeri- ., ” - 
scbe integratie worden opgelost. Ueze integratiemrthode 
wordt besproken in punt 8, de oplossing stelt zich samen 
uit twee oplossingen van de homogene (C = 0) en een op- 
lossing van de niet-bomogene vergelijking, d.w.z. z = z , , ~  -1- 
-t k ,  zlr, + k,  zl,2 De constanten k ,  en k ,  worden bepaald 
uit de randvoorwaarden. Een rekenvoorbeeld wordt gege- 
ven in tabel IV. Het gebruik van (13) als vereeuvoudigde 
randvoorwaarde levrrt altijd hevredigende resultaten (punt 
5, fig. 13). 

De schuifspanningscomponenten en de torsiestijfheid 
worden gegeven door (14) en (16). 
De volgens deze methode,gevonden resultaten zijn zoo- 

danig, dat de torsiestijfheid slechts een verwaarloosbare 
font vertoont, terwijl de grootste schuifspanningen alleen 
voor doorsneden met sterk gekromde middellijn grootere 
fouten vertoonen. Voor dergelijke gevallen, waar een on- 
symmetrische doorsnede van het zeepvlies moet worden 
verwacht, is een correctie afgeleid (punt 9, vgl. (28), (29) 
en (30”)), die voor ieder strookje dy na oplossing van (9) 
kan worden berekend. De correctiemethode is toegepast 
op staven met halfcirkelvormige (punt 10, fig. 9 en 10) 
en stroomlijnvormige (punt 11, fig. 11--15, tabel IV-VI) 
doorsneden en de resultaten zijn voor de eerste met de 
exacte resultaten en voor de laatste met experimenteele 
resultaten (fig. 15, tabel VI) vergeleken. De overeenstem- 
ming is zeer gned. 

Op eenvoudige wijze kunneo minder nauwkeurige op- 
lossingen worden verkregen met behulp van (31) en (82), 
punt 12b; de resultaten zijn met de boveugenoemde voor 
het stroomlijnprofiel vergeleken in tabel VIII. 

De in bet rapport gebruikte notaties zijn gegeven in 

’ 

punt la. 

RAPPORT s. 82. 

La torsion des membres avec sections solides 
et oblonges. 

R L 8 u md. 

Une mkthode approximative pour la determination des 
tensions de cisaillement en cas de torsion et  de la rigidit4 
b la torbion pour des membres prismatiques avec sections 
solides et oblonges est d6veloppk La mbthode est bade 
sur la solution de la problhme de torsion, qui est donnbe 
par I’analogie de la pellicule savonneuse soumise a une 
pression. Comme premikre approximation les sections de 
la pellicule sevonneuse normales B la direction longitudinale 
(g) peuvent &re s u p p d e s  d’une forme parabolique aver 
un axe vertical (&quation (4)). La hauteur de la pellicule 

le long de la ligne mkdiane de la seetion transversale est 
dkterminee par l’kquation differentielle (9) et ses con- 
ditions de limite (lo), (12) on (13). 

La solution de cette equation est donnke pour membres 
avec des sections transversales eUiptiques (bqnation (17)), 
rectangulaires (equations (IS), (19) e t  (20)) et triangulaires 
(equations (23) et (24)). En general Yequation ne peut 
&re int6gde que numeriquement. La methode de solution 
est discutee en article 8, la solution est trouvke par super- 
position de 2 solutions de l’equation homogine (C = 0) 
et une solution de l’equation non-homogkne, c’est a dire 
z = znh + k, zhl kz z,,~; les constants k, et k, sont de- 
termines des cnnditions de limite. Un exemple numerique 
est donne en tableau IV. L’kquation (13) peut toujours 
&re employee comme condition de limite (compare fig. 13). 

Les tensions de cisaillement e t  la rigidit4 & la torsion 
sont donnkes par les equations (14) et (16). 

Les resultats, t,ronvks par cctte mkthode, donnent la 
rigiditd a la torsion avec une accnratesse trks bonne, les 
erreurs dans les tensions de eisaillement sont d’importance 
seulement quand In ligne mediane de la section transversale 
est eourbie distinctement. Pour ces cas. en lesquels la 
section de la pellicule savonneuse sera dissymmetrique 
line correction est t,roude (artirle 9, equations (28), (29) 
et (3n”)), qui peut &trr calculkc pour chaque interval le dy 
aprh avoir risolue I’kqnation (9). Cette mbtbode a et4 
appliquke pour des membres & section transversale semi- 
circulaire (article in, fig. 9 et, 10) et & profil fusel6 
(article 11, fig. 11-15, tableaux I\’-.VI). Les rbsnltats 
ont k t6  compares aver les chiffres exacts pour la section 
s&mi-circnlaire et aver des rbsultats experimentaux pour 
le profil fusel6 (fig. 1.5, tableau VI). L’accnratesse des 
resultats etait trPs bonne. 

D‘une rnaniPre simple une solution moins accurate peut 
Ptre obtenue des equations (31) et (32), artirlr 12b; les 
rksultats ont et4 compares pour le profil fusel6 avec ceux 
de la mbthode discutee ci-dessns (tableau VIII). 

Symboles: 
a, b 

r 
g, ti, z: fonctions de y, equations (4), (8) et (28). 
m,, mp: cosines de direction des cb@s du triangle (ar- 

p 
S 
ZG : fonction de torsion ou hauteur de la pellicule 

a, y : coordombes aartesiens de la section transversale. 
F : surface de la section transversale, equation (81). 
G : wefficient d’dlasticitk de cisaillement. 
G, I, : la rigiditit b la torsion. 
I,# : moment d‘inertie polaire de la section transver- 

sale, 6quation (31). 
M,” : moment de torsion. 
ix, 

males aux axes X resp. Y. 
indice h: concernant I’huatmn homoghe. 
indice nh: concernant 1’8quation non-liomogkne. 

des accents. 

: coordonnkes en direction x de la circumfbrence de 
la section transversale (fig. 1). 

: rotation par unit4 de longueur. 

ticle 7c). 
: pression sons la pellicule savonneuse. 
: tension de surface de la pellicule savonneuse. 

wvonneuse. 

: composantes de la tension de cisaillement nor- 

Les quotients diffbrentielles par y sont indiquees par 

BERICHT S .  82. 

Die Torsion van Staben mit einfach zusammen- 
h b g e n d e n ,  liinglichen Querschnitten. 

2 ux a m  m e n f a s 8 u n g .  

Fur prismatischen Stiiben mit einfaoh znsammenbiingen- 
den, langlichen Querschnitten w i d  eine Anniiherungs- 
methode fur die Bestimmung der Schubspannungen bei 
reiner Torsion und fur die Torsionsateifigkeit entwickelt, 
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Diese Methode beruht auf der durch das Seifenhaut- 
gleichnis gelieferte Auffasung der Gsung des Torsion+ 
emblems. In erster Annaherung kann angenommen werden. 
dass Schnitte der Seifenhaut senkrecht auf der Lings- 
richtung (y) des Stah-Quersrhnitts die Form einer Parahel 
rnit senkmliter Ache  Iiahen (GI. (4)). Die Hiihe der 
Seifenbaut liings der Mittellhie des Quersrhnitts wird durch 
die Different)slgleichung (9) und ihre Randbdingungen 
(lo), (12) oder (13) kstimmt. 

Die Liisung dieser Gleichung wird fur Querrchnitte mit 
elliptischen (GI. (l?)), rerhteckigen (GI. ( l H ) ,  (19) und (20)) 
und dreierkigen (GI. (23) und (24)) Querschnitten gegeben. 
Im allgemeinen kann atwr die Gleichung nur durch schritt- 
weise Integration gel6st werdcn. 

Diene LBsungsnrethode wird in Punkt 8 besprochen; die 
1,Gsung wird gefunden durch Superposition voii zwei 
Liisungen der homogenen (C = 0) und einer Liisung der 
nieht-honiogenm Gleichung, d.h. z 7; zn,, + k, zhl + k,zhz. 
Die Konstanten k,  und k ,  werden durch die Randbe- 
diqrmngen bestimnlt. Ein numerisches Heispiel wird in 
Tabelle 1V gegehen. Das Gebranch der GI. (13) als verein- 
fachte Randhedingung liefert immer hefriedigende Ergrh- 
nisse (siehe Fig. 13). 

Die Schuhspannungen und die Torsionssteifigkeit werden 
durch die Gleichungen (14) und (18) gegeben. 

Die Ergebnisae dieser LGsungsmethode liefern eine genaur 
Anniiherung der Torsionssteifigkeit, wahrend in den Werten 
der Schuhspannungen nur grihsere Fehler vorkommen, 
weno die Mittellinie des Querschnitts stark gekriimmt ist. 
Fur solrhe Faille, wo die Sclinitte der Seifenhaut unsynr- 
metrisch sein werden, wird cine Korrektion angegrben 
(Punkt 9. GI.  (28) ,  (29) und (YO")), diefiir jeden Streifendy 
herechnet werden kann narh Liistrng der GI. (9). Diesr 
Methode ist fiir Stihe rnit lialhrunden (Punkt 10, Fig. 9 
und IO) uud stromlinienfiinnigen (Punkt 11, Fig. l I - ~  15, 
Tahelle IV--.-.VI) Querschnitten angewendet worden rind 
die Ergchnisse sind mit den genauen Ergebnissen fur die 
halbrunden und mit experimentellen Ergebnissen fur die 
stromlinienfiirmigen Quer!chnitte (Fig. 15, Tahelle VI) 
verglicheri worden. Die 1Jhereinstimmung ist sehr gut. 

In einfarhec Weis? kann einr n-eniger genaur Liisung 
mit den Gleichungen (31) und (32). Punkt 12b, gefunden 
werden; die Ergehnisse sind fiir den stromlinienfiirmigen 
Querschnitt mit den Ergebnissen der ohengeuannt,en Me- 
thode verglichen worden (Tahelk 1'111). 

Formelzeichen : 

a,, 0 : X-l(oOrdilmten des ITmrisses des Querschnitts 

c : spezifische Verdrehung. 
g. h,, z: Funktionen van y. GI. (4), (8)  und (28). 
?tt,. m, : Richtungstangente der Seiten des Dreierks 

p : iiberdruck der Seifenhaut. 
S : Oberflichenspannung der Seifenhaut. 
le, 

2, y 
I+' 
G : Sehubmodul. 
G I, : Torsionsst.eifigkeit. 
I, 
Mu : Torsionsmoment. 
T ~ ,  T~ : Scbubspannungskomponenten 

(Fig. 1). 

(Punkt 7c).  

: Torsionsfunktion oder Ordinate der Seifenhant,. 
: Cartesische Koordinaten im Querschnit.t. 
: Flache des Quersrhnitts (GI. (31)). 

: PolaresTragheitsmonrent des Querschnitts, GI. (31). 

senkreclit, zur X- 
hzw. Y-Arlse. 

REPORT S. 82. 
The torsion of members having soltd oblong 

sections. 

S II m m a r y. 
For prismatical members having solid oblong sections 

an approximate method for the determination of the 
shear stress distribution with pure torsion and of tlie tor- 
sional rigidity is developed. This method starts from the 
ronception of the solution of the torsion problem, that is 
supplied hy the membrane analogy. It is satisfactory t.o 
assume as a first approximation, that section?? of *,he mem- 
brane normal to  the longitudinal direction (y) of the cross 
wrtion have the shape of a parabola with vertical axis 
(equation (4)). The height of the membrane along the 
centerline of the cross section is governed by the differential 
equation (9) and its boundary conditions (IO), (12) or (13). 

The solution of this equation is given for members 
having elliptir (equation (17)), rectangular (equations (1% 
(19) and (20)) and triangular (equations (23) and (24)) cross 
sertions. In general the equution can only be solved in 
st.ep by step integration. The method of solution is dis- 
cnssed in item 8 ,  the solution is found by superposition 
of 2 solutions of the homogeneous (C = 0)  and a solution 
of the non-homogeneous equation. i.e. z = znn + k, zh, + 
+ ks zh2; the const,ants k, and k, being determined fmm 
t,he boundary conditions. A numerical example is given in 
t,ahlc 1V. The use of (13) as a simplified boundary rnii- 
dition is always satisfactory (see fig. 13). 

The shear stresses and thp t,orsional rigidity are given 
by equations (14) and (16). 

The results found by this method are such, that the 
torsional rigidit>- is computed with p e a t  arcurary, whereas 
the shearing stresses show larger errors only when thr 
renterlinr of the brass section is rurved distindy. For 
t,hese cases, where t,he sections nf the membrane will he 
unsynimetriral, a correction is found (item 9, equations 
(28). (29) and (sa")), that ran Iw computed for each strip 
dy after solving equation (9). This method has been applied 
t n  members, having semi-circular (item 10, fig. 9 and 10) 
and streamline (item 11, fig. 11 -15, tahle IV-- VI) cmss 
sertions and the results have been compared with the exact 
figures for the semi-cirrular and with experimental results 
for the st,reamline (fig. 1.5, table \'I) rrnss sections. Thr 
agreement, appeared to  he very goad. 

In a simple way a less accurate solution can be obtained 
from equations (31) and (32) item 12h, the results are 
compared with the above mentioned ones in table VI11 
for the streamline section. 

Notations: 
a, 11 : x-eo-ordinates of the boundary of tbe cmss sec- 

c : angular displacement per unit of length. 
g, h,, z: functions of y, equations (4), (8 )  and (28). 
nil, v i p :  tangents of sides of triangle (item 7c). 
p : pressure under membrane. 
S : surface tension of membrane. 
E' : torsion function or ordinate of membrane. 
x, y 
F 
G : modulus of rigidity. 
GI, : torsional rigidity. 
I, NI.. I tnminnal moment. 

tion (fig. 1). 

: artesian co-ordinates in plane of cmss section. 
: area of cross section, eq. (31). 

: polar moment of inertia of cross section, eq. (31). 
Y 

Zeiger h bezieht sich auf der homogenen Gleichung. 
Zeiher nh bezieht qich auf der nicht-homogenen 

Differentialquotienten narh y werden durcti Striche an- 

T ~ ,  T~ : shear stress components normal to X- resp.Y-anis. 
The index h refers to  the homogeneous equation. 
The index nh refers t o  the non-homogeneous equation. 
Differential quotients with resped to  y are indicated 

Gleichung. 

gegeben. by dashes. 

i ,  
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Hrt upstellen van de differ~ntiaalvcr,velijkiny. 

Dr sclriiifspanningscon~ponenten en de torsic=stijfhrid, 

1. Inleiding. 

Yoor prisinatiache sta\’en, waarvan de doorsnede enkel- 
voudig samenhangend en van langwerpigm vorm is, wordt 
een bciiaderingsmethode ontwikkeld ter bepaling van de 
scliuifspanningsverdeeting bij znivere wringing en van de 
torsiestijfheid. Ileze methode leidt, tot een differentinal- 
vergelijking, waarvan de oplossing in het algesneen up 
eenvoudigr wijze in nnmerisclien vorm kan geschieden. 
Voor staven, waarvan de doorsnede een elliptischen, cirkel- 
vormigen, rechtlioekigen of drielioekigen vorm heeft, wkrden 
gesloten oplossingen gevonden, die voor de eerste twee en 
voor de gelijkzijdig-driehoekige doorsnede exact zijn. 

Voor doorsneden, die dermate gedrongen xijn als de half- 
cirkelvonnige, hleek de benaderingsmethode zeer betrouw- 
hare resultaten te geven. Ook de toepassing op een straom- 
lijnprofiel met sterk gekromde middellijn bleek resultaten 
te geven, die geheel door proeven bevestigd worden. 

2. De algemeene wringingsfurmules. (lit. 1) I). 

De in dit rapport gebruikte notaties zijn gegeven ill 

punt 18. Voor de zuiver gewrongen staaf van prismatischell 
vorni worden de sehuifspanningscomponenten in twer 
onderling loodrechte richtingen z en ?J gevonden :LIS de 
differentiaalquoticnten van een functie w, dir voldwt aan 
de ~iffer~,ntiaalvergelijkin~ 

Ue schuifspanningen lwdrecht up de X-as en de Y-as 
zijri respectievel ij k 

Voor ee11 enkelvondig samenhangende doorsnede heeft 
de functie w de eigenschap, dat ze langs den omtrek van de 
doursnede een constante waarde heeft. Aangezien de 
groottr van dew constante geerl invloed heeft op de dif- 

ferentiadquotienten en ~- kan hiervoor de rvaarde 

nul worden gekozen. In dit, geval wordt het wringend 
moment gegeven door 

M, = 2 { l w  d?: dy . . . . . . . . . (a) 
Lk integratie strekt zich uit over het geheele oppervlak 
der doorsnede. 

Men kan eich de funetie w denken als ordinaat vau een 
zeepvlies, dat  under wnstanten overdruk p gespannen is 
over een opening in een vlakke plaat. De vorm van de 

hu aw 
ax ay 

$1. Conectiemethode VOOP dcrorsnedcn met strrk ~ekrorn- 

doorsnede. 
Toepassing van de uirthndr u p  c ~ n  str~ioinlijiiprofiel. 11, 

12. Vereenvnndiging VHU de tipwkriiin,v. 
13. Sotaties. 
1.1. Orerzirht. I,itrratnur. 

opening kwut overeen met deli v o r ~ n  der beschonwdr 
doorsnede (Zeepvliesanalogie van P ~ A X I Y ~ L ) .  De ordinant 
\-an dit zeepvlies voldoet n.1. hij kleine doorhuigingen 
van hct, vlies ewneens wan (I) ,  terwijl ook aan de rand- 
voorwaarde w = 0 voldaan is. Hr t  wringend momcnt wordt 
daii worgestrld door twee maul den inhoud van den zeep- 
vlicsheuvel, de sch~~ifspannings~nm~one~~t in ern hepaaldr 
richting door de Iielling van hct, zeepvlirs in dc loodrrchtr 
richting. 
I>? vergelijking van 2ie.t zeepvlies luiat: 

waariii S de oppervlaktesyannilig van llrt dies is. 
De evenredigheidsfactor, die noodig is om de resnltnten 

van het zeepvlies te kunnen overdragen op lret torsiepro- 
bleem, wordt bepaald aan een zeepvlies, dat met denzelfden 
overdruk gespannen is over een cirkelvormige opening 
en dat van dezelfde zeepoplossing is vervaardigd. 

3. De benaderingsoplossing. 

Ue benaderingsmei.hode p a t  nu nit \‘a11 deze zeepvlies- 
analogie. De Y-as wordt gekozen in de lengterichting Val1 
de doorsnedr, de X-as loodredit crop (fig. 1). In  eerstr: 
instantie wordt aangenomen, dat doorsneden over het 
zeepvlies cvenwijdig aan de X-as den vorm hebben van een 
parahool met verticale as. Voor een oneindig lange dum- 
snede heeft het zeepvlies nsanelijk in alle punten ?J een 

gelijken vonn. zoodat I 0 e11 blijkens (1) 18 exact een 

parahool is. Sij  eindig lange, doch we1 langnwpige door- 
sneden wrandert m in y-richting langzaam, xnodat vooral 

i n  het iniddeldeel ~~8 belanpijk kleiner is dan 

en w dus w k  hier goed door een parnbool benaderd wordt. 
Deze benadering is vonr staven, waarvan de middellijn 

der doorsneden weinig gekromd is, volduende; inaien dc 
middellijn sterker gekromd is, zal de doorsnede van bet 
zeepvlies niet meer symmetrisch zijn. In tweede beuadering 
kan hiervoor een correctie worden ingcvoerd, die later 
besproken wordt (punt 9). 

au! 
a?/ 

aaW aeW 
ay a 

l) Zie literatuurlijst aan bet eind van dit rapport. Fig. 1. Coijrdinaten van de contour. 



54 

n 
Fig. 2. De randvoorwaarde ( 1  1). 

I y  

Fig. 3. Illustratie van de toelaathaarheid der 
randvoorwaarden z == 0, die exact gelden voor 

de afgeknotte doorsnede. 

4. Het opstellen van de differentiaalvergelijking. 
Met de notaties, die in punt 13 gegeven zijn, wordt de 

vergelijking van dc dnnrsneden over het zeepvlies evenwij- 
dig aan de X-as 

u’, (a, 9) = { xa - (a  + b) z  tab} g ( y )  . . (4) 

De functie g (y) is een voorloopig onbekende functie van y 
alleen. Aan de voorwaarde (1) kan nu in het algemeen niet 
meer exact voldaan worden. Door snbstitutie van (4) 
in (1) wordt gevonden 

asw, saw, 
a#= au= -_ + -- = (x ”  -. (a i- b) :E + ub} g“ ( y )  -1 

+q * ( i + b ) ‘ + ( ~ ) ’ } g ’ ( Y ) + {  --a(a+N”+(4“+2 }g(Y 

. . . . . . . (5 )  

Bij de exacte oplossing is het tweede lid constant, men 
kan ervoor schrijven - p/S. Bij de benaderingsoplossing 
volgens (4) komt p ,  (xy) in de plaats van p. De druk p ,  (a, y) 
is nu niet meer constant. De fnnctie g ( y )  wordt nu zoodanig 
gekozen, dat het ,,gemiddelde” van den druk p ,  (x, y) 
over iedere dnnrsnede y gelijk is aan den drnk p. Daarbij 
wordt het ,,gemiddelde” van p ,  (zy) nader gedefinieerd 
door de voorwaarde, dat den arheid, dien de druk p ,  (zy) 
verricht bij het ontstaan van het zeepvlies w1 (8, y), voor 
ieder strookje evenwijdig aan de X-as ter breedte dy 
gelijk is aan den arbeid, dien de drnk p verricht bij het ont- 
staan van een vlies van geheel denzelfden vorm. Deze voor- 
waarde wordt uitgedrukt door: 

]?/$I (4 Y) 201 (E, Y) dx = * P W1 (5, Y) dx . . (6) 
Na snbstitutie van (4) en (5 )  en integratie naar stusschen 
de grenzen b en a volgt na eenige omwerking 

(a -b)* g“ + 5 (a  4) (a  - b)’ g’ + 
+ { 5/2 (a -b) (a  - b)” - 10 (a%’ + 1) } g  = 5 p / s  (7) 
Na invneren van de nieuwe veranderlijke 

PI 6% Y) = -  
S 

b 1 b 

pat (7) over in: 

A = - - ( a d ) ’  5 

. .  . . a-b 

5 e=+-- 
(a  - b)’ I 

Gaat men nu weer over van de zeepvliesanalogie op de op- 
losing van bet torsieprobleem, dan moet in de plaats van 
p / S  gesteld worden 2 Gc. Na oplossing van de differentiaal- 
vergelijking (9) volgt dus de functie w (s, y) door substitutie 
in (4) van 

g(y) = 2 G C Z  . . . . . . . (8‘) 
Indien de doorsnede symmetrisvh is t.0.v. de Y-as is 
a = - b en gaat (9) over in 

Z“ = A,z’ + BIZ + C1 1 

5. De randvoonvaarden. 

Door de benaderingsoplossing volgens (4) wordt overal 
langs den omtrek automatisch voldaan aan de voomaarde 
re. 0. Aan de uiteinden beboeft hiertoe de functie g(y) 
(of z(y) ) niet nul te zijn. Iedere oplossing van de differen- 
tiaalvergelijking voor $ kan als een in het kader van de 
ingevoerde benadering bruikbare oplossing worden be- 
sttliouwd, daar de randvoorwaarde van het probleem langs 
‘den geheelen rand hevredigd is. IIet ligt vonr de band, 
nu nog een zekere vrijheid van handelen bestaat, te eiscben, 
dat in de middellijn nahij de uiteinden niet alleen vergelij- 
king (7), maar ook de exacte differentiaalvergelijking 
van het probleem bevredigd wordt. Deze randvooraaarde 
wordt uitgedrukt door 

a ;  b 
Daar in de uiteinden x =--, volgt met behulp van (5) 

2 

a d ) * g ”  + 4 (a-b)  (a-b) ‘$’ +- a% asw 1 2 + -2 = .~~ -[( 
a s z  ay* 4 

t + 2 { (a--b) (a-b) ” -~ 4 (a’b‘ + 1) j g ] = ~~- p / S  

Daar in de randpunten zoowel aan deze vergelijking als 
ann (7) moet worden voldaan, inoet zulks ook met het 
verrchil geschieden. Dit levert de randvoorwaarde: 

(a--b) (a---b) ‘z’ + 0,5 { ( a - ~ - b  (a---.b) “ -4 (a’b‘ + 
f l ) ) 2 = 1  (10) 

Indien het uiteinde gevormd wordt door een cirkelboog 
met stra.al R (fig. 2), gaat (10) over in 

4 R z I - h  = 1 (11) 

Indien het uiteinde der doorsnede puntig gevormd is 
(a‘ en b’ eindig), volgt nit (IO): 

Hierbij is stilzwijgend verondersteld, dat z’ en z eindig 
zijn. Het bewijs van deze veronderstelling kan geleverd 
worden. 

Voor lichamen, waarvan de doorsnede eindigt in een 
rechte Iijn, die Ioodrecht staat op de X-as, wordt door (4) 
niet meer antomatisch u’ = 0 aan de uiteinden, mar is 
hiertoe tevens vereischt de randvoorwaarde 

z = o  (18) . 
Afhankelijk van den vorm van het lichaam h e f t  men 

dus &n der randvmmaarden (10) (12) of (18) toe te pamen. 
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Voor de bepdhg van toraiestijfheid en grmtate whuif- 
spanning zal men echter vrijwel steeds met de randvoor- 
waarde z = 0 kunnen rekenen. Deze randvoorwaarde 
geldt exact voor doorsneden met afgeknot uiteinde en zij 
geldt bij benadering voor doorsneden met vloeiend ver- 
loopend of puntig uiteinde, wat op de volgende wijze 
duidelijk kan worden gemaakt. 1) 

In plaats van de beschouwde doorsnede wordt een andere 
doorsnede aangenomen, die slechts aan de uiteindeu een 
geringe afwijkinp heeft van den oorspronkelijken vorm 
(fig. 3). De wijziging is verkregen door de doorsnede af te 
knotten in de punten y, en y,, welke op geringen afstand 
van de uiteinden liggen. Vwr een dergelijk gevormde 
doonnede geldt de raflvnorwaarde z = 0. Het zeepvlies, 
dat bij deze gewijzigde doorsnede behwrt, zal alleen in 
de naaste omgeving van de uiteinden merkbaar afwijken 
van den vorm, dien het zeepvlies over de wrsprnnkelijke 
dwrsnede heeft. Deze plaataelijke afWijking zal op den 
inhoud van bet vlies, en dus op de torsiestijfheid, slechts 
een zeer geringen invlned hebben. 

Indien het punt met de maximale helling op eenigen- 
afstand ligt van het uiteinde, hetgeen bij langwerpige door- 
sneden we1 steeds het geval is, zal onk de grootste helling 
en dus de waarde der maximale schuifspanning slechts 
weinig invloed van de afwijking ondervinden. Voor deze 
berekeniugen is de aangegeven benaderde randvoorwaarde 
voldoende nauwkeurig. Slechts indien men de schuif- 
spanning in de naaste omgeving van een uiteinde wenscht 
te kennen, zal men deze methode niet mogen toepassen 

In fig. 13 zijn ter vergelijking de waarden van z getee- 
kend. zooals zii berekend worden uit de exacte rand- 
voorwaarde en de randvoorwaarde z = 0. Op geriugeo 
afstand van het uiteinde is het verschil reeds niet meer 
van belang. 

6.  De schuifspanningscomponenten en,de torsiestljf- 
heid. 

Na oplossing van de differentiaalvergelijking (9) vindt 
men de schuifspauningscomponenten T~ en uit (2). 
Door substitutie van (4) en (8') vindt men: 

Ve maximale schuifspanning, die langs den omtrek op- 
treedt, wordt probeerenderwijs gevonden; de plaats is 
ineestal bij benadding bekend. 

De grootte van het tnrsiemoment volgt uit (a) door sub- 
stitutie van (4) en (8') 

{ xs - (a  6) x + ab} & = 

b 

(a  - b)* z dy . . . . . (15) 
3 

Ue toraiestijfheid GI, van de dnnrsnede wordt gedefinieerd 

GI = !& = - (a -- b)3 z dy . (16) 
C 3 door w 

7. Oplossingen in gesloten vorm. 

a. D e  e l l i p t i s c h e  e n  c i r k e l o o r m i g e  d o o r -  
s n e d c n  (fig. 4). 

Wegens de symmetric is a = -- 6 en w = (a2 - a') g(y). 
Kiest men voor g(y) een constante grootheid, d m  v o w  
na suhstitutie van de waarde van as met de notates van 
fig. 6: -___ 

') Zie w k  punt 8 .  

I" 

Pig. 4. Elliptische dnorsnede. {=pi 
Fig. 5. Rechthoekige doorsnede. 

De benaderingsmethode is dus voor deze doorsneden exact. 
Voor z vindt men met behulp van (8') 

- f' z = ~ ( p  + daj . . . . . . . . . (17) 

Met behulp van (14) en (16) vindt men verder de hekende 
resultaten voor schuifspanningen en torsiestijfheid. 

b. D e  r e c h t h o e k i g e  d o o r s n e d e  (fig. 5). 
Voor deze doorsnede is te schrijven a = - 6 = k. Er 

wordt een nieuwe verauderlijke 6 = g t 4 p in-- 

vnerd, waarna (7) overgaat in: 
s 

( y =  0 d5  d y = O  

Ue randvwrwaarden zijn 
\ 

Na oplossing van de differentiaalvergelijking en teruy- 
substitutie volgt w: 

Met behulp van (4), (8') en (16) volgt: 
I ,  = 3,87310 k' (cil -&h ul) . . . . (19) 

De schuifspanning kan worden gevonden met behuly van 
(Z), (10) en door te bedenken, dat M, = 1,Gc. Men vindt 
voor de maximale schuifspanning, die optreedt in het 
uiteinde van de korte as, in absolute waarde: 

x = k  

0,58293 M, (1 - - 
ks (al - tgh al) 



Fig. 6. Dviehoekige doorsnede. 

Voor een vierkante doorsnede ( k  = I )  is 7,- = 1,2104 
Gck. Voor de schuifspanning, die optreedt in het uiteinde 
van de andere symmetrie-as en die in dit geval even Foo t  
mOet zijn, viodt men 1,4528 Gck. Het verschil tusschen deze 
twee waarden is vrij aanzienlijk, de juiste uitkomt is 
1,351 Gck (lit. 2). Een nauwkenrige benadering van de 
exaete uitkomsten geven voor een rechthoekige doorsnede 
de volgende formules (lit. 2, met eenige vereenvoudiging): 

1,0 
1,2 
1,4 
1,6 

2,0 
3,O 
4,O 
5,O 
6,O 

i , 8  

0,81057 ~ 

= 2Gck 1 - -  - ( cosh :)- 

0,54180,6017-10,O 2,23 2,25 -0,Q 0,834 2,40 
0,4451 0,4760- 6,5 3,18 8, lS -0 ,3  0,589 3,40 
0,3757 0,3928- 4,4 4,17 4 , lQ  -0.5 0,451 4 4 4  
0,32360,3324- 2,9 5,20 5,22 -0 ,4 0,862 5,52 

0,25060,2542- 1,4 7,31 7,32 -0,13 0,260 7,68 
0,1556 0,1559- 0,02 12,63 12,64 -0,OS 0,154 12,97 
O,llODO,llOQ 0 17,96 17,97 -0,W 0,111 18,04 
0,0859 0,0858 0 23,29 23,31 -0,08 0,0858 23.1 
0,08980,0698 0 28,6328,64 -0,03 0,0717 27,Q 

o , z n z v o , z m -  2,i 6,25 6.26 - 0 , ~  0,308 6,60 

2". de waarde der maxim& schuifspanning wordt vonrdk 
I - 2 2 door (20) eeer goed benaderd, namelijk met e m  
4 
font van ten ho- 1 yo. 

Voor warden van '> 3 is igh d = 1 engaan (19) en 
k -  

(SO) over in: 
I 
k 

I ,  = k' (5,333 - - 3,873) . . , . .(lQ') 

. , . .(20') 2 Mw 
I 

k3(5,333 - - 3,373) 
k 

17-1 = 

Deze formules zijn practisch gelijk aan (22') en (21'). 
Ten slotte zijn voor practiseh gebrnik in tabel I1 cor- 

rectiefactoren f, en f2 gegeven, waarmee het tweede lid 
van (19') resp. (20') vennenigvuldigd moet worden om 

I .  voor alle waarden van ~ mtkomvten te geven, welke 
k 

in overeenstemming zijn met de vergelijkingen (21) en(22). 

TABEL 11. Rechthoek. 
O,R1057 

I 
k 
- 

. . (21) - - 
I 771 k' [2,667 - 1,6732 (tgh - + 0,00412)] 

2 k  1 
1 2  I X I  I ,  = k4 [5,333 - - 3,8464 (tgh - + O,WlZ)] (22) 

k 2 k  1 8  
1,4 

18 
2,0 

4,O 

V w r  smaUe rechthoeken gaan deze over in: 

2 M ,  3,o 
7- = 

5,O 
k 2 6 ,O  

1 
ka (5,333 - - 3,360) . . . . .(21') 

fl 

1,148 
1,054 
1,024 
1,012 
1,005 
1,004 
1,001 
1,001 
1,001 
1 ,ooo 

f n  

0,5897 
0,7204 
0,8039 
0,8586 

0,9271 
0,9842 
0,9955 
0,999 
1 

0,8994 

I 
I ,  = kr (5,333 k- 3,360) . . . .(22') 1 

k 
I, = fir (5,333 - - 3,373) 

I 
k 2 M W  

In tabel I zijn voor verschillende waarden van -de 

I 
k* (5,333 - - 3,373) TABEL I. Rechlbek. k 

rmox fi 

c. D e  d r i e h o e k i g e  d o o r s n e d e  (fig. 6)  

De kortste zijde wordt evenwijdig aan de X-as gekozen 
en de hoogtelijn daarop als Y-as met het tegennvergestelde 
hoekpunt in den oorsprong. De vergelijkingen van de zij- 
den zijn a = m,y; b = %y. Onder invoering hiervan 
gaat (9) over in: 

I I I I l l  I 1 Ik oplossing van de differentiaalvergelijking is: 

1 . z = - -  
uitkomsten volgens (19) en (20) vergeleken met die volgens 
(21) en (22). Dit leidt tot de volgende eonclusies: 
I". de torsiestijfheid wordt d w r  (19) zeer goed hnaderd 2(m#% + 1) 

I 
voor alle waarden van -. 

k' 



i 
i 
i 
~ 

~ 

i 
I 
! 

1 

~ 

i 
i 

! 

! 

j 
~ 

I 

I 

i 

I 

I 
i 
i 
! 

0 
0,0623 
0,118 
0,156 
0,192 
0,223 

0,2735 
0,2975 

0,250 

0,3125 

Voor de toraiestijfheid vindt men: 

0 
0,162 
0,256 
0,330 
0,393 
0,449 

0,549 
0,591 
0,632 

0,5 

De schuifspanningen vindt men met behnlp van (14). 
De resultaten warden on enkele biizondere eevallen tm- 

Y 

gepast. 

door substitntie van m, = - m, = m: 
Voor de gelijkbeenig-driehoekige doorsnede vindt men 

Langs de basis treedt de grootste schuifspanning op in 
het midden. Ze bedraagt in absolute waarde: 

y = I1 

Langs de beenen hedraagt de schuifspanning 

= d i - x  (E) . De plaats waar het rnaxirnnm 
z = u  

optreedt wordt gegeven door: 

en de grootte van de maximum srhuifspanning langs de 
beenen hedraant: 

1 Voor den gelijkzijdigen driehoek ism = - Men vindt 

t = 3 en: 
d3 

h' I =_--  
1 5 4 3  

Uit (24), (25) en (26) volgen respectievelijk: 

I T~~ 1 = 1 Gch; y = & h en 1 rmO2 1 = 4 Gch = 

Verder is makkelijk af te leideu, dat deze oplowing exact 

15 M ,  6 3  
2 h3 

is, daar: 

TABEL 1: 

m 

0 
0,0875 
0,1768 
0,268 
0,364 
0,466 
0,577 
0,700 
0,839 
1 

Gelijkbeenige d?iehot 

(Tma5) 
2 Gch 

0 
0,0699 
0,1205 
0,161 
0,194 
0,224 
0,250 
0,275 
0,902 
0,325 

In  tabel I11 xijn verder voor waarden van m gelegen tus- 
sohen 0 en 1 de uitkomsten van (25), (26) en (27) gegeven. 

Het geval, dat m = 1, komt overeenmet den gelijkbeenig- 
rechthoekigen driehoek. Men heeft hieNoor een contrble, 

YO Yk Y 
Fig. 7. Nunmering der intervallen. 

doordat deze oak voorgesteld wordt door in de algemeene 
formules te substitueeren m1 = I  en m, = 0. Berekent 
men voor dit geval de maximale waarden der schuif- 
spanningen langs de drie zijden van den driehwk dan 
vindt men: 
voor y = h: rmaX = 0,4354 Gch voor x = 0,5 h 

T~~~ = 0,3960 Gch voor y = 0,43958 h langs Y-as: 
langs hypothenusa: rmnx = 0,5035 Gch voor y = 0,43958 h 

De schuifspanningen langs de twee rechthoekszijden 
moeten aan elkaar gelijk zijn en de grootste schuifspannhg 
moet optreden in het midden van de hypothenusa. De 
in den laatsten regel van tabel I i i  gevonden waarden zijn 
aanzienlijk grooter, oak treedt daar het maximum langs 
de beenen op. 

Ut het bovenstaande lijkt het raadzaam de gevonden 
formules niet toe te passen op driehoeken, waarvoor m, 
of nip in absolute waarde grooter dan 0,6 zijn. 

Lit. 3 geeft een op andere wijze gevonden benaderings- 
oplossing voor de gelijkheenig driehoekige doorsnede. 
De formules, die vour de torsiestijfheid en de sclluifspan- 
ningen warden gevonden, zijn precies dezelfde als nit het 
voorgaande werd afgeleid. 

8. De numerische oplnssingsmethode. 

De differentiaalvergelijking (9) kan slechts in speciale 
gevallen in gesloten vorm warden opgelost (punt 7). 
Indien een oplossing in gesloten vorm niet gevondeu wordt, 
kan de oplossing numerisch als volgt geschieden. 

De oplossing van de differentiaalvergelijking wordt 
gesplitst in oplossingen van de homogene (C = 0) en een 
oplossing van de niet-homogene vergelijking. Van de 
homogene vergelijking warden tmee oplossingen bepaald 
(z,, ,, en zh %), van de niet-homogene vergelijking 66n op- 
lossing (z~,,). Deze oplossingen voldoen in het algemeen 
slechts aan de differentiaalvergelijkingen en niet aan de 
randvoorwaarden. Iedere fnnctie z = znh -+ k,zh  
voldoet dan aan (9). Dc waarden van de constanten k, 
en k, bij welke oak aan de randvoorwaarden (10) voldaan 
wordt, bepalen dan de oplossing. Ter bepaling van de 
functies znh, zh , en z,, gaat nien als volgt te werk (notaties 
zie fig. 7) :  

Het stnk yo - y, wordt in n gelijke intervallen b y  
verdeeld. Op een willekenrige plaats y = yn: neemt men 
willekenrige van nul verschillende beginwaarden z, en zk' 
aan en berekent z,~" uit (9). Op de helft van het eerste 
interval berekent men zk + t = z, + tz,'Ayenz,'+ + = 
z,'+i z," Ay, deze neemt men als gemiddelden over het 
eerste interval en vindt aldus z, + I = z,  + z,' + , A  b y  
en zlcr + 1 = zk' + z," + t &y. Voor alle volgende inter- 
vallen wordt deze bewerking herhaald en uitgaande van 
y, naar beide zijden. De twee oplossingen der homogene 
vergelijking bepaalt men met verschillende beginwaarden 
voor z b  en zk', althans voor &n van beide. Men vindt 
op deze wijze drie stellen eindwaarden, n.1. 

+ k,zh 

(zA I)@> ('h' 1)o' ('h dn, ('/ 1)"; ('h ('h' d o ,  ('h dn' ('n' l)n; 

(Znh)03 (znh')o* (znh)m, (z'nh)s' 
De randvoorwaarden in de punten y = y, en y = y, 

te  zamen met: ,' 
zo,  = (.%do C ki(Zh,Jo + kn(%,do 
zo = ( ~ " h l ) a  + ki (zn I), i- ks  (2, d o  
z*, = (%h)* + kt (ah 1)n f k8 (%,dn 
z, = (%h')* + '1 (','I), + k? ( zh  a n  



c a i  I 4 

I W z = W , . t h ( ; ) s l w  a-b 
Fi&. 8. Toreie-functie w1 voor doorsneden 

met sterk gekromde middellijn. 

leveren 6 vergelijkingen met de 6 onbekenden k,, k,, z0,  z:, 
zn en 2,'. 

Indien de beschouwde doorsnede symmetrisch is t.0.v. de 
X-as, behoeit men slechts ken helft te  beschouwen; men 
heeft nu de voorwaarde z' = 0 voor y = 0. In de symme- 
triedoorsnede kiest men een willekeurige beginwaarde zo, 
tenvijl men bij de bepaling van de functies z en zh in 
y = 0 aanneemt zsh' = 0 en zh' = 0. Op deze mjze hTijgt 
men slechts 6kn oplossing van de homogene vergelijking. 
Uit de randvoorwaarde voor het uiteinde bepaalt men 
dan de constante k ,  waarmede de oplossing wordt z = 

Dat deze methode tot een geed resultaat voert, wordt 
veroorzaakt doordat: 1". begonneu wordt op een plaats 
waar z weinig veranderlijk is en 2". de fouten, die bij de 
oplossing der homogene vergelijking en der niet-homogene 
vergelijking gemaakt worden, van denzelfden Bard zijn 
en bij de combinatie grootendeels verdwijnen. 

Bij eeu willekeurige doorsnede is het raadmam het begin- 
punt van de integratie ( y r )  niet in of nabij de uiteinden te 
kiezen, doch bij voorkeur in het midden van de doorsnede. 

Deze aanbeveling houdt verband met bet karakter van 
de oplossing der homogene vergelijking. In de omgeving 
van de uiteinden neemt de waarde van zh namelijk zeer 
sterk toe. Door de berekening te betrekken op eindige 
intervallen verkrijgt men daarom niet de exacte waarde 
van de functie a, in dit gebied. Indien men dan oak aan het 
niteinde zekere beginwaarden van z,,' en znh aanneemt - 
die in het algemeen, omdat de werkelijke waarde onbekend 
is, van de werkelijke waarde zullen afwijken - wordt bij 
verdere integratie een functie gevonden, die gelijk is aan 
Z,, = z - kz,. Ook indien de functie z zelf in de omgeving 
van het niteinde regelmatig verloopt, zal dit met de functie 
zvh niet het geval zijn; immers verandert zh aan het nit- 
emde zeer snel. Dit heeft ten gevolge, dat men op eenigen 
afstand van het uiteinde op waarden van znh komt, die 
zeer sterk afwijken van de werkelijke waarde, terwijl deze 
afwijkingen mer groot worden naarmate men bet andere 
niteinde nadert. Op deze wijze moet de oplossing z = znh + kz, gevonden worden als verscbil van 2 getallen, welkr 
zeer weinig verschillen. De nauwkeurirheid saat hierbii 

nh.. 

- zn* i ka,. 

I L 

teloor, tenzij men ieder der oplossingen z,, en zh zeer nauw: 
kenrig bepaalt. 

DergeIijk moeizaam rekenwerk kan worden vernieden 
door betreffende een punt op voldoenden aktand van d? 
uiteinden een schatting te maken omtrent z en z' ( z b  
punt 11) en van deze beginwaarden uit te integreeren. 
Ook dan mal men naar de niteinden toe grootere getallen 
Mor z.,, vinden, doch deze zullen blijken door een homogene 
oploseing met kleine beginwaarden gecompenseerd tc= 
kunnen worden. 
De omstandigheid, dat de intervallen eindig zijn in het 

gebied nabij de uiteinden, heeft schijnbaar het beiwaar, 
dat de functies z , , ~  en ~~onvoldoende nanwkeurig worden 
bepaald. Dit bezwaar vervalt ecbter geheel, indien de 
functie z weinig veranderlijk is in dit gebied; immers 
worden dan in z,,, en k,zn , + klzh a gelijke fouten gemaakt, 
die elkaar volkomen opheffen. Indien z nabij het uiteinde 
zelf sterk verandert, verkrijgt men inderdaad een minder 
groote nauwkeurigheid. De oploesing x,, + k,z, + ks, I 
voldoet dan slechts schijnbaar aan de randvoonvaarde; 
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in werk&jkheid levert zij em andere a op dan de rand- 
voorwaarden vereischen. Dit beteekent, dat de oplossing 
bet bedrag nk,z,, + Aksfp;,  foutief is. Echter is in ver- 
band met de omstandigheid, dat a, nabij de uiteinden 
zeer veel in grootte toeneemt, deze fout slechts in de naaste 
omgeving der uiteinden merkbaar. Hierop berust ook de 
toepasbaarheid der onder punt 5 besproken vereenvou- 
digde randvoorwaarde. 

Slechts in het uitzonderliike geval, dat men de spannin- 
gen nabij het uiteinde wenscht te kennen bij ter plaatse 
sterkveranderende waarde der functie 2, geeft de besproken 
wijze van numerische integratie geen- betmuwbare ge- 
gevens. In dit geval zal men bf de intervallen in dit gebied 
zeer klein moeten kiesen bf langs analytischen weg voor dit 
gebied de oplossing moeten benaderen. 

9. Correctiemethode voor doorsneden m e t  sterk ge- 
kromde middellijn. 

Onder middellijn van de doorsnede wordt vcrstaan de 
meetkundige plaats van de middens der koorden evenwijdig 
Ban de X-as. Indien deze sterk gekromd is, zijri de doorsne- 
den over het zeepvlies evenwijdig aan de X-as niet meer 
symmetrisch, maar heeft het hoogste punt zich verplaatst 
naar de holle zijde. Deze omstandigheid is voornamelijk 
van belang voor de bepaling der grootste schuifspanning; 
immers zullen de hellingen van het zeepvlies grooter 
worden aan de zijde waarheen zich de top verplaatst. 
Zooals uit punt 10 blijken zal, wordt de torsiestijfheid 
reeds met groote nauwkeurigheid gevonden nit de benade- 
ringsoplossiug volgens (4), zoodat de verschuiving van 
den top op den inhoud van het zeepvlies neinig invloed 
uitoefent. In  verband hiermede wordt op den parabolischen 
zeepvliesvorm een verplaatqing gesuperponeerd, die anti- 
symmetrisch is. Voor deze anti-symmetrische verplaatsing 
wordt de sinusfunctie gekozen, zoodat de ordinaat van het 
zeepvlies wordt (zie fig. 8):  

z o P ( x y ) = { x r -  (a t b ) a  t o b } g ( y ) ;  
2 n (X - b) + h (y) sin . . . . 

a - b  

waarin g (y) gelijk is aan de gelijknamige functie, waarvoor 
in punt 8 de wijze van oplossing is gegeven, en waarin 
h ( y )  een voorloopig nog onhekende functie van y is. 

Deze correctie door middel van de sinusfunctie heeft 
geen invloed op het aandeel, dat ieder strookje dy levert 
in de torsiestijfheid, omdat de inhoud van bet zeepvlies, 
voorzoover hij van de siuusfunctie afbangt, gelijk nul is. 

Daar het bier ecn benaderingsoplossing betreft, geeft 
substitutie van (28)  in het linkerlid van (1) in bet algemeen 
niet, dat voldaan wordt aan (1). De functie h (y) zal nu zoo- 
danig gekozen moeten worden, dat in het van belang zijnde 
gebied de fout, voor wat betreft bet voldoen &an (1). 
zoo klein mogelijk wordt gehouden. 

In  een willekeurig punt is de fout: 

of na substitutie van (28): 
E == [sa -- ( a - ~ ~ - b )  s t ~ a b ]  g"~t2 [ - ~  ~ a ( 0 i b ) '  t(ab)'l 8' + 

2 n (O b) . ,I + [-a+a-+b)"  ab) 4- 21 g - 1 .  h"sin--~.- -- + 
a - b  

C h  

+ a  Gc, . . (29) 

of 



e = Si (P3.y) i- k"f* (G Y) + h'f, (a. Y) + hf, (E, Y), 
waarin fl> fe, fg en fr bekende functies njn van x en y. 
De voorwaarde hetreffende beperking van de fout kan 
worden uitgedrnkt door den eiseh, dat de som van de 
kwadraten der fouten in het hesohouwde gebied m n  klein 
mogelijk is. De functie k Nordt dan hepaald nit de voor- 
waarde dat de iutegranl 

' J = 7 1 e2dzdy = minimum . . , (80) 
d . '  

Y ,  b 

Daartoe zou k(y) ontwikkeld kunnen worden volgens 
n 

MY)  = I: Cihi(~), 
i=l 

wtlarin de fnncties h, (y) bekende willekeurige functies van 
y en ci vourloopig nog onhekende constanten eijn. 

Uit de minimum voorwaarde (SO) volgen dan n lineaire 
vergelijkingen, waaruit de n constanten ci opgelost kunneu 
worden. 

Deze vergelijkingen hehben de gedaante: 

-Y. b 
(kj"ffP + hj'f3 .+ hJ,) dzdy = 0 . . . . , . . . . (30') 
De uitvoering van de integraties zal in den regel vrij veel 
rekenwerk vereischen. Voor de hicr beschouwde lichamen 
met vloeiend verloopeude contoureu kan echter met een 
eenvoudige heuadering van h als functie van y worden 
volstaan, hetgeen het rekennerk sterk vereenvoudigt. 

Het is namelijk de hedoeling de grootste schuifspanning 
te hcpaleu. Bij de heschounde lichamen zal de spanning 
langs den omtrek slechts weinig veranderen in de omgeving 
van het punt met de grootste spanning. Ook is te verwach- 
ten, dat de plaats met de maximale schuifspanning, zooals 
die uit de benadering volgens punt 8 gevonden wordt. 
in dit gehied zal liggen (vergel. punt 11). 

Onder deze om- 
standigheden kan 
de integratie J over 
y tot beperkt een elementair hlijven & 
strookje dy ter 
plaatse van het 
punt met maximale 
schuifspanning vol- 
gens lste henade. 
ring, terwijl de snrde. 

functie h in de omgeving van dit punt constant gedacht 
wordt. De constante ti, volgt dan uit de vergdijking 

Pig. 9. Halfcirkelvormigc door- 

(f, + kf,) f,& = 0 . . . . . . (30") 
.I 7' 
b 

De integraties kunnen het eenvoudigst numerisch worden 
uitgevnerd. 

10. Toepassing van de methode op de halfcirkel- 
vormige doorsnede. (fig. 9). 

Voor deze doorsnede is b = 0 en uz = re  ---y2. De 
cogfficienten in (9) worden: 

Wegens de symmetrie van de doorsnede t.0.v. de X-as 
kan men de integratie van (9) aanvangen in y = 0. Hier 
is a' = 0. De randvoorwaarde in het punt I/ = T 

volgt nit (in). De coEfficienten uit vergerijkhg (10) 
zijn d e  geliijk nul of eindig, behalve de coef€icient 

Fig. 10. I)e spannings-functie voor de halfcirkelvormige 
doorsnede. 

5 ( a  -- b) ( a -  b)", die oneindig groot is in het eindpunt. 
'2 

Daar dit de coefficient is van z volgt ais randvoorwaarde 
z = 0. Kiezen wij r == 10, de intervalbreedte A y = 1 
en als heginwnarde voor de oplossingen zh en z iSh  z,, = 
~-O,a, dan levert de oplossing der homogene vergelij- 
king in het punt y = 10 zh = = - 109,82032 en die 
der niet-homogene vergelijking z,,, = 82,61280. 

De randvoorwaarde geeft dus: 
82,61280 i o s , ~ 2 o w  k = n k = 0,29751 

De waarde 2 = znh ,+ k z h  is grafisch uitgezet in fig. 10; 
in het punt y = 0 1s s = -- 1,29751 X 0,3 = -0,88925. 
Ook de w-aarde van m langs de middellijn van het profiel 
is uitgezet. 

Met hehulp van (16) vindt men I.,, = 2027,715 = . .  - 
= 0,2928 r4. 

De grootste schuifspanning treedt op in de punten 
2 = 0 y = 0 en x = r y = 0 en hedraagt I T* 1 = 0,7786 

Cn = 2,659 -. 

De correctiernethode wordt vervolgens toegepast op het 
strookje y = 0. Men heeft zo = --  0,38925 zo' = 0 a," = 
= 0,00134. Daaruit volgt 
fl = (0,00184 P* - 0.0~238 P t 0,2215) 2 Cc. Verder is 
f, = ~ 0,39478 sill 0,628 P + 0,00628 P COS 0,628 P. 
De uitwerking van (30") geeft h i 0,64126 Gc. 

Voor de schuifspanning in het punt x = y = 0 vindt 
men 0,8188 Gcr en in het punt x = r y = 0 0,7382 Gm. 

De exacte uitkomsten zijn I, = 0,296 r4, T . ~ - ~ - o  = 
= 0,849 G n  en T ~ = ~  = 0,719 Ccr (lit. 4). De fuut in 

de torsiestijfheid bedraagt I,08 yo, in de ongemmigeerde 
schuifspanningen -8,3 yo resp. +8 ,3  yo en in de ge- 
corrigeerde schuifspanningen - 8,5 Yo resp. -t 2,7 "/. De 
resultaten der henaderingsmethode zijn dus alleszins be- 
vredigend, te meer daar het hier een zeer gedrongen door- 
snede met sterk gekromde middcllijn betreft. 

Ten slotte zijn de schuifspanningen nog eens gecorrigeerd 
onder aanname dat h evenredig is met n b. Men vindt 
dan k = 0,62552 Gc en = 0,8178 Gm, ~~-~=0,7882 

Ow, dus practisch dezelfde resultaten. 

11. Toepassing van de methode op een stroomlijn. 
profiel. 

De omtrek vun de beschouwde doorsuede is benaderd 

M, 

Ta 

y=o 

Y-0 
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- 0,05 

- 0,16499 

- i , i s i 3 z  

-17,1796 

so = - 0,31028. Als randvoorwaarde vwr  y = 12 wordt 
(11) genomen. Aangwien de waarde, die voor R genomen 
dient te warden, niet nauwkenrig te bepalen is, zijn bier- 
voor verschillende wadrden, gelegen tusschen 1 en 2,5, ge- 
substitueerd. Het blikt, dat  de keuze van R binnen deze 
grenzen op de waarden van z geen iuvloed heeft. Riest 
men R = 1,6, dan wordt de randvoorwaarde 1,6 z ,~ '  - 

De nnnierische integratie van (9) wordt aangevangen 
in y = 4. De waarde van z4' zal klein en negatief zijn, 
ook 2,'' zal klein zijn. Verwaarloost men z4' en z4", dan vola 
uit (9) Bz, 4~ C = 0. Dit geeft z, 2 0,47. In  werkelijk- 
heid zal z, in absolute waarde kleiner rijn wegens de ael-  
ving vnn het vlies in v/-rirhting, die de hoogte van het 
vlies verlan@. 

De niet homogene vergelijking en dc rerst.c homogene 
vergelijking worden opgelost met de beginwaarden z, = 

met de heginwaarden z1 = 0 en 5,' = 0,l. In tabel IF 
is als voorbreld de uplowing van de tweedc homogene. 
vergelijking tusschen y = 4 en y = 0 gegeven, waarbij 
i n  negatieve 1'-richtiny wordt geintegreerd. 

De oplossing der drie vergelijkingen is yegeven i n  figuur 

, ( z n h ) o  = 10,4025(2, ,), = 709,4(2,  1)" = 171,090 

- Z12 = 0,25. 

~- ~ .. 0,45 en z,' = 0, de tweede homogene rergelijkinp 

i /  12. De eindwanrden bedragen: 

i s  ( z , , ~  )L2 = 15,747 (zh J,? = ~~~ ( m , n 4 ( ~ ,  = 94,052 
( Z , ~ ' J , ~  = IU1,171 ( z ~ ' ~ ) , ~  = . I.lMO,R ( z h J I 1  =~ 592,84 

I k  randvoorwaarden rijn: 
Fig. 11. Strooeilijoproliel i w t  hterk gekwiiide middellijn. 

zo -= ~~ ~~ 0,31028 = 1 ;l,4025 ~~~ 70'9,44 k, -- 

1,6 Z,?' ~ ~ z ,^ ~~ - 0,"5 = 14li,077 . . 5Y67,B k, + 
- -171,090 k, 

0 -0,n3024 
- o,o5 - 0 ~ ~ 7 6 ~ 9  
- 0,141ni -1,17115 

- 0,83116 -1,89047 

- 24,4101 -9,07978 

- 0,30680 -1,45278 

- 1.98248 -2,64658 
- 7,23050 -4,21390 

-171,090 - m 

Fig. 12. Strooiiilijnl,r~,Tiel. 
Oploavingen van homoymr PII niet-homopent. wrgeli,jkinqec 

door eenige eirkelbogen, zo0;ils in fig. 11 ih aangt~gcven. 
De lengte van de doorsnede wordt in 12 gelijke intrrvallen 
verdeeld. De constanten .1, B en C i i i t  (9) moeten op de 
grenzen der intervallen en up de helft van ieder interval 
herekend warden; dit i s  het  nieest tijdrorwendr gedt.elte 
der berekening. 

De rdndvoorwaardc voor y == 0 is (le), inrn vindt hicriiit 

4 
3,5 
3 
23 
2 

1 ,5 
1 

0,5 
0 

I I 
0,08181 0 J  

0,14181 
0,85937 0,32998 

0,6893136 
4,09670 2,30264 

6,39984 
129,500 34,3591 

163,859 

\ 2  

, I  ~ 0 -t -~~ I,  ___ w . (?-,-!) z 
2 ' 'LGc 

'Ten slotlv rijn de uanrden van z geatippfld geteekend, die 
volgen nit de randvoorwaarden z = 0 i.p.v. de exacte 
randvooruaardm. €let, verschil met, de juistc oploasing 
i s  c y  gerinym :ifstand van de nit,eindcn al niet meer van 
hzlnny. 

I)? inteyratie (16) levert de tursiestijfheid Im = 82,'L em'. 

I k  yroothrid ~ . ~ ( a ~  ~-b)"z  stclt cry rchaal de op- 

pervlakte van de doorsnede u w r  den torsieheuvrl in het 
S - ~  W vlak voor. Iiet rerloop hiervan is grafisrh voorye- 
steld in fig. 14 als functie van y. 

Voor de gederlten van den omtrek yelegen tusschen 
y = 2  en y = 12 zijn de schnifspanningen ann bolle en 
Irolle zi,ide bqiaald, de resultaten rijn qegeven in tabel V. 

2 1 
3 c c  

TABEL 117. Stroornlijnp~ofiel. 
Oplossing honingene differentiaalvergc 

(7) 

B 

1,48412 

2,34315 
3,16555 

7,62706 

i,n29oo 

4,62082 

15,7962 
57,3jno 

m 

Az' 

- 0,08362 
- 0,13853 
- 0,38648 
- 1,00147 
- 4,33307 
- 16.9360 
-14 ,786  

Bz 

0 
- 0,09145 
- 0,33228 
- 0,97119 
- .3,x4038 
- 15,1205 
-114,214 

X" 

- 0,08362 
- 0,22998 

- 1,97266 

- 32,0565 

- 0,71874 

- 8,19340 

-259,Ooo 
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Fig. 15. Stroomlijnprofiel; de schuifspanning langs den omtrek. __ geemeten. - - - brrekenrl, zonder eorrectie voor de pekromde nliddellijn. 0 0 0 berekend, met eorrectie vnor de pkrornde  
middellijn. 

TABEL VII. Vmeenvoudigde be re ken in^ strooml<jnprofiel. Voor de halfcirkelvormige doorsnede (zie punt 10) 

Y 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
U 
9 
10 
11 
12 

Resultemend; waarde 

0 p 1 os s i n g 
punt 11 

-n,aio 
-0,372 
-0,416 
-0,446 
4 , 4 5 9  
4 , 4 5 1  
4,451 

' 4 , 4 3 6  
-0,406 
---0,384 
-0,348 
4,303 
-4,254 

- .~ 
uan z. 

Benadering 
punt 12s 

-6,701 
4 , 8 4 2  
- n , a  
4 , 4 5 2  
-n ,m 
4 , 4 5 2  
4 , 4 5 2  
4 , 4 3 5  
- n , m  
4 , 3 7 4  
-0,322 

n 
-0,217 

volgt nit (32) T~~~ = 2,65 %. De methode volgens punt 
TI 

IM 
5-a 

8 en 9 geeft 2,80 -m, terwijl de exacte uitkomst is 

M W  2,87 -. 
rz 

Voor de doorsnede van het stroomlijnprofiel zijn de 
schuifspanningen volgens (82) gegeven in tabel VI11 naast 
de meer nauwkeurige waarden volgens punt 11. 

TABEI. VIII. Benadering slroomlijnprofiel punt 12b. 

' Holle kant T / M ,  ~ Bolle kant TIM, 
~~ ~~ ' 1 punt 11 1 punt 12b 1 punt 11 I punt 12b 

te verwasrloozen. De sohuifspanning 7% wordt dan ge- 

C 
vonden uit: r2 = 2 (a - b) Gk - 

De waarde van c volgt uit: M ,  = GcI,, waarin I, bepaald 
wordt volgens (31). 
De schuifspanning bedraagt dns: 

n 

Voor de reehthoekjge doorsnede (fig. 5)  gaat (32) over in: 

k V  
%f?l'Wi.jl I, = 4,s __ ka + P 
In tsbel I zijn de op deze wijze gevonden waarden voor 
.cbuiP&ng en torsi-&id gegeven naast de exade 
warden vo@m (21) en (82). 

13. Notatles. 
a, b: s-ooordinaten van den omtrek van de doorsneden 

(functies van y) 
g, h, z: functies van y 
m,, m,: richtingscoefficienten 

p: overdruk van het zeepvlies 
5 oppervlaktespanning van het zeepvlies 
w: torsiefunctie of ordinaat van het zeepvlies 

a, y: Cartesische coiirdinaten in het vlak van de door- 
snede 

G: gliidingsmodulus 
GI,: torsiestijfheid 
M,: wringeud moment 

T=, rY: achuiPspanningaoomponenten loodrec*ht lip de X- 
re+ Y-as. 

c: speeifieke hoekverdraaiing. 



De index h heeft hetrekking op de hoinogene vergelij- 

De index nh lieeft betrekking op de niet-homogene ver- 

Afgeleidm naar y worden aangegeven door accenten. 

king. 

gelijkinp. 

14. Overzicht. 

De ontwikkelde benaderingsmethode voor het bepalen 
van de torsiestijfheid en de schuifspanningen bij zuivere 
wringing van enkelvoudig samenhangende doorsneden 
van langwerpigen vorm, sluit zich aan bij de vwrstelling 
omtrent de oplossing, die verkregen wordt door middel 
van de zeepvliesanalogie. Uit deze voorstelling blijkt de 
aanvaardbaarheid van de aanname, dat doorsneden over 
het zeepvlies loodrecht op de lengterichting van de door- 
snede den vorm hebben van een parabool met verticale as. 
De differentiaalvergelijking van de zeepvlieshoogte langs 
de middellijn van de doorsnede wordt gegeven door ver- 
gelijking (9) en zijn randvoorwaarden door (10) (12) en (13). 

De onder deze aanname gevonden resultaten zijn zoo- 
danig, dat de torsiestijfheid slechts een verwaarloosbare 
fout vertoont, terwijl de grootste schuifspanningen alleen 
voor doorsneden met sterk gekromde middellijn grootere 
fouten vertoonen. Voor dergelijke gevallen, waar een 
onsymmetrische doorsnede van het zeepvlies moet worden 
verwacht, is in punt 9 een correctiemethode aangegeven, 
die in de punten 10 en 11 in een tweetal voorbeelden is 
toegepast. Het blijkt, dat de gevonden correctie de af- 
wijkingen goed weergeeft. Alleen bij sterke kromniing 
van de middellijn van het profiel is de correctie quantitatief 
van belang, zoodat in de practijk meestal volstaan kan 
worden met een scbatting der onqmmetrie, die eenigszins 
aan den veiligen kant aordt  gehouden. 

De met de benaderingsmethode gevonden resultaten zijn, 
waar mogelijk, met de exacte uitkomsten vergeleken 
(punten 7 en 10, tabel I), wasrbij in het elgemeen g d e  
overeenstemming bleek te bestaan. Voor enkele der in 
punt 7 besproken gevallen is de methode exact (cirkel, 
ellips, gelijkzijdige driehoek). 

Voor het geval van een schroefbladdoorsnede (punt 11, 
fig. 11) konden de resultaten der berekening met metings- 
resultaten worden vergeleken. De overeenstemming hleek 
7&r goed te zijn (fig. 15, tabel VI). 

V w r  gevallen, waarin geen groote nauwkeurigheid 
wordt vereischt, worden in punt 12 methndes aangegeven, 
die op de ontwikkelde benaderingsmethode zijn gebaseerd, 
doch die sneller tot een resnltaat voeren omtrent de grootte 
der maximale spanning. 
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RAPPORT A 635. 

Grafiek voor het bepalen van de krirische snelheid van een 
door een vliegtuig gesleept lichaam. 

U i t t r e ks el. 

Het in rapport A 367 1) afgeleide verband tusschen de kritische snelheid van het gesleepte lichaam 
en zijn eigenschappen wordt in grafiekvorm gegeven (fig. 1, 2 ) .  Hiertoe worden de door (37) gedefi- 
nieerde variabelen x, y, z ingevoerd, waardoor de formules (34) tim (36) voor het berekenen van de kriti- 
sche snelheid overgaan in (39) .  

RAPPORT A 635. 

Abaque pour dhterminer la vitesse critique d’un corps 
remorquh par un avion. 

R 6 s u m  E. 

La relation entre les proprietes du corps remorque et sa vitesse critique, qui a 6te etablie dans le 
rapport A 367 z ) ,  est donnee sous la forme d u n  abaque (fig. 1, 2 ) .  A cet effet les variables x. y, Z. definies 
par (37) .  sont introduites. Ainsi les formules (34) a (36) pour la vitesse critique se transfoment en (39) .  

REPORT A 635. 

Diagram for the determination of the critical velocity 
of a body towed by an aeroplane. 

summary. 

The relation between the critical velocity of the body and its properties, obtained in report A 367 3 ) .  
is given here in a graphical form (fig. 1, 2) .  For this the variables x, y, z ,  defined by (37) ,  are introduced. 
so that the expressions (34) to (36) for the calculation of the critical velocity change into (39) .  

BERICHT A 635. 

Diagramm zur Bestimmung der kritischen Geschwindigkeit eines Korpers, 
der vom Flugzeug geschleppt wird. 

zwammenfassung. 

Die in Bericht A 367 4 )  hergeleitete Beziehung zwischen der kritischen Geschwindigkeit des ge- 
schleppten Kiirpers und seinen Eigenschaften wird hier in der Form eines Diagramms gegeben (Fig. 1.2). 
Dazu werden die von (37) definierten Variabelen X. y. z eingefuhrt, wobei die Formeln (34) bis (36) zur 
Berechnung der kritischen Geschwindigkeit iibergehen in (39 ) .  

1) 

%) 

*) 

4) 

De kritische snelheid van een lichaam. dat daor een vliegtuig aan een kabel gesieept wordt. 
Verslagen en Verhandelingen RSL, Dee1 VI1 (1934), blz. 128. 
La vitesse critique d’un corps remorquC par un avion. 
Verslagen en Verhandelingen RSL, Tome VI1 (1934), p. 125. 
The critical velocity of a body towed by an aeroplane. 
Verslagen en Verhandelingen RSL, Vol. VI1 (1934). P. 126. 
Die kritische Geschwindigkeit eines Karpers. der vom Flugzeug geschleppt w i d  
Verslagen en Verhandelingen RSL, Bnd. VI1 (1934). S. 127. 



RAPPORT A 635. 
Nationaal Luchtvaartiaboratorium, Amsterdam. 

Grafiek voor het bepalen van de kritische snelheid 
van een door een vliegtuig gesleept lichaam 

door 

Ir. C. KONING. 

0 v e r  zic h t. 
Een grafiek wordt besproken. die een overzichtelijk beeld geeft van de wijre. waarop de verschillende 
factoren de kritische snelheid beinvloeden en tevens kan dienen om globale waarden van deze snelheid te hepalen. 

I n  d e e l  i n  g. 
1 .  Inleiding. 2. De kritische snelheid. 3. lnvoeren van nieuwe variabelen. 4. Beschrijving van de grafiek 

5. Gebruik van de grafiek. 6. Bijzonderheden. 

1. Inleiding. 

In rapport A 367 5 )  is een methode ontwikkeld voor het berekenen van de  kritische snelheid van 
een lichaam, dat door een vliegtuig aan een kabel gtsleept wordt. Deze ,,kritische snelheid” is de boven- 
grens van het gebied van snelheden. waarbij zeker geen onstabide slingeringen zullen optreden. 

Uit de gegeven formules kan echter de invloed van de verschillende grootheden, waarvan de kriti- 
sche snelheid afhangt, niet op eenvoudige wijze worden afgelezen. Om aan dit bezwaar tegemoet te komen 
en tevens een hulpmiddel te scheppen voor het op eenvoudige wijze bepalen van globale waarden voor de 
kritische snelheid, werd een grafiek ontwikkeld. Deze geeft het verband tusschen drie variabelen, die alle in 
de  berekening voorkomende grootheden benevens de kritische snelheid omvatten. 

Eenige bijzonderheden van algemeenen aard, die bij het opstellen der grafiek aan het licht kwamen, 
worden in punt 6 besproken. 

De nummering der formules in het onderstaande sluit aan bij die in rapport A 367, formules met 
een nummer lager dan 37 zijn uit genoemd rapport overgenomen. 

2. D e  krifische snelheid. 

In rapport A 367 wordt als absoluut stabiliteitskriterium gegeven: 

Ikd<1/pkD2 (30) 
Indien aan deze voorwaarde niet voldaan wordt, moet de kritische snelheid berekend worden uit: 

v;.- 2m!2 Q91k 
p kw 

De hier gebruikte notaties hebben de in rapper@ A 367 omschreven beteekenis. 

5 )  De kritische anelheid van een lichaam, dat door een vliegtuig aan een kabel gesleept wordt. 
Verslagen en Verhandelingen RSL. Dee1 VI1 (1934). blz. 128. 
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3. Inuoeren van nieuwe variabelen. 

Voert men de volgende nieuwe variabelen in: 

dan wordt het absolute stabiliteitskriterium: 

x >  4 (38)  

terwijl de formules voor het berekenen van de kritische snelheid in de  gevallen, waarin x < 4 is. worden: 

B k = - $ x + l 2 x  I - -  

Na eliminatie van q k  en B k  uit deze vergelijkingen verkrijgt men het verband tusschen x. y en z. 
Dit luidt: 

Hierin beteekent: 
f ( x ) = - + x + I 2 x  r 

Fig. 1. Verband tusschen y en z voor constante waarden van x 
(0.001 x 0.04). 

Voor beteekenis van x, y en z zie (37). 
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4. Beschrijving van de grafiek. 
1 Het door (39) gegeven verband tusschen ; en y is lineair en kan dus op eenvoudige wijze voor 

verschillende waarden van x grafisch worden voorgesteld. 
AIS voorbeeld hiervan geven de figuren 1 en 2 de grafieken voor 0 y =<; 2 en resp. 

0.001 0.04 en 0.04 < x .< 2. Voor de verschillende in de praktijk gebruikte lichamen loopen de 
waarden van-de coefficientenTin Lit bijzonder van x .  vrij veel uiteen. Dit maakte de splitsing in twee 
gebieden van x noodig, omdat anders de  afleesnauwkeudgheid onvoldoende werd. Voor x-waarden tus- 
schen 2 en 4 is geen grafiek gegeven, daar deze praktisch niet voorkomen. 

z 

x 

Fia. 2. Verband tusschen v en z voor cons.ante waarden van x - 
(004 s x 5 2 ) .  
Voor beteekenis van x. y en z zie (37) 

5. Gebruik van de grafiek. 

Hoewel de wijze van gebruik van de grafiek na het bovenstaande we1 duidelijk zal zijn, zal deze 
him nog in het kort aangegeven worden. 

Uit de aerodynamische coefficienten en het traagheidsmoment worden de grootheden x en y voor 
het beschouwde lichaam berekend (zie (37) ). Uit de  grafiek wordt de daarbij behoorendc waarde van 
1 - bepaald, waaruit z en met behulp van (37) de kritische snelheid Vk berekend wordt. 

2 2  
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Indien bij de bepaling van x blijkt, dat deze grooter dan 4 is. dan is het lichaam bij iedere sleepsnel- 

Moeten vrij veel berekeningen uitgevoerd worden, dan biedt het gebruik van een hulpgrafiek, die 
heid stabiel, zoodat de  berekening van de kritische snelheid achterwege kan blijven. 

1 het verband tusschen I en z geeft, voordeelen. 
2 -  

6. Bijzonderheden. 
1 

2 2  
Uit de figuur 2 blijkt, dat voor x = 2 -- steeds negatief is, welke waarde y ook bezit. Dit betee- 

kent, dat er dan geen kritische snelheid zal bestaan, m.a.w. dat voor x = 2 het gesleepte lichaam bij iedere 
sleepsnelheid stabiel zal zijn, onafhankelijk van de waarde van y. Dat deze uitkomst juist is, blijkt ook wan- 
neer men de  waarden van de wortels 1 van vergelijking (28) voor dit geval bepaalt. Deze blijken te zijn: 

Hierin heeft B de in formule (20) gegeven waarde, waaruit volgt, dat B steeds positief doch kleiner 
dan 1 is. De onder den tweeden wortel voorkomende vorm is dus steeds negatief, zoodat voor x == 2 geen 
reeele A-waarden worden gevonden, hetgeen beteekent, dat het gesleepte lichaam bij iedere sleepsnelheid 
stabiel is. 

Uit de grafieken blijkt overigens, dat voor iedere aangenomen waarde van x, kleiner dan 2, steeds 

nul, en daarmede de kritische snelheid oneindig g r w t  gemaakt kan worden door passende keuze 1 
Z =  
van y. Bij grootere y-waarden bestaat dan we1 een kritische snelheid, bij kleinere daarentegen zal het 
lichaam bij alle snelheden stabiel zijn. 

I Voor waarden van x, kleiner dan 2, neemt -; af. dus de kritische snelheid toe, met grooter wor- 

dende x, dus b.v. met toenemende ku. 
Voor waarden van x tusschen 2 en 4 doet zich echter, zooals uit (39) afgeleid kan worden. het 

omgekeerde verschijnsel voor. De kritische snelheid wordt hier grooter met afnemende x, dus w k  met 
afnemenden dempingscoefficient. Bij de tot nu toe in de  praktijk voorkomende gevallen was x steeds veel 
kleiner dan 2. Indien echter gevallen voorkomen, waarbij de waarde van x boven 2 ligt. is het noodig aan de  
hier genoemde eigenschap aandacht te besteden. teneinde te vwrkomen, dat men wijzigingen aan het 
lichaam aanbrengt, die de kritische snelheid verlagen inplaats van verhoogen. 

- 

Z 
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RAPPORT V 737. 
De invloed van de bewegelijkheid van vloeistoffen in de tanks van een vliegtuig op 

de stuurstandslijnen van de hoogtebesturing. 

Uittreksel. 

Wanneer  de vloeistoftanks van een vliegtuig slechts gedeeltelijk gevuld zijn, zal een verandering 
van den standhoek (langshefling ) van een vliegtuig een verplaatsing van het zwaartepunt tengevolge 
hebben. Deze zwaartepuntsverplaatsing kan, afhankelijk van de grootte. den vorm en het aantal 
vloeistoftanks. een soms niet te verwaarloozen invloed op de stuurstandslijnen van de hoogtebesturing. 
die een criterium vormen voor d e  statische langsstabiliteit, uitoefenen. 

In dit rapport wordt een methode ter bepaling van dezen invloed gegeven en met een voorbeeld 
toegelicht. 

RAPPORT V 737. 

de position du gouvernail de profondeur. 

Sommaire. 

L‘influence de la mobilith de la liquide dans les rkervoirs d’un avion sur les courbes 

Quand les reservoirs d’un avion ne sont remplis que partiellement. un changement de 
l’inclinaison longitudinale de l’avion effectuera un deplacement du centre de gravite. 

L’influence de ce deplacement du centre de gravite sur  les courbes de position du gouvernail 
de profondeur, qui forment un criterium pour la stabilite longitudinale statique. depend des dimensions, 
d e  la forme et  du nombre des reservoirs: une consideration numerique etablit qu’il sera parfois 
necessaire de mettre cette influence en ligne de compte. 

Ce rapport contient une description d’une methode de calculation de l’influence susdite. 
eclaircie par un exemple. 

REPORT V 737. 

The influence of the mobility of the liquid in the liquid-containers of an airplane 
on the elevator curves. 

Summary. 

W h e n  liquid-containers of an airplane are only partially filled, a change of the .angle of pitch 
of the airplane will cause a displacement of the centre of gravity. 

T h e  influence of this displacement of the centre of gravity on the elevator curves, which form 
a criterion of the longitudinal static stability depends on the dimensions, the shape and the number 
of the tanks. A numerical computation shows that this influence cannot always be neglected. 

This report contains a description of a method of determining the above mentioned influence, 
with an  explanatory example. 

BERICHT V 737. 

Der Einflusz der Beweglichkeit von Fliissigkeiten in den Fliissigkeitsbehaitern auf 
die Steuerstands-Kurven der Hohensteuerung. 

Auszug. 

W e n n  die Flussigkeitsbehalter eines Flugzeuges nur teilweise gefiillt sind, wird eine Aenderung 
der Langsneigung eine Verschiebung des Schwerpunktes herbeifiihren. 

Der Einflusz dieser Verschiebung’ des Schwerpunktes auf die Steuerstandskurven der Hohen- 
steuerung, die ein Kriterium fur die statische Langsstabilitat bilden, ist von Grosse, Form und Zahl  
der Behalter abhangig : eine numerische Ueberlegung zeigt. dass man diesen Einflusz nicht immer 
vernachlassigen darf. 

In dieser Abhandlung wird ein Verfahren zur Bestimmung dieses Einfluszes ausgearbeitet und 
mit einem Beispiel erlautert. 



RAPPORT V 737. 
(Herziene uitgave, Juni 1939) 

Nationaal Luchtvaartlaboratorium, Amsterdam. 

De invloed van de bewegelijkheid van vloeistoffen in de 
tanks van een vliegtuig op de stuurstandslijnen van de 

hoogtebesturing. 

door 

Dr. Ir. H. J. VAN DER MAAS en Ir. A. J.  MARX. 

I n d  e e l  i n  g. 

Inleiding. Nataties. Teekenregels. Beschouwing. Bepaling van m. Voorbeeld. 

Inleiding. 

lndien bij een vliegtuig de vloeistoftanks niet geheel gevuld zijn, zal bij veranderingen van de  
langshelling het zwaartepunt van de  vloeistof. en daarmede het zwaartepunt van het vliegtuig. zich 
verplaatsen. Deze zwaartepuntsverpiaatsingen beinvloeden 0.a. de  stuurstandslijnen van de  hoogte- 
besturing ' ) . In dit rapport zal worden aangegeven hoe de  stuurstandslijnen. behoorend bij gedeeltelijk 
gevulde vloeistoftanks, kunnen worden afgeleid uit de  stuurstandslijnen voor geheel gevulde tanks. 

De hierhij gevolgde methode kan alsvolgt beschreven worden : 
Aangenomen wordt dat  de  stuurstandslijnen voor 2 verschillende uaste zwaartepuntsliggingen 

(dus bij geheel gevulde vloeistoftanks) door metingen bepaald zijn. Ook het verband tusschen stand- 
hoek en stuwsnelheid voor de  motorafregeling waarvoor de  stuurstandslijn geldt, wordt geacht 
bekend te zijn. 

Nu  denkt men zich d e  vloeistof in de  gedeeltelijk gevulde tanks bevroren in den toestand, die 
bij een bepaalde langshelling 0, optreedt. De index o zal steeds op dezen uitgangstoestand duiden. 

De stuurstandslijn voor de  zwaartepuntsligging die bij de  bovenbedoelde bevroren vloeistofvorm 
optreedt, kan door berekenmg worden afgeleid uit de  beide bekende stuurstandslijnen ") , waaruit 
ook de hoogteroercoefficient k als functie van de  snelheid kan worden bepaald. 

Nu treedt in werkelijkheid bij iedere afwijking van den uitgangstoestand een zwaartepunts- 
verplaatsing op, zoodat het moment om een vaste dwarsas verandert, vergeleken bij het moment in 
den uitgangstoestand. Deze verandering kan op grond van het bekende verband tusschen langshelling 
en snelheid, en den bekenden vorm van d e  brandstoftanks, worden berekend. Een hernieuwd momenten- 
evenwicht eischt ter compensatie van deze verandering een (kleine) verstelling van het hoogteroer, 
die met de  bekende hoogteroercoefficient eveneens berekend kan worden. Door deze berekening wordt 
ook d e  gezochte stuurstandslijn, welke lijn door het momentenevenwicht vastgelegd wordt, bepaald. 
De bewerking kan worden opgevat als een correctie op de  stuurstandslijn behoorende bij den 
uitgangstoestand. 

' ) De stuurstandslijnen van de hoogtebesturing geven het verhand tusschen de hoogteroerhoek en de vliegsnelheid 
in statipnnaire vlucht en bij e n  bepaa'de motorafregeling. Zij worden bepaald door bet momentenevenwicht om de dwarsas. 

H u n  heteekenis voor de beoordeeling der statische langsstabiliteit van het vliegtuig wordt behandeld in Dee1 V 
van de Verslagen en Verhandelingen van den Rijks Studiedienst voor de Luchtvaar!. 

*) Voor de methoden volgcns welke deze berekening geschieden kan, worit verwezen naar de onder I )  genoemde 
verhandeling. 
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Het totaal gewicht in den toestand. waarhij de  beide stuurstandslijnen hehooren waarvan d e  
herekening uitgaat. moet gelijk zijn aan het gewicht da t  bij de  gedeeltelijk gevulde tanks optreedt, 
daar in dit rapport de  invloed van gewichtsveranderingen, hij vaste zwaartepuntsligging, op  de  
stuurstandslijnen huiten beschouwing gelaten wordt. 

Notaties. 

0 = langshelling (hoek tusschen vleugelkoorde en horizontaal), 
cm = momentencoefficient van het vliegtuig zonder horizontale staartvlakken, 
cmS = momentencoefficient van de  horizontale staartvlakken bij verstard gedachte vloeistof, 
c’mr = momentencoefficient van d e  horizontale staartvlakken hij vrij vloeistofoppervlak, 
q = stuwdruk, 

vleugeloppervlak, ‘z koorde, 
V = vloeistofvolume, 
y 
m = metacenterhoogte. 
w = horizontale component van d e  verplaatsing van het vloeistofzwaartepunt bij een verandering 

I = traagheidsmoment van het vloeistofoppervlak t.0.v. de  lijn door het zwaartepunt van den vloeistof- 

f l  = hoek tusschen hoogteroer en stabilo bij verstarde vloeistof, 
B ’ =  , t  ,* ,. ?, ,, ,, bewegelijke vloeistof met vrij oppervlak, 
a, = invalshoek van de  strooming aan het stabilo, 
k = hoogteroercoefficient, 
f = oppervlak van de  horizontale staartvlakken, 
1 = horizontale afstand van het hart van de  roeras tot het zwaartepunt van het vliegtuig. 

Terkenregels. 

0 is positief in stijgstanden, 
W ,. ,, bij zwaartepuntsverplaatsingen naar achter, 
8. B’ zijn ,, ,, roeruitslagen naar beneden, 
momenten ,, ,, wanneer zij staartlastig zijn. 

Beschouwing. 

= soortelijk gewicht van de  vloeistof, 

van de  langshelling. 

spiegel, loodrecht op het synimetrievlak van het vliegtuig, 

Het  momentenevenwicht om de  dwarsas eischt dat  in den uitgangstoestand : 

cmo + qo . F t  +c,,, . q, . F t  = 0 

waarbij dus ondersteld is, dat  de  momentencoefficienten de  momenten t.0.v. het zwaartepunt van het 
vliegtuig geven, en dat  zij door deeling door vleugeloppervlak x vleugelkoorde dimensieloos gemaakt 
zijn. Gaat  men van den door de  index o gekarakteriseerden stationnairen toestand over naar  een 
anderen statonnairen toestand 1. dan geldt wanneer de  vloeistof in de  tanks als star beschouwd wordt : 

c m L  . ql . F t f c , , , ,  . qi . F t  = O  ( 1 )  

D e  bij de  toestanden o en 1 optredende langshellingen zijn resp. 0, en (-IL. Wanneer  de  vloeistof 
echter niet verstard is, zal het vloeistofniveau zich tengevolge van de langshellingverandering @,-&I 
wijzigen, waarbij het vloeistofzwaartepunt zich zal verplaatsen. Dientengevolge treedt een extra moment 
op van de  grootte yVw, zoodat wanneer een vrij vloeistofoppervlak aanwezig is geldt : 

Cm1 ’ 91 . F t  + c’ms, . q1 . F t f y V w = O  ( l a )  

Nu kan in het algemeen voor de  coefficient cms geschreven worden : 
f l  

cms = -c2 ( a 3 + c $ )  - 
‘ Ft 

waarin ci en c2 bij henadering constant en positief zijn. 
In het gegeven geval is a, constant, zoodat invulling in ( 2 )  het navolgende resultaat geef t :  
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of, volgens fig. 1 daar  
C ~ C P  = k : 

Hierin is dp de  
door de  verpiaatsing van 
het zwaartepunt van de 
vloeistof noodzakelijk ge- 
worden verandering van 
den roerhoek,' en m de 
ware metacenterhoogte. 

Deze vergelijking 
stelt ons in staat, de  
stuurstandslijn voor een 
toestand, waarin een vrij 
bewegeliJk vloeistof-op- 
pervlak optreedt af te 
leiden uit een .,normale" 
stuurstandslijn behoorend 
bij een toestand met onbewegelijke vloeistofoppervlakken. Het gewicht en de zwaartepuntsligging 
waarbij deze laatste stuurstandslijn behoort dienen echter overeen te komen met gewicht en zwaarte- 
puntsligging in een uitgangstoestand met langshelliing 8, met vrij vloeistofoppervlak. 

Fig. 1. De verplaatsing van het rwaar.epunt van de vloeistof in een gedeeltelijk gevulde 
tank bij een verandering van de helling van het v.ieytuig. 

Bepaling van m. 

Het punt M in fig. 1, waar de werklijnen van het vloeistofgewicht bij twee verschillende hellingen 
van de  tank elkaar snijden. wordt metacenter genoemd. 

De afstand m = M F,, waarbij Fo het zwaartepunt van de vloeistof in een door de index o 
te karakteriseeren uitgangstoestand is, is de  metacenterhoogte. 

In het algemeen verplaatst het punt M zich bij veranderingen van de  helling. Maakt men den 
hoek 8 gemeten t.0.v. den uitgangstoestand nu steeds kleiner. dan nadert M tot een bepaalde 
limiet M,. Men noemt M, het .,ware metacenter" en mo = MoFo de  ,,ware metacenterhoogte" 
behoorend bij de  toestand 0. 

De meetkundige plaats der ware metacenters voor verschillende langshellingen is de metacenter- 
kromme. 

Volgens een bekende stelling uit de hydrostatica geldt : 

I O  

= v ( 3 )  

waarin Io het traagheidsmoment is - voor den uitgangstoestand - van de  vloeistofopperviakte t.0.v. 
de  lijn door het zwaartepunt van de vloeistofspiegel loodrecht op het symmetrievlak van het vliegtuig. 

Voor eenige veel voorkomende tankvormen kan de waarde van m voor eindige waarden van 
8,- 0, uit de waarde van m, berekend worden. 

a. Rechte cylindrische tank met cirkelvormige doorsnede en de as  loodrecht op het symmetrievlak. 
Vanzelfsprekend is hierbij steeds, onafhankelijk van de  hoeveelheid vloeistof : 

' 

( 4 )  m = mo 

b. Rechthoekige tank met hoeklijnen even- 
wijdig aan en loodrecht op het symmetrievlak (fig. 2 ) .  

Deze formule geldt slechts zoolang het vloei- 
stof niveau de  ribben A of B niet bereikt. 

c. Rechte cylindrische tank met elliptische 
of cylindrische doorsnede, waarvan de  as  even- 
wijdig aan het symmetrievlak verloopt en de  eind- 
vlakken platte of nagenoeg platte vlakken zijn 
(fig. 3). Fig. 2. Zwaartepuntsverplaatsing bij rechthoekige tanks. 

(4b) 2 m = m o (  1 +- 
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Ook deze formule geldt alleen zoolang het 
vloeistofniveau niet verder komt dan Pen der 
punten A of B. 

Bereikt de  vloeistof voor de gevallen onder 
b e n . c  genoemd we1 de hoekpunten van de tank, 
dan zijn de  formules ( 4 )  niet meer geldig, zij 

geval is, en ook wanneer de tanks niet de hiervoor 
aangegeven eenvoudige vormen hebben, moet m.  
vaak voor iedere helling apart. door berekening 
worden bepaald. Hiervoor dient vanzelfsprekend 
de vorm van de tank en de stand t.0.v. devleugel- 
koorde nauwkeurig bekend te zijn. 

leveren dan te groote uitkomsten. Wanneer dit het .- -. 

Bij aanwezigheid van meerdere tanks, a, b, 
c, etc.. wordt de  waarde van m : Fig. 3. Z~aartepuntsverplaatsing bij cylindrische tanks. 

may V, + mb y V h  + ........ : _.__-..~__-__- 
y v, + y VI, + ........ (7) 

De invloed van een bepaald vloeistofvolume wordt kleiner wanneer de  tanks door schotten in 
kleinere afdeelingen worden verdeeld. 

Voorbeeld. 

Het hieronder volgende voorbeeld heeft betrekking op een willekeurig vliegtuig. uitgerust met 
4 brandstoftanks van normale afmetingen en is dus geensziiis een illustratie van een extreem geval. 

De stuurstandslijn voor een zwaartepuntsligging van 28.8% van de grootste koorde wordt 
aangenomen bepaald te zijn bij geheel gevulde tanks, dus bij vaste vloeistofoppervlakken. Aangenomen 
is verder, dat  bij den hellinghoek 0, = 0,6" (V, = 2765 km/h) met half gevulde tanks de zwaarte- 
puntsligging eveneens 28,8% bedraagt en de  vloeistofspiegel juist evenwijdig aan de as van de  tanks 
is gericht (zie fig. 3). 

De 4 tanks zijn cylindrisch en de 
assen loopen evenwijdig aan het sym- 
metrievlak van het vliegtuig (formule 4b) .  
De tanks zijn alle van gelijke grootte. 
zoodat voor m de  voor 1 tank geldende 
waarde kan worden aangenomen. Het 
grootste hoekverschil bedraagt 14.4". Er 
bestaat geen gevaar, dat  de  vloeistof de 
hoekpunten van de  tank zal bereiken. 

De berekening van de stuurstands- 
lijii voor dezen toestand is uitgevoerd 
in tabel I en het resultaat is in fig. 4 
aangegeven. Men ziet. dat  de invloed 
in dit geval gering is. De stuurstands- 
lijn verdraait iets in onstabielen zin. 

IW tlD wo a& Vf - &h 

Fig. 4. Stuurstandslijnen bij geheel en Eij gedeeltelijk gevulde 
benzinetanks. 
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TABEL 1 

Aantal tanks : 4 (cylindrisch). 
Afmetingen per tank : 
Stand tanks : 
Hoeveelheid vloeistof per tank: 

1 I, = - . 1,533 . 0,834 = 0,25 m4 12 

Diam. = 0,834 m: Lengte = 1.53 m, 
As evenwijdig aan symmetrievlak, 
0.42 m3 (half gevuld), 

105 
114 
122 
1325 
14Z5 
1575 
176 
20ZG 
231 
2605 
2765 

0.25 
m - ~~ = 0.59 m 

- 0,42 

+ 14,4 + 13,5 + 1 2 2  + 11,O + 9.9 + 8,8 + 7.4 + 6.2 + 3.6 + 1,4 + 0,6 

yV = 4 . 0.42 . 0.77 . 101 = 1290 kg 

f l  = 336 m3 

+ 13.8 + 12,9 + 11,6 + 10.4 + 9,3 + 8.2 + 6.8 + 5.6 + 3.0 + 0,8 
0 

0,032 53 
0,038 63 
0,040 72 
0,034 84 
0,031 98 
0,027 119 
0,026 149 
0,023 197 
0,017 256 
0,016 328 

- 
B 

lemeter 

graden 

+ 1,7 + 2,25 + 3 , O  + 3.9 + 4.1 + 4,1 + 4.1 + 4.1 + 4.1 + 4,1 + 4,l  

- 
'v 

graden 

+ 0.33 + 0.21 + 0,16 + 0.14 + 0.12 + 0.10 + 0,07 + 0.05 + 0.03 
0 
0 

B' 

graden 

+ 2,03 + 2.46 + 3.16 + 4,04 + 4 2 2  + 4,20 + 4,17 + 4.15 + 4.13 + 4,1 + 4.1 

!z- 
I) N.B. De in deze tahel opgenomen snelheid V, is de sfuwsnelheid van het vliegtuig, d.w.2.: Vq - -q, 

eo 
waarin eo de luchtdichtheid op 0 m hoogte in de standaardatmosfeer is. 
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RAPPORT V 1 1 6 5 .  
De ijking van stuwdruksnelheidsmeters van vliegtuigen en de herleiding hunner 

aanwijzing naar werkelijke snelheid. 
Sam e n v  a t t i n g. 

Daar d e  stuwdruk in een stationnaire vlucht niet uitsluitend van de vliegsnelheid afhangt, kan 
de schaal van een als snelheidsmeter uitgevoerde stuwdrukmeter niet 266 ingericht worden. dat  hij 
steeds d e  werkelijke vliegsnelheid t.0.v. de omringende lucht aanwijst. In deze verhandeling wordt 
nagegaan hoe de werkelijke snelheid uit de snelheidsmeteraanwijzing afgeleid kan worden onder 
inachtname van de samendrukbaarheid van de lucht. Om deze herleiding te kunnen uitvoeren moeten 
bovendien de statische druk en de temperatuur van de omringende lucht bekend zijn. 

Fig. 4 bevat het resultaat dezer beschouwing in voor geregelde praktische toepassing geschikten 
vorm, en in de onderstelling dat de schaalindeeling van den snelheidsmeter zoodanig is d a t  zij, wanneer 
gevlogen wordt in lucht van 760 mm Hg druk en een temperatuur van 1 5 O  C. (dit  zijn d e  op nul 
meter hoogte in d e  standaardatmosfeer optredende omstandigheden), afgezien van meetfouten. de 
werkelijke vliegsnelheid aanwijst. 

Een analoge uitwerking wordt in fig. 5 gegeven. voor het geval dat d e  schaal van den 

snelheidsmeter de tegenwoordig minder gebruikelijke indeeling vertoont, die uit de formule V,' = 

volgt. De snelheid die uit deze formule volgt heeft alleen dan een directe beteekenis, wanneer zij zoo 
klein is dat de invloed van de samendrukbaarheid van de lucht te verwaarloozen is. 

RAPPORT V I 165 .  
L'italonnement des indicateurs de vitesse des avions et la riduction de leur 

indication i la vitesse rielie. 
R 6 s u m  6. 

V u  que la pression dynamique en vol stationnaire ne depend pas exclusivement de la vitesse 
d e  vol, il est impossible de diviser l'echelle d'un indicateur de pression dynamique, utilise comme 
indicateur de vitesse, tellement que l'indication soit toujours conforme a la vitesse rkelle. 

Dans cet essai on montre comment la vitesse reelle est deduite de la vitesse indiquee. tenant 
compte d e  la compressibilite de l'air. Pour effectuer la derivation il est necessaire qu'en ofitre la 
pression statique et la temperature soient connues. 

Le resultat des calculations est resume dans la fig. 4 dans une forme appropriee a I'application 
pratique, et valable pour les indicateurs de vitesse dont l'echelle est divise tellement que I'indication- 
sauf les erreurs instrumentales- est celle de la vitesse reelle quand la pression statique de I'air est 
760 mm Hg et la temperature 150 C. (c.8.d. dans les conditions de l'atmosphere-type a I'altitude zero). 

Les resultats d'une calculation analogue sont resumes dans la figure 5 pour le cas moins usuel 

que I'echelle de I'indicateur de vitesse est basee sur la formule V,' = @. La vitesse trouvee par 
cette formule a seulement une signification directe quand elle est tellement petite que les effects d e  
la compressibilite d e  l'air sont negligeables. 

e. 

REPORT V I 165 .  
The calibration of airspeed indicators for airplanes and the reduction of their 

indication to real airspeed. 
S u m m a r y .  

As the impact pressure in a stationary flight does not depend exclusively on the airspeed. 
the scale of an  airspeed-indicator measuring impact-pressure cannot be divided in such a way that 
the instrument always indicates real airspeeds. In this report the derivation of real airspeed from 
indicated airspeed has been studied, taking into account the effects of the compressibility of the air. 
For this derivation static pressure and temperature must moreover be known. 

Fig. 4 presents the results of these calculations in a form suitable for practical application. and 
for airspeed indicators with a scale-division giving real airspeeds (safe instrumental errors) if the 
static pressure of the air is 760 mm Hg and the temperature 15" C. (Conditions on zero altitude 
in standard atmosphere). 

In fig. 5 analogous results have been given for the now less usual case, that the scale division 

of the airspeed indicator is based on the formula Va' = ] I G .  ' - The speed following from this formula 

has only a direct significance when so small that the compressibility effects may be neglected. 
e o  
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BERICHT V I 165. 
Die Eichung von Staudruckgeschwindigkeitsmessern fur  Flugzeuge und die 

Reduktion ibrer Anzeige zur wirklichen Geschwindigkeit. 

Z u s a m m e n f a s s u n g .  

Weil  der Staudruck im stationnarm Flug nicht ausschlieszlich von der Fluggeschwindigkeit 
abhangt, kann die Skala von einem als Geschwindigkeitsmesser ausgefuhrten Staudruckmesser nicht 
so eingeteilt werden, dasz immer die wirkliche Geschwindigkeit brzuglich der Luft angezeigt wird. In 
dieser Abhandlung sol1 gezeigt werden. wie die wirkliche Geschwindigkeit aus der Anzeige des 
Geschwindigkeitsmessers abgeleitet werden kann wenn auch auf die Zusammendruckbarkeit der  Luft 
Riicksicht genommen wird. Um diese Umrechnung ausfuhren zu konnen, miissen auch der statische 
Druck und die Temperatur bekannt sein. 

Fig. 4 enthalt das Ergebnis dieser Rechnung in gebrauchsfertiger Form, unter die Voraus- 
setzung dasz die Skalaeinteilung des Geschwindigkeitsmessers derart  ausgefuhrt worden ist. dasz in 
Luft von 760 mm H g  Druck und 15" C. Temperatur (das  sind die in 0 m Hohe in der Norm- 
atmosphare auftretende Umstande) - von instrumentelle Fehlern abgesehen - genau um die wirkliche 
Geschwindigkeit angezeigt wird. 

Eine ahnliche Ableitung wird in Fig. 5 gegeben fur den gegenwartig wenig gebrauchlichen 

Fall. dasz die Skala des Geschwindigkeitsmessers festgelegt wird durch die Formel V,' = 1 1'. ,.o In 

diesem Fall hat die angezeigte Geschwindigkeit nur eine direkte Bedeutung, wenn sie so klein ist, 
dasz der Einflusz der  Zusammendruckbarkeit der  Luft vernachlassigt werden darf. 
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I n  h o u d .  
1 .  Inleiding. 2. Algemeene beschouwingcn. 21. Grondformules. 22. Reeksontwikkelingen. 23. Gralieken 
voor V en q. 3. De schaalindecling van vliegtuigsnelheidsmeters en herleiding der aanwijzingen. 31. Schaal- 
indeeling van vliegtuigrnelheidsmeters. 32. Het verband tusschen den stuwdruk en de snelheidsmeteraanwijzing. 
33. De herleiding der aangewezen snelheid V, naar de werkelijke snelheid VW. 4. De definities van ,,=an- 

gewezen snelheid" en ,,stuwsnelheid". 

N o t  a t  i es. 
V = snelheid, 
9 = stuwdruk, 
e = luchtdichtheid. 
p = statische druk, 
0 = temperatuur in C. 
T = absolute temperatuur, 
v = soortelijk volume, 
R = -  = gasconstante. 

g = zwaartekrachtsversnelling. 
soort. warmte bij constanten druk 

k =  soort. warmte bij constant volume 
k-1 p =- 

k 
c = geluidssnelheid, 
H,= standaarddrukhoogte. 

~ _ _ ~ _  

Y Y  - 
Q ~ ,  po en T, zijn de waarden die e, p en T vertoonen op nul meter hoogte in de  standaardatmosfeer. 

D.w.2.: po = 760 mm Hg, eo = 0,125 __ , To = 2880 K. 

I. Inleiding. 

De snelheid van een vliegtuig wordt in den regel bepaald door meting van den stuwdruk. 
den statischen druk en d e  temperatuur. Uit deze metingen kan de  snelheid n.1. met behulp van door 
de  theorie der gasstroomingen geleverde formules worden afgeIeid. De nauwkeurigheid die op deze 
manier kan worden bereikt wordt beperkt door de  hier verder buiten beschouwing blijvende meet- 
nauwkeurigheid en door de beperkte geldigheid van d e  theorie. De door d e  laatste omstandigheid 
veroorzaakte fouten zijn slechts zeer klein, wanneer de  tamelijk gecompliceerde formules worden 
gebruikt, die de theorie voor samendrukbare middenstoffen levert. Verwaarloost men echter de  samen- 
drukbaarheid van de  lucht, dan verkrijgt men we1 eenvoudige, maar slechts bij benadering geldige 
formules. De benadering is goed roolang d e  vliegsnelheid klein is, wordt echter steeds slechter 
naarmate de snelheid toeneemt. Bij een snelheid van 300 km/h bedraagt de  fout b.v. ca. 3/4%, bij 
500 km/h ca. 2y0, hetgeen in vele gevallen onbevredigend is. Men is dan dus gedwongen, de 
herleiding op de eerstbedoelde meer ingewikkelde, doch practisch exacte formules te baseeren. Hier- 
voor kan, ter vermijding van tijdroovend rekenwerk. gedeeltelijk van grafieken gebrurk gemaakt worden. 
Zoowel de  formules als een nog niet elders gepubliceerde en speciaal voor geregelde praktische 
toepassing ontwikkelde gedeeltelijk grafische herleidingsmethode zullen in deze verhandeling mede- 
gedeeld worden. 

De schaal van d e  stuwdrukmeters. die in vliegtuigen gebruikt worden. is - ook ai hangt de 
snelheid mede van den statischen druk en van de  temperatuur af - steeds in snelheidsmaat uitgevoerd. 

kgsec? 
m4 
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Daarom moet, om de werkelijke snelheid uit de  aanwijzing te kunnen afleiden, ook bekend zijn hoe 
deze snelheidsschaal verkregen is. Tegenwoordig geschiedt dat  zoo, dat  gezorgd wordt dat  het 
instrument op nul meter hoogte in de  standaardatmosfeer (dus  voor CCn bepaald stel waarden van 
den statischen druk en d e  temperatuur), afgezien van meetfouten. exact de  werkelijke snelheid 
aanwijst. Vroeger echter werd de schaalverdeeling vaak gebaseerd op d e  benaderingsformules die 
voor niet-samendrukbare middenstoffen gelden. een methode die vooral bij hooge snelheden niet zoo 
geschikt is, daar de  aangewezen snelheid dan strikt genomen geen directe beteekenis heeft. In deze 
verhandeling wordt aangenomen dat de schaalindeeling van den snelheidsmeter volgens de  eerst 
bedoelde tegenwoordig gebruikelijke manier geschiedde, echter zal ook voor de  tweede, als verouderd 
te beschouwen'manier een correctiemethode voor de aanwijzing van het instrument opgenomen worden. l) 

2. Algemeene beschouwingen. 

21.. Grondformules. 

Wanneer  wordt aangenomen dat : 
a.  het medium de  eigenschappen bezit van een ideaal gas met gering warmtegeleidingsvermogen, 
b. de  strooming stationnair en rotatievrij is en de invloed van de  viscositeit van het medium 

verwaarloosd mag worden, 
dan geldt voor twee willekeurige punten van een horizontale stroombuis in een overigens willekeurig 
stroomingsveld de  wet van Bernoulli: 

1,s 

+ ( v 2 = - V 1 z ) + /  'dP - - 0  - 
. e  

en de gaswet 
PS 

pvk = const. 
Neemt men het punt 1 in de ongestoorde strooming en het punt 2 in een stuwpunt, d.i. een 

punt, waarin de stroomsnelheid nul is ( V ?  = 0) .  dan vindt men uit ( 1 )  en ( 2 )  na uitvoering der 

integratie en oplossing naar VI G V. de steeds te gebruiken afkorting -- = p invoerend : k-1 
L 

?r' Opgelost naar den stuwdruk q ( =  pz - P I ) ,  geeft di t :  , 

q = p[(g . u . vz+ 1 y ' -  11 (4 )  

Dit zijn de vrij gecompliceerde grondformules voor het verband tusschen de werkelijke snelheid V, 
den stuwdruk q, den statischen druk p en de dichtheid 0, waarop de snelheidsbepaling berusten moet. 

22. Reeksontwikkelingen. 

voor atmosferische lucht geldigen vorm 
De beide betrekkingen (3) en ( 4 )  kunnen in reeksen ontwikkeld worden. Deze luiden, in den 

k- 1 
k ( k = 1 , 4 ' )  : dusP=---O0,286) 

en 
3 V = ]'"l - 0,179%+ 0,0861 9 - .. . . . 

e P P2 

c4 

3 ( 6 )  
= * @ V z [ l  +6,22.10-4.--+1,55.10-7--;.+ VZ V' ....... 

T T 
~ 

In de  2e reeks is c = J k.gRT de  geluidsnelheid, en moeten de eenheden van het kg-m-sec stelsel 
gebruikt worden. 

I )  

2 )  

Om verwarring uit te sluiten zijn de betreffende deelen van deze verhandeling met een kleimr lettertype gedrukt. 
Dele  formule volgt direct uit de grondvergelijking : 

waarin ds een lengte-element van de stroombuis is. 

snelheidsmeters naar werkelijke snelheid met inachtname van de sarnendrukbaarheid M= de Up'. 
8 ,  Zie vmr de afleiding van deze reeksen N.L.L.-rapport V 1136 ,.De herlei- v*n & uani)dns ur)n#rrardruk- 

. 
*) Zie bet N.L.L.-rapport V 885 ,.Standaardwaarden". 
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het met bovenstaande formule _.  berekende verband 

V 
grafisch weer. Bepaalt men ~ - -  met behulp van V, 

o d  I I I I I I I ' I ' ' ' ' ' ' 1 
/ I I I l l l I l I l I 1 l I l I  I I 

l l l l l l l l l l l l l l l l l l l n  

deze grafiek uit de  metingen van q en p, dan is 
- v = V . f29 
e 

D e  bepaling van. e eischt bovendien een tempera- 
tuursmeting (T )  . 
d e  samendrukbaarheid van de  lucht verwaarloosd. 
mocht worden. 

dan is volgens ( 4 )  

Volgens ( 7 )  zou Vi = V zijn, wanneer o9 

Stelt men +eV2 = qi (9) 

_p - --2P~[jQ;? : p + l )  l / U  - 1 1  

qi eVZ 
T 
V- 9 2p =2gR,'), - hangt dus uitsluitend van - 

dus van--af.  

qi eV2 
V' 
T 

Fig. 2 geeft dit verband grafiscb weer. 0. 

9 Bepaalt men ~~- met deze grafiek uit de  snelheid 
qi 

en de temperatuur, dan is 
o,9 

q = p) . +evz 
qi 

I) Hier wordt de toestandsvergelijking van ideale gassen in den vorm p = gpRT gebntikt. 
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De bepaling van e eischt nu bovendien een drukmeting ( p ) .  Volgens ( 7 )  zou q, = q zijn 
wanneer d e  samendrukbaarheid van d e  lucht venvaarloosd mocht worden. 

BEPALING VAN DEN STUWDRUK q 
Fig. 2. UIT DE WERKELUKE S N E L H E I D  V,, 

DE T E M P E R A T U U R T  E N  DE D l C H T H E l D  p. 

P V.UGRAFIER. 

3. 

31. Schaalindeeling van vliegtuigsnelheidsmeters. 

De schaalindeeling van vliegtuigsnelheidsmeters en herleiding der aanwijzingen. 

Een vliegtuigsnelheidsmeter, aangesloten 
op een stuwbuis en een statische buis, is in 
beginsel een stuwdrukmeter voorzien van een 
snelheidsschaal. Daar echter het verband 
tusschen de  snelheid V en den stuwdruk q 
volgens (3)  en ( 4 )  bovendien van p en 0 ,  
dus van p en T afhangt. zal de  snelheids- 
meteraanwijzing all&&n voor bepaalde waarden 
van den (statischen j druk p en de  temperatuur 
T, gelijk kunnen zijn aan de werkelijke vlieg- 
snelheid V (waarvoor in dit hoofdstuk verder 
V, geschreven zal worden om duidelijk aan 
te  geven $at de  werkelijke snelheid wordt 
bedoeld). 

Zooals reeds in de  inleiding vermeld 
is, wordt de  schaal tegenwoordig 266 ingedeeld. 
dat  de  aanwijzing op nul meter hoogte in de  
standaard-atmosfeer. dus voor p = p., en 
T = To (dus  ook Q = eoj ,  met V, overeen- 
komt. Onder  hiervan afwijkende omstandig- 
heden zal V, door een herleiding uit de  aan- 
gewezen snelheid moeten worden afgeleid. 

32. He t  verband tusschen den stuwdruk en 
de snelheidsmeferaanwijzing. 

Het verband tusschen druk q en aan- 
gewezen snelheid V,. dat  de  schaalindeeling 
van snelheidsmeters bepaalt, luidt in verband 
met het onder 31 medegedeelde volgens (4) 

Fig. 3 geeft dit verband tusschen q en 
V, grafisch weer, terwijl tabel 1 hiervoor 
enkele getallen geeft. 

VERBAND TUSSCHEN' 

DE INSTRUNENTAAL GECORRIGEERDE MNWLRING 

Fig* 3.  VAN DEN SNELHEIDSMETER EN DEN STUWDRUK, 9. 

DE SCWAV VERDEELD LGE(IKTI I S  

&T IUACIITNAHE VAN DE SAHEN- 

VOORSNELHEID5nElERS. WAARVAN 

DE SCUAAL VERDEELD IGEVKTI IS 

INACHTNAHE VAN D E  

00 m ml Xa m 500 Em 7w 800 sw 
IHSTRvnENUAL G E C O W E I I M  A A N V " H G  

VAN DEN SMLWEIDSMETER IN hdh 
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Wanneer de schaalindeeling van den snelheidsmeter volgens de oudere methode onder verwaarloozing van de 
samendrukbaarheid van de lucht geschiedde. bestaat tusschen den stuwdruk en de aanwijzing de navolgende betrekkina : 

q = 4 eo Va’*  (11) 

welk verband in fig. 3 mede aangegeven is. Aan V,’ is ter voorkoming van verwarring een accent toegevoegd. 

drukbaarheid van de lucht verwaarloosd mag worden. 
Wanneer e =eo komt de aanwijzing dan met de werkelijke snelheid overeen, mits deze zoo klein is dat de samen- 

Uit (11) volgt: .- 
Va’ = p ‘2 q 

33. De herleiding der  aangeweren snelheid V ,  naar d e  werkelijke snelheid V,. 

De bepaling van V, uit V,, de druk p en de dichtheid c, geschiedt in 2 stappen, daar  d e  
invloeden van p en p gescheiden in rekening gebracht kunnen worden. Men kan voor (3)  0.1. schrijven: 

GRAFIEK VOOR DE AFLElDlNG VAN DE WERKELIJKE 

AANWIJZING V, VAN DEN SNELHEIDSMETER. 
SNELHEID V, UIT DE INSTRUMENTAAL GECORRIGEERDE 

Fig. 4. 
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De ficfieue snelheid 

(14)  

hangt dus alleen van p en q, en alleen van e en Vw af. Aan deze fictieve snelheid kan de  naam 
stuwsnelheid grgeven worden. Men dient de  beteekenis van deze stuwsnelheid echter we1 goed in 
het oog te houden. Hieraan zal onder 4 nog bijzondere aandacht besteed worden. 

v,=]/- 1 2  , " . [ ( l + ' ) ' ' - l ] = p v w  
P e o  P 

Het verband tusschen V, en V,. hetwelk volgens (10) en ( 1 4 )  alleen p als parameter bevat, 
wordt in fig. 4 door lijnen van gelijk verschil A V, = v, - V, als functie van V, en p ' )  vastgelegd. 
De constructie dezer grafiek werd in rapport V 1136 beschreven. Vermeld zij dat  het algebraisch 
verband tusschen V,, V, en p zeer gecompliceerd is, zoodat in de praktijk steeds van de grafiek 
gebruik gemaakt zal moeten worden. 

Nadat V, bepaald is, kan hieruit V, afgeleid worden met de  eenvoudige en bekende formule 

welke uit (14)  volgt en waarmee tevens de invloed van de  luchtdichtheid in rekening wordt gebracht. 
Resumeerend geschiedt de bepaling van de  werkelijke snelheid V, van een vliegtuig t.0.v. 

de  omringende lucht ais volgt : 
Men leest den snelheidsmeter, den hoogtemeter en den thermometer af. a. 

GRAFIEK VOOR DE AFLElDlNG VAN DE WERKELIJKE 

AANWIJZING V.' VAN DEN SNELHEIDSMETER. 

SNELHEID VW UIT DE INSTRUMENTAAL GECORRIGEERDE Fig. 5. 

GELDIG VOOR SNELHEDSMETERS, WlER SCHAAL ONDER VERWAARLOOZING VAN DE 

SAMENDRUKBAARHEID VAN DE LUCHT VERDEELD (GEIJKT) IS. STANDAAFB 
DRUKt 

I I  I I I i i I 1 i I i 1 I I I I I I 1  I I 1 I I I I I I J  
,loo 200 300 400 500 600 

IWTRWENTAAL GECORREER,DE AANWlJZlNG 
VAN DEN SNELHEIDSMETER y IN Km/h - 

') AIS maat voor p is in de grafiek de door den vliegtuig-hoogtemeter aangewrzen standaarddrukhoogte 
ingevoerd. d.w.2. de hoogte, waarop de berreffende druk in de standaard-atmosfeer optreedt. 
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Na instrumentale correctie I )  op grond hunner ijkingen levert dit bij elkaar behoorende waarden 
van V,, H (  = standaarddrukhoogte) en T ( =  273 + 0 in "C). 

b. Men bepaalt uit H en T de  luchtdichtheid e. Dit geschiedt b.v. door de  in d e  standaard- 

atmosfeer op  hoogte H optredende luchtdichtheid eii te vermenigvuldigen met ~ ~ ~ - ,  waarin TIT 

de  in de  standaard-atmosfeer op de  hoogte H optredende temperatuur is: g = e H  . (16) 

c. De grafiek van fig. 4 levert bij V, en H de  ,,correctie" AV,. waarmee V, = V, + d V a  
bepaald wordt. 

d. Men berekent V, met behulp van (15) en (16) uit V, en g. 

T II 

Ti' 
TH 
T 

Wanneer de snelheidsmeterschaal onder verwaarloozicg van de samrndrukbaarheid ingedeeld is. dient de aan- 

Volgens (12) is nu: Va'= 1;:: waarhij het accent hij Va aangeeft dat deze hetrekking uitsluitend bij de oude 

ijkmethode geldt. 
Men kan nu uit Va' en p op grond van (12) en (14 )  de stuwsnelheid V,, weer afleiden. daar na eliminatie van 

q uit (12)  en (14) e m  formule ontstaat, die alleen Va', p en V, als variahelen bevat. Deze formule kan omgewerkt 
worden tot een grafiek, waaruit dVa'  = Vq -VZ' als lunctie van V,' en p (met voordeel kan de standaarddrukhoogte 
weer in plaats van p ingevoerd worden). Fig. 5 geeft deze grafiek. Tenslotte geeft de formule ( 1 5 )  dan V,. waarhij 
met de luchtdichtheid rekening gehouden wordt. 

wijzing als volgt omgewerkt te worden. 
r- 

De herleiding van Va' (oude schaalindeeling) naar V, verloopt dus geheel analoog aan de uitvoerig hesproken 
herleiding van Va (nieuwe methode) naar V w .  Een vergelijking van de figuren 4 en 5 leert echter dat de verschillen 
Vc, - Va' grootcr dan de verschillen V, - Va zijn. Verder vertoont de snebheidsmeteraanwijzing Va een duidelijke 
samenhang m i t  de werkelijke snelheid. daar zij hier op nul meter hoogte in de standaard-atmosfeer mee samenvalt. De 
snelheidsmeteraanwijzing Va' daarentegen is een niet op eenvoudige wijze te interpreteeren zuiver fictieve snelheid. 

4.  De delinities van aangewezen snelheid en stuwsnelheid. 

Het is van belang de  in deze verhandeling gebruikte en naar  d e  meening van het N.L.L. ook 
algemeen-aanbevelingswaardige definities van de  aangewezen- en d e  stuwsnelheid hieronder nog 
even in gepreciseerden vorm te herhalen. 

De aangewezen snelheid V, is d e  uitsluitend van den stuwdruk afhankelijke fictieve vlieg- 
snelheid, die met de  werkelijke snelheid t.0.v. de  omringende lucht overeenkomt wanneer de luchtdruk 
760 mm H g  ( =  p.) en de temperatuur 19' C. ( =  To) bedraagt. 

De stuwsnelheid V, is d e  van den stuwdruk en van den statischen druk afhankelijke fictieve 
vliegsnelheid, die met de  werkelijke vliegsnelheid t.0.v. d e  omringende lucht overeenkomt wanneer d e  

luchtdichtheid 0,125 ~ bedraagt. kg sec? 
m4 

Binnen het geldigheidsgebied van de in deze verhandeling uiteen gezette theoretische grond- 
slagen wordt V, mathematisch gedefinieerd door de  betrekking (10) .  De stuwsnelheid wordt mathe- 
matisch door de  formule (14)  vastgelegd. Er wordt de  aandacht op gevestigd, da t  V,. (V,') en V, 
samenvallen, wanneer de  samendrukbaarheid van de  lucht verwaarloosd wordt. In dat geval kan 
men op  grond van (7)  en ( 11 ) schrijven 

dus ook q = $ e o  V,' 
Deze betrekkingen zijn (behalve de tusschen haakjes geplaatste) voor d e  stuwsnelheid echter 

niet meer geldig, wanneer de  invloed van de  samendrukbaarheid van d e  lucht mede in rekening 
moet worden gebracht. 

1) Op de aanwijzing van den thermometer moet naast de instrumentale correctie hovendien een correctie aan- 
gebracht worden voor stuwings- en wrijvingseffecten, die een gevolg zijn van de plaatsing van den thermometer in een 
snelle luchtstrooming. Deze correctie is van den vorm An = -. c . ~ . q, waarin c een constante is. die van den vorm en 

oCm2 
van de opstelling van den thermometer afhangt. Bij gehrek aan nadere gegevens kan c = 0,008 - genomen worden. 

welke waarde in het algemeen niet meer dan 20% fout la1 zijn. zoodat er reeds een aanmerkelijke verbetering van de 
temperatuurbepaling mee kan worden verkregen. ,Fie voor uitvoeriger beschouwingen rapport V 834 : ..Correctie voor 
stuwing en wrijving op thermometeraanwijzingen . 

e o  
e 

kg 
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Het verband tussches den stuwdruk q en de aangewezen snelheid V,. 

kg kg secZ 
m mr 

TABEL I .  

PO = 10332,3 7 ; e o  = 0,12498 - - - : k = 1.4 

~~ - _ _ _ ~ ~ ~  

Aangewezen snelheid 
V, in 

km/h 

0 
20 
40 
60 
80 

100 
120 
140 
160 
180 
200 
220 
240 
260 
280 
300 
320 
340 
360 
380 
400 
420 
440 
460 
480 
500 
520 
540 
560 
580 
600 
620 
640 
660 
680 
700 
720 
740 
760 
780 
800 
820 
840 
860 
880 
900 
920 
940 
960 
980 

1000 

mjsec 

0 
5.56 

11.11 
16-67 
22.22 
27.78 
33.33 
3839 
44,44 
50,OO 
55.56 
61.11 
66.67 
72.22 
77.78 
83.33 
88.89 
94.44 

100,oo 
105,56 
111,ll 
116,67 
122,22 
127,78 
133,33 
13839 
144,44 
150.00 
155.56 
161.11 
166,67 
172,22 
177,78 
183,33 
188.89 
194.44 
200,oo 
205.56 
211,11 
216,67 
222.22 
227.78 
233.33 
23839 
244,44 
250,OO 
255.56 
261, l l  
266.67 
272.22 
277,78 

Stuwdruk q 
in 
__ 

mm Hg 

0 
1,929 
7,717 

17,369 
30,892 
48,298 
69,600 
94,816 

123,96 
157.07 
194.16 
235.26 
280.41 
329.64 
382,99 
440.51 
502.23 
568.22 
53831 
713.18 
792.27 
875.86 
964,OO 

1056.8 
1154,3 
1256.5 
1363.6 
1475,7 
1592.8 
1715.0 
1842.5 
1975,3 
21 13.5 
2257.3 
2406.7 
2562.0 
2723,l 
2890.3 
3063.6 
3243.2 
3429,3 
3622,O 
3821.4 
4027.7 
4241,l 
4461,7 
4689.8 
4925,4 
5 168.9 
5420,3 
5679.9 

0 
0,142 
0,568 
1,278 
2,272 
3,553 
5,119 
6,974 
9,118 

11.553 
14,282 
17,305 
20,626 
24,247 
28,171 
32,402 
36,942 
41,796 
46,966 
52.459 
58.276 
64,425 
70,908 
77,732 
84,902 
92,424 

100,30 
108.55 
117.16 
126.15 
135.53 
145,29 
155.46 
166.04 
177.03 
188,45 
200.30 
212.59 
225.34 
238.56 
252.24 
266.42 
281,08 
296.26 
311,96 
328.19 
344.96 
362,29 
380,20 
398.69 
417.79 
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RAPPORT A 730. 

De correctie van den invalshoek en den weerstand van een prismatischen vleugel met 
eindige breedte naar die voor een overeenkomstigen vleugel met oneindig groote breedte. 

U i t t r e k s e L  

De correcties. die noodig zijn om de aerodynamische eigenschappen van een vleugelprofiel nauw- 
keurig te kunnen bepalen uit metingsresultaten voor een ptismatischen vleugel met eindige breedte, wer- 
den berekend voor het geheele gebied van slankheden. dat van belang kan zijn. 

De circulatieverdeeling werd berekend met de door Lotz aangegeven methode. De daaruit volgende 
correcties voor weerstand en invalshoek zijn: 

to 
nb A a = - F ~ - c , =  F,Aa,ii 

t o t ,  
De factoren F, en Fz hangen alleen af van - en zijn in fig. 2 als functie van dezen parameter 2 b  

gegeven. Deze laatste kan in fig. 1 bepaald wotden uit de  bekende slankheid ( b / t , )  en helling van de 

liftlijn (=). Hierbij wordt tevens de waarde van k = n -& = - 2 n ( d a ) b = m  --a 

digend te zijn. 

c 1 d c  
gevonden. d c a  

De uitkomsten worden vergeleken met die van andere onderzoekers. De overeenkomst blijkt bevre- 

RAPPORT A 730. 

La correction de l'angle d'attaque et de la risistance d'une aile prismatique d'envergure 
finie i ceux d'une aile d'envergure infinie. 

Les corrections qui sont necessaires pour calculer les catacteristiques aerodynamiques d u n  profil 
d'aile de celles d'une aile prismatique d'envergure finie, furent calculees pour des ailes d'envergure de 
2.5 B 10. 

La distribution de la circulation fut determinee selon la methode de Lotz. Les corrections de la 
resistance et de l'angle dattaque resultant de cette distribution sont: 

to  
n b  

Aa = - F Z - c a  = F Z  Aa,li 

tocl  F1 et Fz sont donnCs dans la figure 2 comme function du param&tre-.Ce 2 b  p a r a d t r e  peut &re dCtermin6 

de la fiqure 1 pour une aile dont l'envergure (b/t,) et l'augmentation de sustentation avec I'angle dat taque ('$2) -sent connues. 

Les tesultats sont compares avec ceux dautres  auteurs. La correspondance est satisfaisante. 
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REPORT A 730. 

The correction of angle of incidence and resistance of a prismatic aerofoil of finite 
span to those for the aerofoil of infinite span. 

Summary. 

The corrections necessary to determine the aerodynamic characteristics of a wingsection from 

The distribution of the circulation has been calculated by the method of Lotz. The  corrections 
those of a prismatic aerofoil of finite span, are calculated fox a range of aspect ratios (2.5 tot 10). 

for the resistance and the angle of incidence following from it are: 

t o  

nb d c w - F 1 c a '= F 1 AC Iy e11 

t o  

nb 
, l a  = - F 2 ~ c a = F 2 Aaeii 

t o c ,  This parameter 
2 b '  

, the aspect ratio ( b / t ) and 

The factors F, and F2 are given in fig. 2 in dependence of the parameter 

C 1 d c .  - 
n Z n ! d o ) b = m  

can be determined from fig. 1, together with k = .~2 = 

d c .  the slope of the lift curve -- being given. 
i d u  j b f m  

The  results are compared with those of other authors. The agreement is fairly good. 

BERICHT A 730. 

Die Umrechnung des Anstellwinkels und des Widerstandes eines prismatischen Fliigels 
mit endlicher Breite nach denen unendlich breiter Flugel. 

Zusammenfassung. 

Die Korrekturen, die man zur Bestimmung der aerodynamischen Eigenschaften eines Flugelprofils 
aus denen eines prismatischen Fliigels endlicher Breite braucht, wurden fur Flugel verschiedener Seiten- 
verhaltnisse (2,5 bis 10) berechnet. 

Die Verteilung der Zirkulation wurde mittels des von Lotz angegebenen Verfahrens bestimmt. Die 
Korrekturen fur den Widerstand und den Anstellwinkel ergeben sich daraus bzw. als : 

toc ,  
2 b  Die Beiwerte F, und F, sind in Abb. 2 auf den Parameter - - aufgetragen. Dieser Parameter kann 
~ 

aus b d c a  fur einen Flugel mit bekanntem W e r t  von -. und von - ~ zusammen mit k = 

Abb. 1 ermittelt werden. 

stimmung ist ziemlich gut. 

- - 
t o  d a  

Die berechneten Werte  werden mit den Resultaten anderer Verfasser verglichen. Die Oberein- 
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0 v e r  z i c h  t. 
De hovengenoemde correcties worden voor prismatische vleugels met slankheden van 2,5 tot 10 berekend. 
De uitkomsten worden zoo gegeven, dat binnen dit gehied de correcties yoor een willekeorigen vleugel op 
eenvoudige wijze hepaald kunnen worden. Zij worden tevens vergeleken met resultaten van andere onderroekers. 

I n h o u d s o p g a v e .  
1. Inleiding. 2. Berekeningsmethode. 21. Algemeen. 22. Circulatieverdeeling. 23. Geinduceerde weerstand. 
24. Invalshoekcorrectie. 25. Bepaling van c L  = '4 (:;') h = m  . 3. Vergelijking met Duitsche en Ameri- 

kaansche uitkomsten. 4. Gehruik van de grafieken, 

1. Inleiding. 

Om de aerodynamische eigenschappen van vleilgelprofielen experimenteel te bepalen, worden in een 
windtunnel driekomponentenmetingen met prismatische vleugelmodellen, d.w.2. rechthoekige vleugels met 
constanten invalshoek, uitgevoerd. Daar deze modellen een eindige breedte hebben, zijn de eigenschappen 
van het vleugelprofiel niet gelijk aan die van den onderzochten vleugel. Deze laatste moeten worden omge- 
rekend tot uitkomsten. die voor een oneindig breeden vleugel gelden. 

Als regel wordt bij deze omrekening aangenomen, dat de verdeeling van de circulatie (dus ook van 
de draagkracht) over de vleugelbreedte elliptisch is. Deze veronderstelling is niet geheel juist, doch brengt 
in het algemeen geen groote fouten met zich mee, zoodat zij in de  meeste gevallen we1 toelaatbaar is. Voor 
meer nauwkeurige berekeningen is het echter gewenscht rekening te houden met de omstandigheid, dat  de  
circulatieverdeeling bij een prismatischen vleugel afwijkt van de  elliptische. 

Daar de berekening van de aan te brengen correcties hij niet-elliptische circulatieverdeeling niet zoo 
eenvoudig is, dat deze snel van geval tot geval kan worden verricht, werd zij eens voor a1 voor het geheele 
gebied van breedteverhoudingen. dat van belang kan zijn (2.5 tot lo ) ,  uitgevoerd. 

De verkregen uitkomsten worden vergeleken met die van andere onderzoekers. 

2. Berekeningsmethode. 1 . 21. Algemeen. 
Voor de prismatische vleugels werd de verdeeling van de circulatie en hieruit de  geinduceerde 

weerstand en de  gemiddelde geinduceerde invalshoek berekend. Deze twee grootheden kunnen beschouwd 
worden als de correcties, welke resp. op den weerstand en op den invalshoek moeten worden aangebracht. 
Daar bij een prismatischen vleugel de aerodynamische invalshoek niet v m r  alle elementen gelijk is. is dit, 
streng genomen, alleen dan juist, wanneer 

1' 
2' 

de  lift lineair met den invalshoek verloopt, 
de profielweerstand niet of lineair met dezen hoek verandert. 
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Aan de eerste voorwaarde, die trouwens oak een der uitgangspunten van de  berekening vormt. 
wordt voldaan zoolang de strooming het vleugelbovenvlak volgt (geen loslating): aan de tweede meestal 
met voldoende benadering zoolang de invalshoek klein is. Bij de bepaling van de  meest belangrijke groot- 
heid n.1. den minimum weerstand van een ~rof ie l  zullen dus in het alaemeen beide vmrwaarden we1 bevre- - 
diad worden. 

Wordt  de  correctie bij grootere invalsboeken toegepast, dan bestaat de  mogelijkheid, dat niet de 
exacte waarde van de gevraagde grootheden gevonden wordt, doch een gemiddelde, dat hiervan weinig 
zal afwijken. 

22. Circulatieuerdeeling. 

De circulatieverdeeling werd berekend volgens de door Lotz ontwikkelde methode 1 ) .  Hierbij 
wordt deze verdeeling verkregen in den vorm van de Fourierreeks: 

I :  = V to c, a, 2 a e n  sin n 6, 

Hierin is: 

x =  
r, = 
V =  
t o  = 

c ,  = 

a ,  = 
aen = 

a, = 

b =  

coiirdinaat langs de vleugelbreedte. 
circulatie voor het element x. 
snelheid van den ongestoorden wind 
vleuaelkoorde. 

meetkundige invalshoek van den vleugel. 
reeksontwikkelingscoefficient. 

2X bgcos - - 
b '  

vleugelbreedte. 

De coefficienten aen worden bepaald door het oplossen van een stelsel lineaire vergelijkingen. Zij 
zijn alleen afhankelijk van den omtreksvorm en het invalshoekverloop van den vleugel, die in het hier be- 

scbouwde geval onveranderlijk zijn en van den parameter-. 

23. Geinduceerde weersfand. 

toc, 

2b 

De plaatselijke geinduceerde weerstand (Wi,) is bij een vleugel met eindige breedte: 

Wi, = A, aix 

waarin 
A, = plaatselijke lift. 
aix = geinduceerde invalshoek. 

Voor deze beide grootheden volgt uit de in punt 22 voor de circulatie gegeven reeks: 

A, = e V  t a . 2 a  en sinn 6, 

toc, s inn8,  ai, = -ao 2 n a e a  ~ 

2 b  sin 6 

Bij invoering hiervan, integratie over de  geheele vleugelbreedte en overgang op den coefficient van 
den geinduceerden weerstand (ci, ) wordt nu gevonden: 

Daarnaast is de  liftcoefficient: 

1) Deze methode is o.a. beschreven in: 
Lofz, 1. Berechnung der Auftriebsverteilung beliebig geformter Fliigel. Zeitschrift fur Plugtechnik und Motorluftschiffahrt 
1931 S. 189. 
Koning, C. und Boelen, A. Aemdynamische Eigenschaften der Quasi-Tmpezfliigel nit  verschiedener Breite des prismati- 
schen Teiles. Zeitschrift fur Plugtechnik und Motorluftschiffahrt 1933 S. 43 en Verslagen en Verhandeliigen van den 
RSL Dee1 VI1 (1934) blz. 1. 
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zoodat, wanneer deze in c,, ingevoerd wordt, de uitkomst overgaat in 

0 Z‘naen2 
a 2  ~ cwi= ---Ca2--- = 1 to Z‘n aeO2 

n b  ae,Z n b2 aE12 

Zooals bekend, luidt voor een vleugel met hetzelfde oppervlak (0) en dezelfde breedte ( b )  doch 
elliptische circulatieverdeeling het verband tusschen cri en ca : 

0 
Cwiel i=CaZ- n bZ 

De geinduceerde weerstand van den prismatischen vleugel kan bijgevolg uitgedrukt worden in den 
vorm 

Z’n a ens 
cwi=p-...-c w /  . el‘ .-F - l C W i C i I  

a 

Behoudens het in punt 21 gemaakte voorbehoud is dus de bij overgang naar den oneindig breeden 
vleugel aan te brengen weerstandscorrectie 

waarin d cweii de bekende correctie voor elliptische circulatieverdeeling is. 

24. Invalshoekcorrectie. 

Acw=Fi Acwi; 

De plaatselijke aerodynamische invalshoek ( a x )  is bij een prismatischen vleugel met eindige breedte: 

1 ’  
ax= -- =a,,Za..sinnd, 

c,v to 

De gemiddelde waarde van deze grootheid ( &  ) , bepaald door integratie over de vleugelbreedte. is: 

Aangenomen wordt, dat deze hoek gelijk is aan den overeenkomstigen ( a m )  voor den oneindig 
breeden vleugel. De op den invalshoek van den vleugel met eindige breedte aan te brengen correctie is dus: 

Bij invoeren van den liftcoefficient c ,  = 2c,a, gaat deze uitkomst over in 

Voor een vleugel met hetzelfde oppervlak 0 en dezelfde breedte b, doch elliptische circulatieverdee- 
ling is de correctie 

0 to Aa.li= -ca-- = -cCa--- 
n b Z  n b  

zoodat die voor een prismatischen vleugel als volgt daarin kan worden uitgedrukt 

In de punten 23 en 24 zijn de correcties voor den weerstand en den invalshoek afgeleid. Zij zijn 
gelijk aan die voor den ..elliptischen” vleugel vermenigvuldigd met een factor. Deze factoren zijn afhan- 

t o  c, 
kelijk van de c&ffici@nten - . Daar de coefficienten uit- 

2b 

sluitend van den parameter ‘5 afhangen is dit ook voor de factoren F1 en P2 het geval. 

Voor de bepaling van dezen parameter is. naast de meetkundige grootheden t. en b, ook de 
aerodpamische c, nod ig .  Deze is niet bekend, doch hangt samen met de helling van de liftlijn voor 

a, en in het laatste geval bovendien van 

2b 

den eindig breeden vleugel 
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Dit verband luidt: 
dc. na - - -- k a c 1  
da 360 

waarin k = 5' en a in graden gemeten is. Aan de invoering van de grootheid k inplaats van cI, ligt 
n 

de gedachte ten grondslag, dat in een ideale vloeistof bij gladde afstrooming aan den achterrand van het 
profiel c 1  = x zal zljn. k geeft dus aan in hoeverre deze toestand in werkelijkheid benaderd wordt. 

Daar ook ael van den parameter 5 2b afhangt, kunnen de correcties voor i i n  bepaalden vleugel 

niet berekend worden, zonder in een iteratieproces te vervallen. Dit bezwaar valt echter weg indien men 
de berekeningen voor een serie vleugels uitvoert. In dat geval kan namelljk een stel willekeurige waarden 
voor t o  ~ en voor c1 of k gekozen worden, waarna achtereenvolgens de parameter ( :?) , de circulatie- 

verdeeling (aen) en de grootheden-, da 

b 
dc. F, en F, berekend worden. 

I 109 8 7 5 415 4 35 
0,15 0,20 0.25 ( 

I 
6 

010 
I I I 

30 0,35 to/D 0,40 
tocl CI to 

Fig. 1. Verband tusschen ~ b ,  k = - x , 5 en ($)b + - Berekende lipen. 
__ Gelnterpoleerde lijnen. 



101 

Door deze uitkomsten uit te zetten, zooals da t  in de  bijgaande figuren 1 en 2 gedaan is, kunnen 
uit de  eerste door interpoleeren voor een willekeurigen prismatischen vleugel met bekende slankheid (g) en 2T, de waarden van k (dus c,) en van den parameter gevonden worden. D e  bij laatst- 

genoemde grootheid behoorende waarden van F, en F, worden dan uit fig. 2 afgelezen. 

3. 
De verkregen uitkomsten zijn vergeleken met door Betz 2 )  en het N.A.C.A. 3) gegeven resultaten. 

Door deze onderzoekers worden notaties gebezigd, die van de hier gebruikte afwijken. Gemakshalve wordt 
hier het verband tusschen de verschillende notaties gegeven: 

dc, toc, 
2b 

Vergelijking met Duitsche en Amerikaansche uifkomsten. 

Be tz :  

N.A.C.A.:  

2 b  L=- 
t o c i  

= F, W 
W min 

~~ ~ 

b ?  2 b  
= 1,375 ~~ 

S t " C l  

o = F 1 - 1  

T =  F 2 - 1  

De door deze onderzoekers verkregen 
uitkomsten zijn niet algemeen geldig. omdat 
gerekend werd met een bepaalde waarde van 
cL (Betz c, = n: N A C A  c1 = 2.75). 

AIS gevolg hiervan is het niet mogelijk 
de  correcties rechtstreeks te bepalen voor een 
vleugel, waarvoor cI een andere waarde heeft. 
zonder in een iteratieproces te vervallen. Ten- 
einde dit te voorkomen werd d e  berekening door 
het N.L.L. uitgevoerd voor een aantal waarden 
van c1 en de  resultaten op een zoodanige wijze 
gegeven, dat  een rechtstreeksche bepaling van 
de correcties voor iederen prismatischen vleugel 

Fig. 2. Correcties voor rechthoekige vleugels naar oneindig 
groote hrcedtc. Verhouding tusschcn de correcties bij werkelijke 
en elliptische circulatieverdeeling voor weerstand (PI) en 
invalshoek (F2) .  - door N.L.L. berekend. 

x door Betz berekend. 
+ door N.A.C.A. bcrekend. 

mogelijk is. 

is bevredigend. 
Bedoelde resultaten zijn in fig. 2 mede uitgezet. Hun overeenstemming met de thans beiekende 

4. Gebruik van de grafieken. 
dca Indien van een gegeven prismatischen vleugel met eindige breedte de helling van de  liftlijn 

bekend is, kan met behulp van de  figuren 1 en 2 OP de hieronder gegeven wijze de  helling van de  liftlijn, 
de invalshoek en de weerstand gecorrigeerd worden naar den oneindig breeden vleugel. 
a )  Bepaal ~ en ~~ waarbij LI in graden genomen moet worden. 

b)  

c )  Lees in fig. 2 de  bij - 

d )  Bepaal de gevraagde grootheden C I .  A a  en Ac, door vermenigvuldiging van k. Fz en F, met 

d a  

to  b ( 2 ) b  = eindig, 
toc, 
2b Lees in fig. 1 de  bijbehoorende waarden v m  k e n  ~~~ af. 

behoorende waarden van F, en F2 af. t"C, 

2b 

1 to 1 t o  
n h  n h  resp. r, - -- - -  ca en - - - caZ.  
- -  I - 

Overgang van den gegeven vleugel naar een anderen met eveneens eindige breedte, doch ver- 
schillende slankheid moet via den oneindig breeden vleugel geschieden, tenzij het verschil in slankheid 
zoo klein is, dat de gebruikelijke omrekeningsformules voor elliptische circulatie-verdeeling gebezigd mo- 
gen worden. 

2)  
8 )  

Betz, A. Tragfliigeltheorie. Berichte der Wissenschaftlichen Gesellschaft fiir Luftfahrt. (Oct. 1920). 
Jacobs, E. N. and Anderson, R. F. Large scale aerodynamic characteristics of airfoils as tested in the Variable Density 
Tunnel. N.A.C.A. Report 352 (1930). 
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RAPPORT A. 557. 
De invloed van een over de vleugelbreedte verloopenden invalshoek op den weerstand. 

U i t t r e k s e l .  

De geinduceerde weerstand cui van een vleu(ye1 met niet-constanten invalshoek kan. op grond 
van d e  uitkomsten van de  driedimensionale draagvlaktheorie. gegeven worden in den vorm (7) .  
Daarin zijn c a  de  draagkrachtcoefficient, .Io een maat voor de  grootte van het verloop van den 
invalshoek en CL.  CZ. ~a coefficienten De waarde van deze coefficienten hangt af van den vorm en 
de  profieleigenrchappen van den vleugel en  van de wijze, waarop d e  invalshoek verloopt, doch niet 
van d e  grootte van ca en d a .  

De toename van den geinduceerden weerstand als gevolg van den verloopenden invalshoek is 
gegeven door ( 8 ) .  zij blijkt lineair afhankelijk te zijn van ca. De aard van deze afhankelijkheid wordt 
in de  eercte plaats bepaald door het teeken van .4 r I  en van cr (fig. 1 ),  daarnaast door de  waarde 
van A a (fig. 2 ) .  De gegeven getallenvoorbeelden en aerodynamische overwegingen doen vermoeden, 
da t  c? positiet is voor rechthoekige en weinig tapsche vleugels. nul voor elliptische en negatief voor 
sterk tapsche vleugels. 

Fig. 3 geeft als voorbeeld het verschil tusschen den geinduceerden weerstand van den beschouw- 
den vleugel en van den overeenkomstigen elliptischen vleugel ( cIVI --cwi bij verschillende waarden 
van d a  voor een willekeurig geval, waarbij c2 negatief is. Dezelfde figuur geldt voor een positieve 
waarde van car wanneer de  teekens van .An verwisseld worden. De krommen raken aan een omhul- 
lende. die gegeven is door (10) .  

Voor zoover de  profielweerstand van de elementen van den vleugel benaderd kan worden 
door ( 1  1 ),  gelden voor dien van den vleugel soortgelijke overwegingen. 

RAPPORT A. 557. 
L’inf hence d’un gauchissement sur la rksistance airodynamique dune aile. 

R e s u m k .  

A l’aide des resultats de  la theorie tourbillonaire la trainee induite cwi d’une aile gauchie peut 
&re donnee sous la forme de  ( 7 ) .  Dans cette formule ca est le coefficient de  portance et d a  une 
mesure pour le gauchissement. Les coefficients CX.  cs  et c3 dependent du contour de  I’aile, des qualites 
aerodynamiques du profil et de  la forme du gauchissement, mais ils sont independants d e  ca et de  ‘4 a. 

L‘augmentation de  la trainee induit?, causee par le gauchissement. est donnee par ( B ) ,  elle 
change lineairement avec ca. Son caractere est determine en premier lieu par les signes de  A a  et du  
coefficient c? (fig. 1 ),  en second lieu par la valeur de  d a  (fig. 2 ) .  Les exemples numeriques donnes et  
des considerations aerodynamiques font supposer, que le coefficient cz est positif pour les ailes rec- 
tangulaires et les ailes legerement trapezoidales, zero pour les ailes elliptiques et negatif pour les 
ailes fortement trapezoidales. 

La figure 3 donne en exemple la difference entre la trainee induite d’une aile arbitraire. pour 
laquelle c2 est negatif, et celle de  I’aile correspondante elliptique (cw,--cwi 41) pour des valeurs dif- 
ferentes du gauchissement An.  En changeant les signes des d o  on obtient la figure pour une valeur 
positive de c2. Les courbes ont une enveloppe donnte par (10 ) .  

La resistance de  profil des elements de  I’aile etant donnee par ( l l ) ,  la trainee correspondante 
d e  l’aile a un caractere analogue B cet de  la trainee induite traite ci-dessus. 

REPORT A. 557. 
The influence of wing warping on the drag. 

Summa r y. 

By means of the results of the threedimensional aerofoil theory the induced drag cwi of a 
warped wing (wing with washin or washout) may he given in the form (7 ) .  Here ca is the lift 
coefficient and A a  a measure for the washin. CI. cz and cs a re  coefficients depending on the plan 
form of the wing, the aerodynamical properties of the wing section and the form of the warping, but 
not on the value of ca and A a .  

T h e  increase of the induced drag, due to the warping, is given by (8). it shows a linear 
change with ca. T h e  character of the relation between this increase and the lift coefficient depends 
on the signs of Aa and c2 (fig. 1 )  and on the value of A U  (fig. 2) .  The numerical examples given 
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and aerodynamical considerations make suppose that the sign of ct is determined mainly by the plan 
form of the wing, being positive for rectangular and slightly tapered wings, zero for elliptical and 
negative for largely tapered wings. 

As an example figure 3 gives the difference between the induced drag of an arbitrary wing, 
for which cz is negative, and that of the corresponding elliptical wing ( C ~ , - C ~ , ~ I I )  a t  different values 
of da .  This  figure also holds for a positive value of c? if only the sign of d a  is changed. The  
curves have an envelope given by (IO). 

If the profile drag of the wing elements may be approximated by (11) .  the corresponding 
resistance of the wing shows properties of the same kind as  those of the induced drag discussed 
above. 

BERICHT A. 557. 

Der Einflusz von Fliigelverwindung auf den Widerstand. 

Z u s a m m e n f  a s s u n g .  
Auf Grund der Resultate der dreidimensionalen Tragfliigeltheorie kann der induzierte Wider- 

stand cwi eines verwundenen Fliigels in der Eorm ( 7 )  angegeben werden. Dabei sind ca der Auf- 
triebsbeiwert und d a  ein Masz fur die Verwindung. Die Koeffizienten c1, c2 und cfi hangen von der 
Form des Fliigels und der Verwindung und von den Profileigenschaften, aber nicht von dem W e r t  
von ca und d a  ab. 

Die Anderung des induzierten Widerstandes als Folge der Verwindung ist durch ( 8 )  gegeben. 
sie ist linear abhangig von ca. Der Charakter dieser Abhangigkeit wird zunachst bedingt durch die 
Zeichen von d a und c2 ( Abb. 1 ), daneben durch den W e r t  von d a ( Abb. 2) .  Die gegebene Zahlen- 
beispiele und aerodynamische Uberlegungen deuten darauf hin, dasz c? positiv sein wird fur Rechteck- 
fliigel und Trapezfliigel mit relativ grosrer Endtiefe. Null fiir elliptische Fliigel und negativ fur 
Trapezfliigel mit relativ kleiner Endtiefe. 

AIS Beispiel gibt Abb. 3 den Unterschied zwischen den induzierten Widerstand eines will- 
kiirlichen Fliigels mit  negativen c2 und den des zugehorigen eiliptischen Fliigels ( c,.,i-cwieii) fiir 
einige Werte  von da.  Diese Figur gelt auch fur einen positiven Wer t  von cz. wenn nur die Zeichen 
der  d a  verwechselt werden. Die Kurven haben eine Einhiillende, die durch (10)  gegeben ist. 

W e n n  der Profilwiderstand der Fliigelelemente in der Form ( 1  1 ) gegeben werden kann. fiihrt 
die Berechnung des Profilwiderstandes des Fliigels zu ahnlichen Resultaten. 
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N a t i o n a a l  L u c h t v a a r t l a b o r a t o r i u m ,  A m s t e r d a m .  

De invloed van een over de vleugelbreedte verloopenden 
invalshoek op den weerstand 

door 

Ir. C. KONING. 

O v e r z i c h t .  
Een uitdrukking voor den geinduceerden weerstand van een vleugel wordt afgeleid. waaruit blijkt hoe deze 
weerstand heinvloed wordt door een over de vleugelbreedte verloopenden invalshoek. Eenige bijzonderheden 
van dezen invloed worden besproken. Een soortgelijke wijze o m  den invloed van genoemd verloop op den 

profielweerstand te behandelen wordt aangeduid. 

I n d e e l i n g .  
1. Inleiding. 2. Splitsing van de circulatie. 3. Algemeene uitdrukkingen voor draagkracht en geinduceerden 
weers'ttand. 31. Draagkracht. 32. Geinduceerde weerstand. 33. De waarde van de coeffictenten c. 4. Gevolg- 
trekkingen. die afgeleid kunnen worden uit de algemeene uitdrukking voor cwi. 41. De invloed van 
verloopenden invalshoek. 42. De qrootste door verloop van den invalshoek te verkrijgen verbetering. 
43. Getallenvoorbeelden. 44. De invloed van den vorm van den vleugel. 45. De prvktische beteekenis van 
het hovenbesprokene. 451. Algemeen. 452. Verloopende invalshoek om den geinduceerden weerstand te 
verminderen. 453. Verloopende invalshoek om langsstabiliteit te verkrijyen. 451. Verloopende invalshoek 

om ongewenschte loslating tegen te gaan. 5. Profielweerstand. 6. Samenvatting: Bijlage: Definities. 

1 .  Inleiding. 

Overwegingen, zoowel van aerodynamischen als van constructieven aard, kunnen er toe leiden 
een vleugel aan zijn uiteinden een anderen invalshoek te geven dan in het midden, terwijl in de  
tusschengelegen gebieden deze hoek geleidelijk verloopt. De invloed van een dergelijk verloop op de  
aerodynamische eigenschappen zal, indien men hem in zijn vollen omvang wil leeren kennen, slechts 
door een voor ieder geval afzonderlijk uit te voeren onderzoek bepaald kunnen worden. Een dergelijk 
onderzoek zal zeker ten deele experimenteel moeten zijn, omdat sommige eigenschappen (b.v. gedrag 
bij inValshoeken in de  omgeving van de kritische. eigenschappen bij van nul verschillenden gierhoek) 
bij den huidigen stand van de  aerodynamica nog niet voor berekening toegankelijk zijn. Daarnaast 
kunnen echter andere (b.v. die voor kleine invalshoeken en symmetrische stroomingstoestand) zeer 
we1 door berekening gevonden worden. Hoewel ook hierbij. ter verkrijging van volledige en kwanti- 
tatieve resultaten, ieder geval afzonderlijk behandeld moet worden. kunnen toch. zij het ook slechts 
kwalitatief. eenige algemeen geldige eigenschappen vastgesteld worden. Deze worden, voor zoover zij 
de geinduceerde en profielweerstand betreffen, in het volgende besproken. 

Bij de hier gegeven beschouwingen wordt uitgegaan van de  drie-dimensioneele draagvlaktheorie 
in den gebruikelijken vorm. De gegeven resultaten gelden daardoor alleen vooc die gevallen. waarin 
genoemde theorie toegepast mag worden. en blijven dus beperkt tot het gebied van invalshoeken. 
waar nog geen of althans geen belangrijke loslating van de  vleugelstrooming optreedt. 

Teneinde de tekst niet noodeloos onoverzichtelijk te maken. is de  beteekenis, die hier aan 
verschiilende begrippen toegekend wordt, in een bijlage aan het einde van het rapport afzonderlijk 
omschreven. 

2. Splitsing van d e  circulatie. 

Voor ieder element van een vleugel met verloopenden invalshoek (of ..getordeerden vleugel") 
kan d e  meetkundige invalshoek a g ( x )  beschouwd worden als te bestaan uit twee deelen: 
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a. een hoek a .  die voor ieder element dezelfde waarde heeft en gelijk is aan den invalshoek van den 

b. een hoek uo(x), die voor de  verschillende elementen een verschillende waarde heeft, doch onaf- 

De vergelijking voor het berekenen van de  circulatieverdeeling van een gegeven vleugel I )  

is lineair in de  circulatie en in den meetkundigen invalshoek van de  elementen. Bijgevolg kan, wanneer 
de  hoeken op de  boven aangegeven wijze gesplitst worden. ook de  circulatieverdeeling opgebouwd 
gedacht worden uit twee overeenkomstige deelen. 

Het eerste deel is dan de  circulatieverdeeling voor een vleugel, die van de  beschouwde alleen 
daarin verschilt. dat  hij een over d e  geheele breedte constanten meetkundigen invalshoek heeft. 
Daarnaast is het tweede deel de circulatieverdeeling voor den gegeven vleugel bij invalshoek nul. 

Een dergelijke splitsing van invalshoeken en circulatie geeft een belangrijke besparing bij be- 
rekeningen. die betrekking hebben op  een vleugel, waarvoor het verloop van den invalshoek. ook war 
d e  grootte betreft, gegeven is. Voor het volgende is het echter gewenscht nog een stap verder te 
gaan. Aangenomen wordt daarbij dan. dat  d e  wijze, waarop de  invalshoek over de  vleugelbreedte 
verloopt (b.v. lineair). vaststaat, doch dat  de  grootte van dit verloop (b.v. verschil in ap voor midden 
en vleugeluiteinden) voorloopig als willekeurig beschouwd mag worden. Zoodoende hebben de  be- 
schouwingen dan niet betrekking op &en bepaalden vleugel, doch op een groep van vleugels, die 
onderling alleen verschillen in de  mate, waarin zij getordeerd zijn. 

De meetkundige invalshoek van de  elementen is dan: 

vleugel: 

hankelijk is van den invalshoek van den vleugel. 

a s ( x )  =a + a ,  ( x ) A a  ( 1 )  
waarin: 

ag(x) =meetkundige invalshoek van het element, 
a =invalshoek van den vleugel ( =meetkundige invalshoek in het midden). 
ai ( x )  =verdraaiing van het element voor A a =  1, 
Aa =maat voor de  torsie van den vleuge:. 

De circulatieverdeeling kan nu op overeenkomstige wijze geschreven worden in den vorm: 

( 2 )  

r ( x )  = totale circulatie voor het element x van den beschouwden vleugel, 
T',( x \  =circulatie voor het overeenkomstige element van den niet-getordeerden vleugel met 

Tt(x)=circulatie voor het element x van den getordeerden vleugel bij invalshoek a=O en 

De circulaties F o ( x )  en G ( x )  kunnen door berekening afzonderlijk bepaald worden. 

Z~'( x) = a  r,( x )  + .1 a I; ( x )  
met 

invalshoek a =  I ,  

verdraaiing A a = 1 .  

3. Algemeene uitdrukkingen voor draagkracht en geinduceerden weerstand. 

31. Draagkracht. 

Voor het element x van den vleugel neemt nu iedere grootheid, die iineair afhankelijk is van 
de  circulatie (draagkracht. storingssnelheid. geinduceerde invalshoek) , overeenkomstig (2 ) .  den vorm 
aan: 

F , ( x . a , d a ) = a f , ( x ) + A a f , ( x )  ( 3 )  
Hierbij is f ,(x) alleen bepaald door den vorm van den vleugel, f , (x)  door dezen vorm en 

dien van het verloop van den invalshoek. Beide zijn echter onafhankelijk van den invalshoek van 
den vleugel ( a )  en van de  grootte van het verloop van den invalshoek ( A a ) .  

De draagkracht van den vleugel wordt verkregen door die van de elementen over de  vleugel- 
breedte te integreeren. Dit levert als draagkrachtcoefficient op: 

c n = a o a + a l d n  ( 4 )  
Voor d e  constante coefficienten a, en al geldt dan hetzelfde wat  boven reeds resp. voor d e  

functies f ,(x) en f , (x)  gezegd werd. 

1) Zie om. 
P r  a nd t 1. Tragfliigeltbeorie I ,  in Prandtl-Betz. Vier Abhandlungen zur Hydrodynamik und Aerodynamik (1927). S. 29. 
G l a u e r t .  The elements of aerofoil and airscrew theory (1926), p. 137. 
B u I g e r S. Airfoils aud airfoilsystems of iinite span. in Durand. Aerodynamic Theory, Vol. I1 (1935). p. 165. 
L o  tz. Berechnung der Auftriebsverteilung beliebig geformter Fliigel. ZFM 1931, S 189. 
K O  n i  n g und B o e  l e  n. Aerodynamische Eigenschaften der Quasi-Trapezfliigel mit verschiedener Breite des 

prismatischen Teiles. ZFM 1933 en Verslagen en Verhandelingen RSL Dee1 VI1 (1934), blz. 1. 
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32. Geinduceerde weerstand. 

De geinduceerde weerstand van een element van den vleugel is gelijk aan het product van 
draagkracht en geinduceerden invalshoek. Beide zijn lineair afhankelijk van a en 3 a (zie boven (3) ). 
De geinduceerde weerstand van het element heeft dus de gedaante: 

Fr (x ,  a, 3 a ) = a ' f 2 ( x ) + 2 a  3 a  f3 (x )+daz  f , (x)  (5) 
Hierbij dient het volgende opgemerkt te worden: 
Uit d e  herkomst van ( 5 )  blijkt, dat f , (x)  alleen afhankelijk is van den vorm van den vleugel, 

f3(x) en f , (x)  bovendien van den vorm van het verloop van den invalshoek. De factor 2 is. zooals 
dit bij dergelijke vormen gebruikelijk is, alleen ingevoerd o m  het verdere formule-werk te vereen- 
voudigen. Hier en in het volgende zal. daar verwarring buitengesloten lijkt. de  schrijfwijze du' ge- 
bruikt worden met d e  beteekenis ( A u ) ? .  

Het integreeren van ( 5 )  over de  vleugelbreedte en het uit de  hierbij verkregen uitkomst op  
de gebruikelijke wijze berekenen van den coefficient van den geinduceerden weerstand leidt dan tot 
het resultaat 

~ , ~ i = b ~ a ~ $ 2 b ~  a 3 n + b 3  An' ( 6 )  
Voor onderlinge vergelijking van vleugels met verschillende grootte van het verloop van den 

invalshoek is deze uitkomst niet geschikt, daar  het gewenscht is hen hierbij bij gelijke waarde van 
ca te beschouwen. Door elimineeren van a uit ( 4 )  en (6 )  k t n  echter cri uitgedrukt werden in ca 
en Aa:  

cwI=cI ca2 + 2 C? Ca -4 a,+ c3 3 uz ( 7 )  
Uit d e  wijze, waarop deze uitdrUkking afgeleid werd, volgt, dat  de  waarde van c1 alleen af- 

hangt van den vorm van den vleugel. die van c3 en ca van dezen vorm en van dien van het verloop 
van den invalshoek. beide zijn echter onafhankelijk van ca en A n .  

33. De waarde van de coefficienten c. 

D e  waarden voor de  in ( 7 )  voorkomende coefhcienten c kunnen alleen door voor iederen 
vleugelvorm afzonderlijk uit te voeren berekeningen gevonden worden. Een uitzondering hierop vormt, 
zooals in punt 44 besproken wordt, die voor c2 bij elliptische vleugels. 

Eenige algemeene eigenschappen van deze coefficienten volgen echter uit het feit, da t  d e  
geinduceerde weerstand nooit negatief kan worden. 

Voor den niet-getordeerden vleugel is cWi=c1 ca2. Hieruit volgt dus. da t  c1 steeds positief 
zal zijn. 

Bij c,=O is voor den getordeerden vleugel cai=cs A n ? .  In tegenstelling met den vleugel zonder 
verloop van den invalshoek. zal hier de  circulatie niet voor alle elementen nul zijn. doch voor een 
deel ervan positief, voor een ander deel negatief. Dit brengt echter een van nul verschillende en zeker 
positieve geinduceerde weerstand mede. Ook cs is dus steeds positief. 

Opdat  nu ook voor alle andere waarden van ca cIvi grooter dan nul zal zijn, moet voldaan 
worden aan de  voorwaarde, dat de  vergelijking in ca:  

c, c,z+2 c2 Ca d a +  c3 Auz=O 

geen reeele worteis heeft. Dit zal echter alleen dan het geval zijn, wanneer < c1 c:, is. 

4. Gevolgtrekkingen, die afgeleid kunnen worden uit d e  algemeene uitdrukking voor cx,,. 

41. D e  invloed van verloopenden invalshoek. 

invalshoek 
Uit ( 7 )  volgt als vermeerdering van den geinduceerden weerstand door het verloop van den 

dc,i=2 c2 ca Aa+c3  d u 2  (8) 
W o r d t  d a  als een vaststaande grootheid beschouwd, dan volgt hieruit, voor zoover c2 van 

d e  toename van cat verloopt lineair met ca, 
nul verschilt: 

C3 
zij wordt nul voor ~ a = - - -  a, 2 C? 

-,oar c.=O is zij steeds positief. 

Verloop van den invalshoek geeft dus in beginsel steeds een vermindering van den geindu- 
ceerden weerstand voor sommige waarden van  ca. Deze verbetering blijft echter beperkt of tot  een 
gebied van positieve c.-waarden boven een eveneens positieve grens. of tot een van negatieve 
ca een negatieve grens. Of het een dan we1 het ander het geval zal zijn, hangt. zooals schema- 
tis& in fig. 1 aangegeven is. af van de  teekens van d a  en c2. 

De ,,polairen" in fig. 3 geven een overzichtelijk beeld van den invloed van den verloopenden 
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invalshoek op C a i  voor een bepaald geval. Hierbij was cz negatief, de toestand voor een gelijke, doch 
positieve waarde van dezen coefficient kan echter verkregen worden door omkeering van het teeken 
van An.  In deze figuur is. omdat de  verschillen tusschen de beschouwde gevallen klein zijn, niet de 
totale geinduceerde weerstand. doch het verschil tusschen 
deze en die voor den overeenkomstigen vleugel met elliptische 
circulatieverdeeling uitgezet. 

In het uitzonderingsgeval cz=O geeft verloopende in- 
valshoek steeds een, over het geheele gebied constante, ver- 
grooting van den geinduceerden weerstand. 

De wijze waarop Ac,i beinvloed wordt door de  grootte 
van het invalshoekverloop is in fig. 2 schematisch aangegeven. 
Hieruit blijkt. dat. zooals ook rechtstreeks uit (8 )  afgelezen 
kan worden door verqrooten van de absolute waarde van 
A a  Acwi bij c,=O toeneemt en dat  het punt, waar Acwi van 
teeken wisselt. verder van c.=O af komt te liggen. In deze 
figuur is cz als negatief aangenomen. Voor positieve waarden 
wordt echter hetzelfde beeld verkregen, alleen moeten daarbij 
de  teekens A a  verwisseld worden. 

+ 

Fig. 1, D~ invloed ,an d e  ’teekens Van 
en cz op dcwi.  

42. De grootste door verloop van den invalshoek te  verkrijSen verbefering. 

Zijn de vorm van den vleugel en die van het verloop van den invalshoek, en daarmee ook 
de  coefficienten c gegeven. dan kan de  vraag gesteld worden of het mogelijk is 3 a  zoo te kiezen, 
dat bij een vaste waarde van ca. Cwi zoo klein mogelijk wordt. 

Uit (7 )  volgt als voorwaarde. waaraan h a  daartoe moet voldoen: 

d cai 
d A a  
_- -2 c* Ca + 2c. A n = O  

en dus 

De b! :hoorende waar van cai. zijnde dus de laagst bereikbare, is: 

Uit (9) blijkt. dat  de gevraagde waarde van A n  afhangt van die van ca. Het is dus we1 
mogelijk om door juiste keuze van A a  een minimum waarde van cwi te bereiken voor &en waarde 

van ca. echter niet om een vleugel te krijgen, die over het 
geheele gebied of in meer dan een punt gunstiger is dan 
alle anderen. De betrekking (10) stelt dan ook niet de  
geinduceerde weerstand van een dergelijken vleugel voor, 
doch geeft, zooals in fig. 3 te zien is. de omhullende. waaraan 
de polairen voor vleugels met verschillende waarde van A a  
in een punt raken. 

Men zou kunnen vermoeden. dat  deze omhullende samen- 
valt met de  polaire van den elliptischen vleugel. Dit zal 
echter in het algemeen niet het geval zijn. Immers wanneer 
de vleugelvorm gegeven is. zal het alleen door een speciale 

pig, 2, D~ keuze van den vorm van het verloop van den invalshoek 
mogelijk zijn, een elliptische circulatieverdeeling te krijgen. 

Bovenstaande beschouwing geldt alleen voor het geval. 
dat  c2 van nul verschilt. Is c*=O, dan is, zooals onmiddellijk uit ( 7 )  te zien is, de  niet-getordeerde 
vleugel voor alle waarden van ca de  gunstigste. Een omhullende in den boven aangegeven zin be- 
staat dan niet. 

.*. 

van de waarde van d o  op 
A cpi ( c z  negatief). 

43. Getallenvoorbeelden. 

Voor twee vleugels van verschillende tapschheid werden de  resultaten in de  hier aangegeven 
richting uitgewerkt. De eerste (.,vleugel a” )  was sterk tapsch (verhouding van eind- tot middenkoorde 
q=O,24). de tweede (.,vleugel b ” )  daarentegen veel minder (q=O.63). 8eide hadden een ongeveer 
lineair verloopenden invalshoek. Daar deze twee gevallen uit het beschikbare materiaal van reeds 
vroeger berekende vleugels gekozen werden, verschilden de  vleugels ook in andere opzichten (slankheid. 
profieleigenschappen) eenigszins. Deze verschillen kunnen echter. waar de bespreking hier slechts ten 
doe1 heeft een algemeenen indruk te geven. als onbelangrijk buiten beschouwing blijven. 
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De waarden van de in (7 )  voorkomende coefficienten bleken te zijn: 
vleugel a (sterk tapsch): c1=+0.05191; c2=-O0.0O0186: c.=+0.0000250: 
vleugel b (minder tapsch): c~=+0.05013:  c2=+0,000143; c3=+0,0000384; 

Voor beide vleugelvormen werd de geinduceerde weerstand berekend voor den niet-getordeerden 
vleugel, voor d e  omhullende en voor den elliptischen vleugel met dezelfde slankheid (O/b*) .  Dit 
leverde als resultaat: 

vleugel a vleugel b 
niet-getordeerden vleugel: cw;=0,05191 ca'; cwi=0,05013 cas 
omhullende : cwi=O,OSO53 ca2; cwi=0,04960 caZ 
elliptische vleugel : cwi=0,04985 ca2; cwi=0,04918 caZ 

De verhouding tusschen de geinduceerde weerstanden voor de drie genoemde gevallen is dus voor 
vleugel a: 1,041 : 1.014 : 1 en voor vleugel b: 1,019 : 1.009 : 1. Gelet op de in punt 42 besproken 
beteekenis van de omhullende volgt hier dus uit. dat voor vleugel a door torsie van den vleugel een 
verbetering van ongeveer 2.4% van cri voor een bepaalde 
waarde van ca verkregen kan worden. Ook in dit punt is 
dan de geinduceerde weerstand nog ongeveer 1 4 %  hooger ,,s 
dan die van den overeenkomstigen elliptischen vleugel. Voor 
vleugel b hedragen deze verschillen beide 1%. 

tusschen den beschouwden vleugel en den elliptischen ge- 
geven voor vleugel a met eenige verschillende waarden Q 

van - l a  en voor de bijbehoorende omhullende. O p  deze 
laatste zijn de punten aangegeven, waar de krommen voor a 

de vleugels met de bijgeschreven waarden van d a  haar :$ 
zouden raken. 

Mogelijk ten overvloede zij hier opgemerkt, dat  de 
in dit punt gegeven resultaten betrekking hebhen op be- 
trekkelijk willekeurige gevallen. Het zou dus onjuist zijn 
hieruit kwantitatieve conclusies te trekken over hetgeen in 
het algemeen bereikbaar is. 

44. De invloed v a n  den worm van den vleugel. 

In het bovenstaande is gebleken, dat de waarde van 
den coefficient c2, doch in het bijzonder ook zijn teeken 
van belang is. Is hij positief, dan zal, teneinde den gein- 

In fig. 3 is het verschil in geinduceerden weerstand 98 

10 

'' 

duceerden weerstand hij positieve ca te verminderen, den 0.001 M o s  
vleugel een negatief verloop van den invalshoek gegeven tic.,,,, 
moeten worden, m.a.w. de invalshoek zal naar h i t e n  toe 
moeten afnemen. Voor neQatieve waarden van C? is daaren- 

~i~ 3. Vcrscbil in geinduceerden weerstand 
tusschen de vleugel met elliptische circulatiever- 

tegen het omgekeerde het -geval. 
De waarde en het teeken van cz zijn afhankelijk van 

den vorm van den vleugel en van dien van het verloop 

deeling (cwi  < I I )  en vleugels van een bcpaalden 

~ ~ ~ ~ ~ ' ~ ~ a , ~ ~ ~ ~ ~ ~ C ( 2 d ~ ~ g ~ ~ , ) h e t  
0- - - - 0 :  omhullende. 

van den invalshoek. Zijn waarde kan alleen door voor 
ieder geval afzonderlijk uit te voeren berekeningen bepaald worden. Het lijkt echter we1 mogelijk. zij 
het dan ook op  grond van eenigszins speculatieve beschouwingen, in algemeene trekken het verband 
tusschen zijn teeken en den vorm van den vleugel aan te geven. Voor zoover men zich beperkt tot 
in de praktijk voorkomende vormen van het invalshoekverloop (lineair of nagenoeg lineair). zal dit 
teeken hoofdzakelijk afhankelijk zijn van het verloop van de vleugelkoorde, dus van den vleugelvorm 
in engeren zin. 

Van den elliptischen vleugel is bekend. dat hij in niet-getordeerden toestand den minimum 
geinduceerden weerstand heeft. Ieder verloop van den invalshoek geeft dus steeds een vermeerdering 
van cwl. Boven werd gevonden, dat dit alleen het geval zal zijn bij vleugels, waarvoor cz=O is. V o o r  
den elliptischen vleugel is dus steeds ct=O. 

Bij de in punt 43 besproken voorbeelden bleek voor den daar beschouwden, sterk tapschen 
vleugel c2 een negatieve. voor den minder tapschen daarentegen een positieve waarde te hebben, 

Deze feiten. te zamen met een nog volgende aerodynamische beschouwing, doen vermoeden, 
dat. wat  het teeken van c2 betreft, de volgende uitspraak gerechtvaardigd is. 

voor vleugels, waarbij in niet-getordeerden toestand de circulatieverdeeling V O O ~  het 
buitendeel voller (resp. minder vol) is dan de elliptische, zal c2 positief (resp. negatief) zijn. 

De groep (circulatieverdeeling voller dan de elliptische) omvat de rechthoekige en  

Aerodynamisch kan dit als volgt verklaard worden. Bij een niet-getordeerden. rechthoekigen of 

eerste 
weinig tapsche vleugels, de tweede de sterk tapsche vleugels. 
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weinig-tapschen vleugel is de  circulatie aan het buitendeel relatief grooter dan bij de  overeenkomstige 
elliptische. Tengevolge hiervan is de  geinduceerde weerstand in eerstgenoemd geval grooter. Geeft 
men nu den vleugel een negatief verloop van den invalshoek. dan zal de  circulatie voor het buitendeel 
afnemen, de  circuiatieverdeeling dus naar de elliptische naderen en de  geinduceerde weerstand afnemen. 
In punt 41 werd besproken, d a t  dit typisch is voor vleugels met een positieve waarde van c?. 

Voor een sterk tapschen vleugel geldt een soortgelijke redeneering met het eenige verschil. 
dat  hier bij den niet-getordeerden vleugel de  circulatie aan het buitendeel relatief te laag is en dus 
een pos‘tief verloop van den invalshoek noodig is om een vermindering van cri te krijgen. 

45. D e  praktische heteekenis van het boven besprokene. 

451. Algemeen. 

Het bovenstaande geeft aanleiding tot eenige gevolgtrekkingen van praktisch belang. Evenals 
de  voorafgaande bespreking kunnen zij echter niet anders dan kwalitatief zijn. De vraag of de  ver- 
schillen veroorzaakt door den verloopenden invalshoek zoo groot zijn, da t  zij praktisch van beteekenis 
zijn, zal voor ieder geval afzonderlijk beschouwd moeten en meestal eerst na het uitvoeren van be- 
rekeningen beantwoord kunnen wordci.  

Een vleugel met verloopenden invalshoek kan zoowel op grond van aerodynamische als van 
constructieve overwegingen toegepast worden. Alleen de  eersten zullen nader beschouwd worden. 
waarbij dan als belangrijkste genoemd kunnen worden: verminderen van den geinduceerden weerstand, 
verkrijgen van langsstabiliteit en tegengaan van ongewenschte loslatingsverschijnselen. Uit den aard 
der zaak zal de  bespreking hier beperkt blijven tot de verandering in den geinduceerden weerstand. 
die het gevolg is van een, soms om andere redenen gewenschte. torsie van den vleugel. 

Opgemerkt dient nog te worden. dat  de  volgende beschouwingen. voor zoover zij betrekking 
hebben op  den invloed, die het teeken van den coeffxient cz heeft, gebaseerd zijn op de  in punt 41 
en 42 afgeleide en met zekerheid vaststaande resultaten. W a a r  echter gesproken wordt over den invloed 
van den vleugelvorm wordt uitgegaan van het in punt 44 besprokene, zoodat hierhij het daar reeds 
aangeduide voorbehoud geldt. 

452. Verloopende invalshoek om den geinduceerden weerstand fe verminderen. 

Vermindering van den geinduceerden weerstand voor alle waarden van cn is niet mogelijk. 
Door een juiste keuze van de  grootte van het verloop kan echter steeds (met uitzondering van den 
elliptischen vleugel) voor een zeker gebied van ca verbetering verkregen worden. Hierbij doen zich 
echter twee beperkingen voor. waarvan de  eene het gevolg is van de  wijze. waarop vergrooten van 
de  torsie ci$.i beinvloedt, terwijl de  andere samenhangt met den vleugelvorm. 

Bij vergrooting van het verloop van den invalshoek verschuift namelijk het gebied, waarin 
vermindering van cai optreedt. naar steeds hoogere waarden van ca. zoodat het tenslotte buiten het 
praktisch van belang zijnde gebied komt te liggen. Bovendien zal daarhij cwl bij lagere waarden van 
ca steeds toenemen. 

De tweede bepecking wordt gevormd door de  omstandigheid. dat  bij vleugels. waarvoor cz 
negatief is, A n  positief moet zijn om bij positieve waarden van ca een vermindering van cwi te ver- 
krijgen. Dit beteekent echter. dat  de invalshoek op  het buitendeel van den vleugel grooter moet 
worden dan in het midden. Er bestaat reden om te vermoeden, da t  ,,cz negatief” beteekent: sterk 
tapsche vleugels. Bij dergelijke vleugels is echter reeds in niet-getordeerden toestand de  aerodynamische 
invalshoek voor het buitendeel grooter dan in het midden 2 ) .  Positieve torsie van den vleugel, die 
een verdere vergrooting van dezen hoek geeft. kan dan bezwaren meebrengen. lmmers zal deze ten- 
gevolge kunnen hebhen. dat hij grooten invalshoek van den vleugel de  strooming aan het buitendeel 
het eerste loslaat. hetgeen een ongunstigen invloed op de  dwarsstabiliteit heeft. De toepassing van 
verloopenden invalshoek als middel om den geinduceerden weerstand te verminderen. zal in het alge- 
gemeen dus beperkt moeten blijven tot vleugels met positieve waarde van c?, waarschijnlijk dus tot  
rechthoekige en weinig tapsche vleugels, tenzij bij sterk tapsche vleugels het loslaten van de  strooming 
op het buitendeel door bijzondere maatregelen tegengegaan wordt. 

453. Verloopende invalshoek om Zangsstabiliteit te uerkrijgen. 

Verloopende invalshoek wordt bij staartlooze vliegtuigen toegepast als middel ter verkrijging 
van langsstabiliteit. Hierbij moet d e  vleugel o f  een positieven pijlvorm (vleugeluiteinden achter de 
middendoorsnede) en negatief verloop van den invalshoek o f  een negatieven pijlvorm en positieve 
torsie hebben. 

In eerstgenoemd geval zal d e  torsie van den vleugel een vermeerdering van den geinduceerden 
weerstand voor alle positieve waarden van ca meebrengen, wanneer cz negatief of nul is. Is daaren- 
tegen c2 positief, dan blijft deze vermeerdering beperkt tot een gebied in de  omgeving van c.=O en 
zal bij de  daar boven vallende positieve waarden van ca een vermindering optreden. Gebruik makend 

2, Zie om. de laatste in nwt 1 aangegeven publicatie. 
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van hetgeen in punt 44 besproken is over het verband tusschen het teeken van cz en  den vleugelvorm 
kan dus gezegd worden: stabiliseering door positieven pijlvorm en negatief verloop van den invalshoek 
zal in het algemeen bij sterk tapsche en elliptische vleugels een ongunstigen invloed hebben op  den 
geinduceerden weerstand. daarentegen zal zij bij rechthoekige en weinig tapsche vleugels een ge- 
deeltelijke verbetering kunnen geven. 

Voor het tweede wva l  (negatieve pijlvorm en positieve torsie) geldt. afgezien van den ellip- 
tischen vleugel, het omgekeerde. Voor dit type bestaat echter tot nu toe weinig belangstelling, waar- 
schijnlijk als het gevolg van andere bezwaren, die het naar buiten toe vergrooten van den meetkundigen 
invalshoek meebrengt (minder gunstige verdeeling van de  vleugelbelasting, vergrooten van de  moge- 
lijkheid van loslaten van de  strooming aan het buitendeel van den vleugel bij groote invalshoeken). 
Er bestaat dus geen reden er hier nader op in te gaan. 

454. Verloopende invalshoek om ongewenschfe loslating fegen fe gaan. 

Voor zoover dit verschijnsel niet het gevolg is van de  aanwezigheid van verstorende lichamen 
(b.v. motorgondels aan den vleugelneus of van eeil ongunstigen profielvorm van het buitendeel van 
den vleugel), zal het loslaten van de  strooming bij groote invalshoeken alleen bij sterk tapsche vleugels 
aan het buitendeel van deze beginnen. Het is in beginsel mogelijk Xierin verbetering te brengen door 
den vleugel een negatief verloop van den invalshoek te geven. Dit zal echter, waar c1 hier negatief 
is, steeds een vermeerdering van den geinduceerden weerstand voor alle positieve waarden van ca 
veroorzaken. 

5.  Profielweerstand. 

In sommige gevallen kan het bovenstaande voor een deel zonder meer op den profielweerstand 
toegepast worden. Hiertoe is noodig, dat voor alle elementen van den vleugel de  coefficient ervan 
benaderd kan worden door: 

c,ym=do+di ae2 (11)  

Hierin zijn: 

cWm 
do, d,=positieve constanten. die. afgezien van een geringen invloed van het Reynolds'sche ge- 

tal. alleen afhangen van den profielvorm, 
a, =effectieve of aerodynamische invalshoek. zijnde het verschil tusschen de meetkundige en 

de  geinduceerde invalshoek (resp. a, en ai) .  

Zooals in punt 2 en 31 besproken werd (zie ( 1  ) en ( 3 )  ) zijn us en a; beiden lineair afhankelijk 
van a en A a. Dit geldt dus ook voor a,. Uit ( 11 ) volgt nu, dat  de  profielweerstand van het element 
geschreven kan worden in den algemeenen vorm: 

=coefficient van den profielweerstand van het element, 

F3(x,a,Aa)=fs(x)+a'fs(x)+2~Aaf7(x)+3a2fs(x) (12)  

(13) 

( 1 4 )  

Integreeren en bepalen van den coefficient van den profielweerstand voor den geheelen vleugel leidt 
dan tot: 

Door elimineeren van a uit  ( 4 )  en (13) wordt tenslotte als eindresultaat verkregen: 

csp = eu + e, a2 + 2e2 a d  a + ea d u2 

cwp=g0 + g1 CaZ + 29. Ca L I f Z  + g3 Lfaz 

Over d e  hierin voorkomende coefficienten g kan het volgende worden opgemerkt. 
Uit de  boven schematisch aangeduide afleiding volgt. dat  go en gl alleen afhankelijk zijn van 

d e  in ( 1  I ) voorkomende coefficienten en van den vorm van den vleugel, g2 en ga bovendien ook van 
den vorm van het verloop van den invalshoek. W a t  de  coefficienten do en di  betreft heeft d e  eerste 
alleen invloed op de  waarde van go, de tweede op die van gi t/m 93. 

Evenals dit bij den geinduceerden weerstand het geval was, kunnen ook hier eenvoudige be- 
schouwingen uitsluitsel geven over het teeken van sommige der coefficienten. De niet-getordeerde 
vleugel met lift nul (da=O. c,=O) zal een positieve profielweerstand hebben. waaruit volgt. dat go 
steeds positief zal zijn. Hierbij is a, nul voor alle elementen. Geeft men den vleugel nu een invalshoek 
a. terwijl Aa=O blijft, dan zullen zoowel ca als ae van nul verschillen. Volgens (11 )  wordt dan de 
profiefweerstand van d e  elementen en dus ook die van den geheelen vleugel grooter. Uit (14 )  blijkt 
dan, dat  ook gl steeds positief zal zijn. 

Vergelijkt men den niet-getordeerden vleugel ( A  u = O )  met den getordeerden ( A  u # 0 )  ,beiden bij c,=O, 
dan is bij den eerstena,overalnul, bij den laatsten daarentegen deels grooter. deels kleiner dan nul. Bijgevolg 
is de  profielweerstand in laatstgenoemd geval ( d a # O )  grooter. ge zal dus  steeds positief moeten zijn. 

De uitdrukking voor den profielweerstand (14)  heeft, afgezien van de  constante term go, ge- 
heel denzelfdeo vorm ais die voor den geinduceerden weerstand ( 7 ) .  De in punt 41, 42 afgeleide 
resultaten en d e  daaruit voortvloeiende in punt 45 besptoken gevolgtrekkingen gelden dus  ook hier, 
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tenminste voor zoover daarbij sprake is van den invloed van de  coefficienten (daar: CI t/m ca, hier: 
gl t/m g 3 )  op de  weerstandsverandering bij torsie van den vleugel. Een eenvoudig verband tusschen 
den vleugelvorm en het teeken van den belangrijksten coefficient, zooals dat in punt 44 besproken 
werd, bestaat hier niet. Het is dus niet mogelijk in het algemeen aan te geven. welke rol de vorm 
van den vleugel hier speelt. Voorts dient er op gelet te worden. dat  bij den profielweerstand steeds 
het constante deel go optreedt, terwijl een overeenkomstige term bij de geinduceerde niet voorkomt. 

Bij de bovenstaande beschouwingen werd uitgegaan van de veronderstelling. dat  de profielweer- 
stand der elementen in den vorm ( 1 1  ) benaderd kan worden. Dit is zeker het geval voor symmetrische 
profielen bij niet a1 te groote waarden van up. Ook voor andere profielen kan een dergelijke be- 
nadering toelaatbaar zijn. Meestal zal daarbij echter in ( 1  l ) ook een eerste-machts-term in ae aan- 
genomen moeten worden, met het gevolg. dat  in (14)  termen zullen optreden, die lineair zijn in ca 
en d a .  Een dergelijke meer gecompliceerde vorm voor cwp kan op soortgelijke wijze onderzocht 
worden als hier voor de meer eenvoudige geschiedde. Daarop zal hier echter niet nader worden 
ingegaan. 

6. Samenvatting. 

a. De geinduceerde weerstand van een vleugel met verloopenden ir,valshoek kan gegeven worden 
in den vorm 

A n  is een maat voor de torsie van den vleugel. cl, cz en cs zijn constanten, die afhankelijk 
zijn van den vorm van den vleugel en van de  wijze, waarop de invalshoek over de vleugei- 
breedte verloopt, doch onafhankelijk van de door d a  bepaalde grootte van dit verloop en van 
den liftcoefficient ca (punt 3).  

b. Door verloopenden invalshoek wordt steeds, behoudens in het onder d te noemen geval, de 
geinduceerde weerstand voor sommige waarden voor ca vermeerderd. voor andere verminderd. 
In de omgeving van c,=O wordt cwi er steeds door vergroot. Het is mogelijk om door torsie 
voor alle positieve waarden van ca civi te vergrooten, echter niet om haar over dit geheele 
gebied te verminderen (punt 41) .  

c. Bij een gegeven vorm van den vleugel en van het verloop van den invalshoek bestaat voor 
iedere waarde van ca een bepaalde A n ,  die den geinduceerden weerstand minimum maakt. 
Deze waarde van d u  is echter afhankelijk van die van ca. De meest gunstige toestand kan 
dus slechts bij een waarde van ca bereikt worden. Als regel is ook dan nog de geinduceerde 
weerstand grooter dan die van den vleugel met elliptische circulatieverdeeling (punt 42 ) .  

Een uitrondering op het onder b en c besprokene vormen die vleugels. waarvoor cY=O is. 
Daarbij wordt door verloopenden invalshoek de  geinduceerde weerstand steeds vergroot voor 
alle waarden van c. (punt 41) .  

Het teeken van het verloop van den invalshoek, dat  gegeven moet worden om in een bepaald 
geval vermindering van den geinduceerden weerstand te verkrijgen, hangt af van dat  van den 
coefficient cz (punt 4 1 ) .  

Er bestaat reden om te vermoeden, dat  voor vleugels met een lineair of ten naaste bij lineair 
verloop van den invalshoek. het volgende verband bestaat tusschen den vorm van den vleugel 
eenei- en het teeken van c? en dat van het onder e bedoelde verloop anderzijds: 

voor rechthoekige en weinig tapsche vleugels is cz positief en moet A a  negatief zijn om, voor 
zoover mogelijk. den geinduceerden weerstand bij positieve ca te verminderen; voor sterk 
tapsche vleugels daarentegen is c2 negatief en moet d a  positief zijn om dit resultaat teverkrijgen. 

De grens tusschen beide groepen wordt gevormd door den elliptischen vleugel, voor welken 
c,=O is en waarbij ieder verloop van den invalshoek een vermeerdering van den geinduceerden 
weerstand meebrengt (punt 44) .  

De verkregen uitkomsten laten kwalitatieve gevolgtrekkingen toe over den invloed van den 
verloopenden invalshoek voor de gevallen. waarin deze toegepast wordt om den geinduceerden 
weerstand te verminderen, langsstabiliteit te verkrijgen of ongewenschte loslatingsverschijnselen 
tegen te gaan (punt 45). 

In sommige gevallen kan hetgeen afgeleid werd V O O ~  den geinduceerden weerstand zonder 
meer ook toegepast worden op den profielweerstand. Een eenvoudig verband tusschen de  weer- 
standsverandering en den vleugelvorm kan hier echter niet gegeven worden (punt 5) .  

cwi=c1 c 2  + 2c2 Ca d a  + c3 Llaz 

d. 

e. 

f. 

8. 

h. 



Definities. 

1 I5 

BIILAGE. 

a. 

b. 

C. 

d. 

e. 

f. 

8. 
k. 

Een element van den vleugel wordt aangegeven door d e  coordinaat x, zijnde zijn afstand van 
het midden van den vleugel. 

De ..meetkundige inualshoek van een element van den uleugel” o g ( x )  is de  hoek tusschen dt- 
lijn van nul-lift van het profiel van dit element en de  richting van de  ongestoorde strooming. 
d.w.z de  strooming op grooten afstand voor den vleugel. 

Een ..gefordeerde uleugel” of ,,uleuge/ met uerloopenden inualshoek” is een vleugel, waarbij de 
meetkundige invalshoek, als gedefinieerd onder b, niet voor alle elementen dezelfde waarde 
heeft. 

De ..inualskoek van d e n  uleugel” u is de  meetkundige invalshoek van het in het midden van 
den vleugel gelegen element. 

De .,uorm van den vleugel” omvat, met uitzondering van d e  meetkundige invalshoeken der  
elementen, alle grootheden, die invloed hebben op de  circulatieverdeeling. 

De ,,uerdraaiing van een element’, a , ( x )  = r r , ( x ) A u  is het verschil in meetkundigen invalshoek 
tusschen het beschouwde element en da t  in het midden van den vleugel. 

Het ..uer/oop van den inualskoek” omvat de in f gegeven verdraaiing voor alle elementen. 

Bij het onder g genoemde verloop worden onderscheiden de  ,,vorm” uc(x) en de  ..groofte” 
A a  ervan. De eerste, die een functie van x is. geeft de verdraaiing van de  verschillende ele- 
menten, echter zoodanig gelijkvormig vergroot of verkleind. dat  deze voor een bepaald element, 
b.v. dat  aan het uiteinde van den vleugel de  waarde 1 heeft. De tweede is dan een constante 
factor, bepaald door de  werkelijke verdraaiing van laatstgenoemd element. 
W a t  het teeken betreft zal aangenomen worden. da t  u,(x) steeds geheel of overwegend positief 
is. OF de  vleugel een positief dan we1 een negatief verloop van den invalshoek (of we1 posi- 
tieve of negatieve torsie) heeft, hangt dus af van het teeken van A a .  

Opgemerkt dient te worden, dat  de  definitie c insluit, dat  niet iedere vleugel, waarvan d e  o p  
de gewone wijze op de  koorde gemeten invalshoek een constante of niet-constante waarde heeft. 
respectievelijk een niet-getordeerde of getordeerde vleugel is. Ook de hoek tpsschen d e  koorde en  
de  lijn van nul-lift voor het profiel moet hierbij in rekening gebracht worden. 
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RAPPORT A. 589. 
De tunnelcorrectie voor een schroef in een .,gemengden” tunnel, 

U i t t r e  k sel. 
8 

a. 
Behandeld wordt het gedrag van een schroef in een windtunnel, waarbij de  begrenzing van 

het voorste deel van den luchtstroom gevormd wordt door een vasten wand, die van het achterste 
deel door een oppervlak van constanten druk. D e  schroef bevindt zich in het scheidingsvlak tusschen 
beide deelen (fig. 1 ) .  

b. 
Uitgegaan wordt van veronderstellingen aansluitend bij die van de  eenvoudige straal-theorie 

(Froude-R.ankine) van d e  schroef. De betrekkingen tusschen de  drukken en snelheden in d e  in fig. 1 
aangegeven doorsneden worden dan gegeven door ( 6 )  t/m ( l l ) ,  die na ehmineeren van de  drukken 
overgaan in (12)  t/m (14 ) .  (21)  t/m (23) zijn de  oplossingen van deze vergelijkingen. 

c. Tunnelcorrectie (punt 4). 
De correctie voor den invloed van d e  beperkte doorsnede van den luchtstroom bestaat, evenals 

bij de schroef in een gesloten tunnel. uit een correctie op de  windsnelheid. De gecorrigeerde snelheid 
is gegeven door (26) .  

d. Bijzonderheden (punt 5, 6). 

van de  tunnelsnelheid v,. de  parameter 2 en de  gereduceerde trek t. 

Deze is gegeven door (29) .  

e. Getallenvoorbeelden (punt 7). 

(fig. 4) en voor veranderlijke 1 (d /D)  bij constante t (fig. 5 ) .  

f. 

De verschillen tusschen beide gevallen blijken gering te zijn. 

8. Conclusies (punt 9). 
De hier beschouwde opstelling van d e  schroef in een gemengden tunnel is, wat correctie betreft. 

minder gunstig dan die in een vrijstraal en biedt geen voordeel boven die in een gesloten tunnel. 
Het is van belang ook het vraagstuk in zijn meer algemeenen vorm. waarbij de  schroef verder 

naar  achteren opgesteld is. te onderzoeken. omdat in een vrijstraaltunnel toch steeds vo6r de  schroef 
een vaste begrenzing van den strooming aanwezig zal zijn. 

h. Notaties. 

einde van het rapport. 

Omvang van het hier beschouwde vraagstuk (punt 1).  

Vergelijkingen fer bepaling v a n  de snelheden (punt 2, 3, 5). 

De snelheden in de  verschillende doorsneden en d e  gecorrigeerde snelheid hangen alleen af 

Er bestaat een grenstoestand, waarbij de  snelheid in den ring buiten de  schroef nul wordt, 

Het verloop van de  snelheden werd berekend voor veranderlijke t bij constante I(d/D) 

Vergelijking met gesloten tunnel  (punt 7e). 
De gecorrigeerde snelheid wordt vergeleken met die voor een gesloten tunnel (fig, 4b. 5b).  

Voor de beteekenis der gebezigde notaties kan verwezen worden naar  de  opgave aan het 

RAPPORT A. 589. 
L’influence des parois pour une hilice propulsive dans une soufflerie i parois mixtes. 

R 6 s u m  e. 
a. Etendue du probleme trait6 ici (point 1).  

Linfluence d e  la veine limitee d e  la soufflerie est discutke pour !e cas de  parois fixes en 
avant et d’une surface libre en  arriere, l’helice &ant situee dans la section de transition (Fig. 1 ) .  

b. 
Partant des suppositions d e  la theorie d e  I’helice ideale (Froude-Rankine) les relations (6) 

jusqu’i (11) entre les vitesses et les pressions dans les sections, indiquees par la figure 1, sont  
etablies. Par elimination des pressions elles sont transformees en (12)  jusqu’a (14) .  dont (21)  
jusqu’ii (23) sont les solutions. 

c. Correction pour I’influence de la veine limitee (point 4). 

limitee est une correction sur la vitesse. La vitesse corrigee est donnee par i26).  

Equations pour determiner les vitesses (point 2. 3, 5). 

Comme dans le  cas^ d’une soufflerie 21 parois fixes. la  correction pour I’influence de la  veine 
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d. 

que de  la vitesse de la soufflerie VI, du parametre 1 et de  la traction rkduite t. 

dgtermink par (29).  

e. Exemples numkriques (point 7). 

de  d ( d / D )  (Fig. 4 )  que pour une valeur variable de  i ( d / D ) ,  t etant constante (Fig.  5). 

f. 

entre les resultats sont de  peu d’importance. 

8. Conclusions (point 9). 
A point de  vue de correction le cas consider6 d’une helice dans une soufflerie 6 parois mixtes 

est defavorable a la montage dans une veine libre et de meme valeur que celle dans une soufflerie 
a parois fixes. 

I1 serait important d’etudier aussi le probleme sous la forme plus generale l’helice etant situee 
dans une section auelconque de la partie 6 surface libre. parceque toute soufflerie a veine libre doit 

Discussion des  resultats (point 5, 6). 
Les vitesses dans les sections, indiquees par la figure 1 ,  et la vitesse corrigee ne dependent 

L’etat critique, pour lequel la vitesse dans la section annulaire autour de l’helice est zero. est 

Les vitesses ont et& calculees tant pour des  valeurs differentes de  t et une valeur constante 

Comparaison avec la soufflerie a parois fixes (point 7e ) .  
La vitesse corrigee fut  comparee avec celle d’une soufflerie 2 parois fixes. Les differences 

avoir des parois fixes partielles. 

h. Symboles. 
T =coefficient de  traction, c =- 

T e n z d 4  
d = diametre de  l’helice, 
n = nombre de  revolutions, 
p = pression, 

-traction reduite, t =-- 

v = vitesse, 
D = diametre de la soufflerie, 

1 O= ---z D2=surface de la section de la soufflerie, 4 
1 S = --z d?=surface du c e d e  de I’helice. 
4 

2 T  
@ SV,’ 

T = traction de  I’helice, 
V = vitesse corrigee (voir c ) ,  

= densite de  l’air. 

Indices. 
1. 2, 3. 4: dansles sections,indiquees par la figure 1. 

S : dans le souffle de l’helice, 
N : helice dans une veine illimitee, 
9‘ : pour I’etat critique (voir d ) .  

REPORT A. 589. 

The wall interference for a propeller in a mixed windtunnel. 

S u m m a r y .  

a. 
The  behaviour of a propeller in a windtunnel is discussed for the case in which the flow in 

front of the propeller is constrained by a cylindrical fixed wall. whereas downstreams it is bounded 
by a surface of constant pressure. The  propeller is situated in the section between these two parts 
(fig. 1 ) .  

b. Velocity equations (point 2, 3. 5). 
By application of the axial momentum theory the relations (6)  till ( 1  1 ) between the velocities 

and pressures in the sections indicated in fig. 1 are obtained. Elimination of the pressure leads to 
(12)  till ( 1 4 ) ,  the solution of these equations is given by (21) till (23)  

c. 

may be applied by introduction of an equivalent free air speed, which is here given by (26). 

d. 

the windtunnel speed vl. the parameter i and the reduced thrust t only. 

is zero. It is given by (29) .  

Extend of the problem treated here (point 1). 

Correction for  interference (point 4). 
As in the case of a propeller in a windtunnel with a closed working section the correction 

Discussion of results (point 5, 6) 
The  velocities in the sections mentioned above and the equivalent free air speed depend on 

A limiting state exists, in which the velocity in the annular space surrounding the propeller 
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e. Numerical examples (point 7). 

and for different values of i ( d i D )  at  constant t (fig. 5).  

f .  

section (fig. 4b, 5b) .  T h e  results differ only slightly. 

g. Conclusions (point 9) .  
As regards interference the arrangement for testing propellers considered here is less favourable 

than a free jet and has no advantages over a closed working section. 
A study of the more general problem. in which the propeller is situated in an  arbitrary section 

of the ..free jet part’’, would be of interest as in a free jet tunnel part of the flow is always con- 
strained by fixed walls. 

h. Notation. 

T h e  velocities have been calculated both for different values of t a t  constant 1 ( d / D )  (fig. 4 )  

Comparison with closed funnel (point 7e). 
T h e  equivalent free air speed is compared with that for a windtunnel with closed working 

T h e  symbols used in the report have the following meaning: 
T T = thrust, c = --=thrust coefficient, 

T e n 2 d 4  V = equivalent free air speed, 
d = diameter of propeller. 
n = revolutions per second, 
p =pressure, 

v = axial velocity. 
D = diameter of windtunnel, 

0 = -n D*=area of tunnel section, 

s = 1  n d2=area of propeller disc, 

1 
4 

4 

e =mass  density of air. 

Sufjices: 
1, 2, 3, 4: in the corresponding sections ( a s  in- 

dicated in fig. l ) ,  
S : in the slipstream. 
m 
gr : in the limiting state (see under d) .  

: propeller in unrestricted flow ( D = w ) .  

BERICHT A. 589. 

Die Windkanalkorrektur f u r  einen Propeller in einem ,,gemischten” Windkanal. 

Z u  s a m  m e n  f a ssun g. 

a. 
Betrachtet wird die Wirkung eines Propellers in einem Windkanal,  wobei der Luftstrahl vorn 

durch Wande ,  hinten durch eine freie Oberflache begrenzt wird. Der  Propeller steht dabei in der 
Trennungsebene zwischen diesen beiden Teilen (Abb. 1 ).  

6. 
Auf Grund der einfachen Strahltheorie ( Froude-Rankine) des Propellers werden die Gleichungen 

( 6 )  bis ( 1 1 )  aufgestellt, die die Beziehungen zwischen die Geschwindigkeiten und Drucke in den 
in Abb. 1 angedeuteten Querschnitten angeben. Durch Elimination der Drucke gehen sie in die 
Gleichungen ( 1 2 )  bis (14) iiber. deren Losungen von (21)  bis (23) gegeben sind. 

E. Windkanalkorrektur (Punkt 4). 
Der Einflusz der beschrankten Abmessungen des Luftstrahles laszt sich, wie beim geschloszenen 

Kana], in eine Korrektur auf die Geschwindigkeit ausdrucken. Die korrigierte Geschwindigkeit wird 
von (26)  gegeben. 

d .  
Die Geschwindigkeiten in den oben erwahnten Querschnitten. sowie die korrigierte Geschwin- 

digkeit. sind nur abhangig von der Windkanalgeschwindigkeit VI ,  dem Beiwert 1 und dem reduzierten 
Schub t. 

Der  Grenzfall, in dem die Geschwindigkeit in dem Kreisring auszerhalb des Propellers Null 
wird. ist durch (29)  bestimmt. 

e. Zahlenbeispiele (Punkt 7). 

Beiwertes 1 (d /D)  (Abb. 5) fur je einen W e r t  von 2, (d /D) ,  bezw. v0n. t .  

Umfang des  behandelten Problems (Punkt 1 ) .  

Gleichungen zur  Bestimming der  Geschwindigkeiten (Punkt 2. 3. 5). 

Einrelheiten der  Losungen (Punkt 5, 6). 

Die Geschwindigkeiten wurden berechnet als Funktion des Schubes t (Abb. 4 )  und des 
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f. 

4b. 5b). Die Unterschiede sind nur unwesentlich. 

g. Folgerungen (Punkt 9). 
Die bier betrachtete Anordnung des Propellers ist. soweit Korrekturen betrifft. im Nachteil in 

Vergleich mit der in einem freien Strahl und hat der in einem geschloszenen Kanal gegeniiber keine 
Vorteile. 

Die allgemeinere Form des Problems, bei der der Propeller an einer willkiirlichen Stelle im Frei- 
strahlteil angeordnet ist. verdient Interesse, weil in jedem Freistrahl die Stromung teilweise durch 
Wande  beschrankt wird. 

h. Formelzeichen. 

Vergleich mit dem geschlossenen Windkanal (Punkt 7e). 
Die korrigierte Geschwindigkeit wird verglichen mit der fur einen geschlossenen Kanal ( Abb. 

Die im Bericht benutzten Formelzeichen haben folgende Bedeutung : 
T c =- -=Schubrahl, 

d = Durchmesser des Propellers. 
n = Drehzahl, 
p = Druck. 

T e n Z d r  

1T 

T = Schub. 
V= korrigierte Geschwindigkeit. 

0 - S  I ’ l Z d T m ’  
1 

, ,  I 

e =Massendichte der Luft. 
& I  

t =._- - reduzierter Schub, Zeiger: 

v = Axialgeschwindigkeit. 
D = Durchmesser des Windkanals, 

JZ D2= Flache des Windkanalquerschnittes. 
1 O=-  
4 

JZ d2= Schraubenkreisflache. 
1 s =-  
4 

1, 2, 3. 4: in den in Abb. 1 angegebenen Quer- e sv12 

schnitten. 
S : im Schraubenstrahl. 
N 

gr 
: Propeller in unbeschrankter Stromung. 
: im unter d angegebenen Grenzfall. 
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O v e r z i c h t .  
De invloed van de beperkte doorsnede van de luchtstroom bij proeven met schroeven in een windtunnel wordt 
besproken voor het geval, waarbij de voorste helft van de begrenzing hestaat uit een vasten wand. de achterste uit 
een oppervlak van constanten druk (vrijstraal). De uitkomsten worden vergeleken met die voor een gesloten tunnel. 

I n d e e l i n g .  
1. Inleiding. 2.  Veronderstellingen. 3. De vergelijkingen ter hepaling van de snelheden. a. Notaties. b. Eeni e 
eenvoudige betrekkingen. c.  Opstelling van de vergelijkingen. d. Oplossing van de vergelijkingen. 4. I% 
tunnelcorrectie. 5. Samenvatting van de uitkomsten. 6. Bespreking van de uitkomsten. a. Gnt ra le .  b. On- 
bepaalde waarden. c. De grenstoestand vz = 0. d. Gmplexe  waarden. e. Verhouding tusschen de snelheids- 
toenamen. 7. Getallenvoorbeelden. a. Algemeen. b. Grenswaarden voor d /D en t. c. De invloed van de geredu- 
ceerde schroeftrek t. d. De invloed van de relatieve middellijn d /D van de schroef. e. Vergelijking met uit- 
komsten voor een gesloten tunnel. 8. Opmerkingen. betrekking hebbend op  praktisch gebruik. 9. Samenvatting 

en conclusies. Notaties. Literatuur. 

I .  Inleiding. 

Wanneer een schroef in een windtunnel wordt onderzocht. zurlen in het algemeen de beperkte 
afmetingen van de  luchtstroom de  strooming en daarmee ook de eigenschappen van de  schroef be- 
invloeden. 

De gevallen, waarin de begrenzing geheel gevormd wordt door een vasten wand (gesloten 
tunnel) of door een oppervlak van constanten druk (vrijstraal), zijn in de literatuur behandeld (lit. 
1. 2. 4, 6 % ) .  In het eerste geval toont een op vereenvoudigende aannamen gebaseerde berekening, 
dat de  invloed van den tunnelwand geelimineerd kan worden door het aanbrengen van een correctie 
op de  windsnelheid. Word t  dezelfde methode toegepast op het tweede geval, dan blijkt daarbij deze 
correctie nul te zijn. Beide uitkomsten werden voor niet a1 te groote schroeven van normalen vorm 
door experimenteele resultaten behoorlijk bevestigd (lit. 2. 6) .  

Een zuivere vrijstraaltunnel. d.w.z. een tunnel, waarbij de geheele begrenzing van de strooming 
gevormd wordt door een oppervlak van constanten druk, is echter onbestaanbaar. In werkelijkheid 
wordt de  strooming zoowel voor als achter de vrijstraal steeds begrensd door vaste wanden. De 
vraag in hoeverre dit ..gemengd” zijn van de  begrenzing invloed heeft, werd tot nu toe niet behan- 
deld. In het volgende wordt een bijzonder geval beschouwd. waarbij blijkt. dat  deze invloed belang- 
rijk kan zijn. De begrenzing van het voorste deel van de  strooming wordt daarbij gevormd door een 
vasten wand, die van het achterste deel door een oppervlak van constanten druk. terwijl de  schroef 
zich in het scheidingsvlak tusschen beide deelen bevindt. Deze opstelling is weliswaar nog in zooverre 
geidealiseerd, dat  een vaste begrenzing om het achterste deel van de  strooming ontbreekt en voorts 
ook niet de  meest gebruikelijke. Zij geeft echter het voordeel. dat  zij een betrekkelijk eenvoudige 
behandeling van het vraagstuk toelaat. en is overigens ook niet geheel van praktisch belang ontbloot. 

Bij de  bespreking van de  resultaten wordt op sommige punten, die van theoretisch standpunt 
bezien belangwekkend zijn. wat verder ingegaan dan voor het bepalen van de  correctie noodzakelijk is. 

Tenslotte wordt de  verkregen uitkomst voor de  gecorrigeerde snelheid vergeleken met die voor 
den geheel gesloten tunnel. 

I )  De aanwi]zingen .,lit.” verwijzen naar de literatuuropgave aan het einde van het rapport. 
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2. Verondersfellingen. 

Aangenomen wordt. dat  d e  schroef opgesteld is in een luchtstroom van cirkelvormige doorsnede 
en we1 zoo. dat  de hartlijnen van schroef en luchtstroom samenvallen. De begrenzing van de  lucht- 
stroom wordt v6or het vlak van de  schroef. tot aan dit vlak, gevormd door een cylindrischen vasten 

wand (zie fig. 1 ),  bet overige deel door een oppervlak van 

__ yJ-%-+- _ _ _ _  

.- -..---y ! ..... 

Fig. 1. Schematische voorstelling van de op- 
stelling van de schrwf in den windtunnel. 
A : vaste wand, 
B : oppervlak van constante druk (,,vrij- 

C : schroefcirkel, 
1 t/m 4: doorsneden, waarin de snelheden en 

drukken beschouwd worden. 
Overzichf van de drukken en snelheden 

straal"). 

D ~ ~ ~ -  
mede ! ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ l f d r u k  1 snelheid 

buiten slipstroom ~ hinnen slipstrwm 
~.. ~- 

I I 

cons tan ten dru k. 
De veronderstellingen, die betrekking hebben op den aard 

van d e  strooming. komen in beginsei geheel overeen met die. 
waarvan d e  schroeftheorie van Rankine-Froude (lit. 3. 5)  
uitgaat, tevens ook met die, waarop de  in punt I aangeduide 
behandeling van het hier beschouwde vraagstuk voor andrre 
tunneltypen gebaseerd is. In het kort komen zij op het 
volgende neer. 

De schroef wordt vervangen gedacht door een dunne 
schijf. waarin d e  druk van de  erdoor stroomende lucht plot- 
seling vergroot wordt, terwijl de  snelheid onveranderd blijft. 
Deze druksprong heeft V O O ~  de  geheele schijf dezelfde waarde. 

De invloed van d e  radiale en tangentiale componenten 
van de  snelheid wordt verwaarloosd. 

Voor iedere doorsnede van de  strooming. die bij d e  
behandeling van het vraagstuk van belang is (zie punt 3a 
en fig 1 ), hebben zoowel binnen als huiten den slipstroom 
de  druk en de  axiale snelheid een constante waarde. De 
waarde binnen en huiten den slipstroom kunnen echter ver- 
schillend zijn. Onder  ,,slipstroom" wordt hier op de  ge- 
bruikelijke wijze het gebied verstaan, dat  ingenomen wordt 
door de  lucht, die door den schroefcirkel gestroomd is of in 
d e  toekomst er door stroomen zal. 

De invloed van samendrukbaarheid en wrijving wordt 
huiten beschouwing gelaten. 

3. 

a. Notaties. 

D e  vergelgkingen ter bepaling van d e  snelheden. 

Een overzicht van de  beteekenis der gebezigde symbolen is aan het einde van het rapport 
gegeven. Hierbij moet nog het volgende opgemerkt worden. 

V a n  belang zijn de drukken p en axiale snelheden v in de  vier in fig. 1 aangegeven doorsneden 
1 t/m 4. Hiervan Iiggen 1 en 4 op grooten afstand resp. voor en achter d e  schroef, terwijl 2 en 3 
doorsneden onmiddellijk voor en achter deze zijn. Druk en snelheid in genoemde doorsneden worden 
nu aangeduid met een index, die overeenkomt met het nummer van d e  doorsnede. W a a r  de  waarden 
binnen en buiten den slipstroom verschillend zijn, wordt voor eerstgenoemde bovendien de index s 
toegevoegd. 

Het zal later blijken, dat  de  verhoudingen van de  snelheden alleen afhankelijk zijn van twee 
dimensielooze parameters. De eerste van deze, 2 ,  is bepaald door het oppervlak van d e  tunneldoor- 
snede (0) en da t  van den schroefcirkel (S) :  

A=) I O  
0-s 

Voor praktisch gebruik is het eenvoudiger haar waarde uit te drukken in de  middellijnen van tunnel- 
doorsnede ( D )  en schroef ( d ) :  

~ 

1 
V 1 -  (d /D) '  

i= , 

De tweede parameter IS de ,.gereduceerde trek" t. die verkregen wordt door d e  trek T van de  
schroef te  deelen door het halve product van dichtheid van de  lucht (e) ,  oppervlak van den schroef- 
cirkel (S) en kwadraat van d e  tunnelsnelheid ( V I ) :  

Tusschen dere grootheid en den gebruikehjken trekcoefficient cT bestaat d e  betrekking: 
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b. Eenige eenvoudige befrekkingen. 
Uit  den opzet van het vraagstuk volgen onmiddellijk eenige eenvoudige betrekkingen tusschen 

sommige grootheden. Hierdoor kan het aantal variabelen reeds van den aanvang af niet onbelangrijk 
beperkt worden. 

Vanaf doorsnede 3 is d e  strooming begrensd door een oppervlak van constanten druk. Hieruit 
volgt. da t  buiten den slipstroom de  druk en dus ook de  snelheid in de  doorsneden 3 en 4 gelijk is. 

De afstand tusschen d e  doorsneden 2 en 3 is Leer klein. bijgevolg kan aangenomen worden. 
dat  buiten de  slipstroom voor beide druk en snelheid gelijk zijn. Hetzelfde geldt, voorzoover de  snelheid 
betreft. ook binnen den slipstroom. 

De doorsneden 1 en 4 worden verondersteld op grooten afstand voor, resp. achter d e  schroef 
te  liggen. De kromming van de  stroomlijnen mag hier dus verwaarloosd worden en d e  druk zal over 
de  geheele doorsnede dezelfde waarde hebben. Voor doorsnede 1 beteekent dit tevens constante snel- 
heid. In doorsnede 4 daarentegen heeft de  constante in de  vergelijking van Bernoulli binnen en buiten 
den slipstroom. tengevolge van den druksprong in den schroefcirkel. een verschillende waarde. zoodat 
hier d e  snelheden verschillend zullen zijn. 

Samenvattend leiden deze beschouwingen tot d e  betrekkingen: 
p2= p3=p. =p1. 
p'=pls 
vz=va=v4 (5 )  
v1=v1s 
v2s = v S r  

Deze resultaten zijn reeds verwerkt in het bij fig. 1 gegeven overzicht van d e  drukken en 
snelheden. 

c. Opstelling van de vergelqkingen. 
Voor het bepalen van het verband tusschen den schroeftrek en d e  tunnelsnelheid als bekenden 

eenerzijds en de  overige snelheden (desgewenscht ook de  drukken) als onbekenden anderzijds, be- 
schikt men nu over de  betrekkingen tusschen: 

druk en snelheid in de  verschillende gebieden; 
schroeftrek en druksprong in den schroefcirkek 
snelheid en doorsnede van d e  verschillende gebieden: 
toename van de  hoeveelheid van beweging van de door den tunnel stroomend2 lucht en d e  
krachten. die er op werken. 

voor het gebied buiten den slipstroom: 

voor het gebied binnen den slipstroom vo6r de  schroef: 

voor het gebied binnen den slipstroom achter de  schroef: 

D e  vergelijking van Bernoulli levert: 

p, +&( ,v , '=pz+?Qv2 ( 6 )  

PI+ 4 e VIS = pss + 3 e v2sz (7 )  

pa5 + 4 e v?sz= p2 + 1 e VIS2 ( 8 )  

S (  p,s-pss) =T ( 9 )  

(10) 

D e  druksprong in den schroefcirkel is gelijk aan den trek van de  schroef, gedeeld door het oppervlak 
van den schroefcirkel. dus: 

Uit de overweging. da t  door iedere doorsnede van den tunnel. in her bijzonder dus ook door 
1 en 2, dezelfde hoeveelheid lucht zal stroomen. volgt: 

o w =  ( 0 4 )  v2 + s vzs 
De toename van d e  hoeveelheid van beweging van de  per tijdseenheid door den tunnel stroomende 

lucht is gelijk aan de er op werkende krachten in axiale richting. De hoeveelheid beweging van de 
instroomende lucht is pOv,z. Voor het bepalen van deze grootheid voor de  uitstroomende lucht 
moeten d e  gebieden binnen en buiten den slipstroom afzonderlijk beschouwd worden. Bovendien moeten. 
daar de  oppervlakken in doorsnede 4 niet bekend zijn. d e  hoeveelheden lucht uitgedrukt worden in 
grootheden, die betrekking hebben op doorsnede 2. Zij zijn. resp. voor binnen en buiten den slipstroom. 
eSv,, en e ( 0 - S ) ~ ~ .  De hoeveeiheid van beweging in doorsnede 4 is dan. eveneens voor beide 
luchthoeveelheden afzonderlijk, e S en e (O-S)v2 .  De krachten, die op de lucht werken. zijn 
d e  schroeftrek T en  de resultante van de op het oppervlak werkende drukken O(pI-pI).  Bij dit 
laatste dient opgemerkt te worden, dat de  druk pz niet alleen werkt in de doorsnede 4, doch tevens 
op  het begrenzingsvlak van d e  straal tusschen de  doorsneden 3 en 4. vandaar. da t  hier ook 0 als 
oppervlak In rekening gebracht moet worden. Met invoering van de  hier besproken waarden wordt 
d e  vergelijking voor d e  hoeveelheid van beweging: 

e Svssvir + e( O-S)vzz-e 0 vi'=T + O(  pl-pz) (11 1 
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d. Gplossing van de vergelijkingen. 
Door elimineeren van de  drukken p met behulp van d e  vergelijkingen ( 6 )  t/m (8) en gelijk- 

tijdige invoering van d e  door ( 2 )  en (3) gedefinieerde grwtheden 1 en t gaan d e  vergelijkingen 
( 9 )  t/m ( 1 1 )  over in: 

vrs2-vzz=tvl’ (12)  
vz + (-12- 1 )vzs=12v1 (13) 
2 ( P -  1 )v*,v*, +( 2-.P)v2=1* VI* + (22-1 ) t V l *  (14)  

Invoering van vZb uit (13) en t uit (12)  in ( 1 4 )  leidt nu tot: 

( V & r - V 2 )  * = I . (  v4s-v1)? (15) 
1 is een steeds positieve grootheid. Bij positieven trek van d e  schroef zal vm steeds grooter dan v1 
en ook grooter dan vz zijn. terwijl bij negatieven trek het omgekeerde het geval is. (15)  mag dus  
steeds vervangen worden door: 

VIS--V2 =%( VIS-VI ) 
of v2= ( 1 - - 1 ) v , ~ + ~ v ~  (16) 

L( 2-2) v&-2-1( 1 -2.)vzv~r- (2 .2  + t)v?=O 
Bij invoering van deze waarde in (12)  gaat zij over in de  vierkantsvergelijking in vis: 

met als wortel: ’ 2-1- 
1 - 1 + p t +  -.-t 

(17)  
1. - v,s=v, 2--1 

Het  teeken wer3 hier gekozen op grond van d e  overweging. dat  voor t=O V I ~ = V ~  moet 

Uit (16) en (13) volgen nu achtereenvolgens de uitkomsten voor vz en vas: 
worden. 

2-2. 1 + ( 1 - 4 )  y 1  + -.j-- t .. -___ vz=v1- -- 2--1 ‘- 2-2 
1 + L A * + )  1 + ~1 t 

4. D e  funnelcorrectie. 

Bij iederen toestand van d e  schroef in den tunnel kan nu een overeenkomstige aangegeven 
worden i n  een onbegrensde strooming. Teneinde vast te stellen op welke punten overeenstemming 
moet bestaan om te mogen spreken van overeenkomstige toestanden. moet voor het oogenblik d e  
werkelijke schroef en niet de  in punt 2 ingevoerde denkbeeldige schijf beschouwd worden. De ver- 
onderstellingen. da t  d e  doorstroomsnelheid voor den geheelen schroefcirkel een constante waarde 
heeft en dat  d e  invloed van den tangentialen component van d e  snelheid buiten beschouwing kan 
blijven. worden echter aangehouden. Vergelijkt men nu de  schroef in den tunnel en een gelijke schroef 
in de  onbegrensde strooming bij hetzelfde toerental. dan blijkt, dat  wanneer d e  doorstroomsnelheid 
door den schroefcirkel dezelfde waarde heeft, ook trek en moment voor beide schroeven gelijk zullen 
zijn. Immers voor alle overeenkomstige elementen van beide schroeven zijn dan grootte en richting 
van de relatieve snelheid gelijk. De eenige vraag, die nu overblijft, is: welke betrekking bestaat e r  
dan tusschen d e  tunnelsnelheid v1 en de snelheid V op grooten afstand voor de  schroef in d e  onbe- 
grensde strooming ? 

Voor het eerste geval is het verband tusschen tunnelsnelheid en doorstroomsnelheid gegeven 
door (19) .  Deze betrekking geldt echter ook voor her tweede geval. d e  onbegrensde strooming. Daarbij 
is dan echter 0 oneindig groot. dus, zooals uit ( 1 )  volgt, 1=1.  Verder moet de  tunnelsnelheid vI 

of, daar de trek in beide ge- vervangen worden door de  gevraagde snelheid V en  t door t,=-- 

vallen gelijk is, door tm=-- t. Dit levert: 

2T 
@SVZ 

VI2 

VZ 

v * , , = - ( l + f I + * ~ )  V 
2 

Volgens het boven besprokene moet deze waarde gelijk zijn aan die voor de schroef in den 
tunnel ( ~ 2 ~ ) .  dus: 
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Oplossing hiervan naar V geeft: 

Het corrigeeren van de  uitkomsten van tunnelproeven met een schroef bestaat dus in dit geval. 
evenals in  da t  van een schroef in een gesloten tunnel. uit het berekenen van d e  .,gecorrigeerde snel- 
heid" V. Deze is de  snelheid van de  onbegrensde strooming. waarbij de  schroef. bij hetzelfde toerental. 
denzelfden trek en hetzelfde moment zal geven als in den tunnel. Opgemerkt moet hierbij worden. 
dat  dus d e  op het toerental betrokken trek- en momentencoefficient door deze correctie niet gewijzigd 
worden, echter we1 V/nd en het nuttig effect. 

5. Samenvatting van d e  uifkomsfen. 

De in de  beide voorgaande punten verkregen uitkomsten kunnen als volgt worden samengevat: 
Bij een trek T van de  schroef en een snelheid VI in den tunnel zijn de  snelheid in den 

schroefcirkel (vZs) ,  die buiten den schroefcirkel ( V Z )  en die in den slipstroom op grooten afstand 
achter de  schroef (vss) achtereenvolgens gegeven door: 

i 2-2 
/ l + - - t  

V i  ( 1  + a )  (2Xj - - - '  (21)  
r? 

1 +,?-r?2+ 1 
V2r - .. ~. ~ 

Hierin beteekenen dan 

en 

De snelheid V. waarbij d e  schroef in een onbegrensde strooming bij hetzelfde toerental denzelfden 
trek en hetzelfde moment zal geven. volgt uit: 

Hierin hebben vzs en t de  resp. door (21) en (25) gegeven waarden. 

6. Bespreking van de uitkomsten. 

a. Confrde.  
De meest V O O ~  de hand liggende contrdle op de  verkregen uitkomsten is het invoeren ervan 

in d e  vergelijkingen (12)  t/m (14)  of ( 6 )  t/m ( 1 1 ) .  Deze behoeft hier niet nader besproken te 
worden. Een andere weg om althans een indruk van de juistheid van deze uitkomsten te krijgen is 
na  te gaan. welke waarden zij aannemen voor O= m. dus i = 1 .  Immers dan moeten zij overeenkomen 
met die voor d e  schroef in een onbegrensde strooming. 

Bij invoering van 1=1 in (21) t/m (23)  en (26)  wordt verkregen: 

Inderdaad komen de  
(lit. 3, 5) oplevert. terwijl 

waarden voor vIS en vls overeen met die. welke de theorie van Froude 
ook de  beide andere het verwachte resultaat geven. Her eerste btijkt 
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nog duideliiker, wanneer men niet d e  snelheden zelf, doch hun verschillen met VI beschouwt: 
__ V?S--V1- 

---_4(-1+1/1+t) 
V1 

b. Onbepaalde waarden. 
0 
0 Voor % = 2  krijgen d e  uitkomsten (21)  t/m (23)  den vorm - en worden zij dus onbepaald. 

Behandelt men deze onbrpaalde vormen op d e  gewone wijze (differentieeren van teller en 
noemer afzonderlijk naar  i en daarna invoeren van % = 2 )  dan is het resultaat: 

V2S 1 
-=1+-t  

12 
%=2: 

V I  

V45- 1 
-~ - I + - t  
V1 4 

c. De grensfoestand vz=O. 

Laat men bij een gegeven schroef en constante snelheid van den tunnel t toenemen, dan neemt 
vas toe en v2 overeenkomstig af (zie b.v. fig. 4a j .  Tenslotte kan een toestand bereikt worden, waarbij 
vz=O is. Deze vormt een grens van het gebied. waarbinnen de  boven verkregen oplossing een 
mechanische beteekenis heeft. Immers vz=O beteekent. dat  alle lucht, die door den tunnel aangevoerd 
wordt. door den schroefcirkel zal stroomen. Het is denkbaar. dat  t nog verder opgevoerd wordt, 
waarbij dan door de  ring buiten den schroefcirkel lucht in. inplaats van uit den tunnel zal stroomen. 
Inderdaad geeft dan ook d e  verkregen oplossing een negatieve waarde voor v2. 

Toch bestaat er een belangrijk verschil in karakter tusschen den toestand. welke met deze 
oplossing overeenkomt. en dien. welke in werkeliikheid te verwachten is. Bij den eersten wordt namelijk 
verondersteld. da t  de  lucht ook in het gebied buiten den slipstroom hoofdzake.ijk in axiale richting 
zal stroomen. aan de  buitenzijde begrensd door een discontinuiteitsvlak. In werkelijkheid daarentegen 
zal d e  in den tunnel stroomende lucht van alle zijden toevloeien, zoodat de  betrekking (11)  haar 
geldigheid verliest. 

De toestand vz=O geeft dus zeker een grens aan,  waarboven d e  afgeleide correctiemethode 
niet meer gebruikt kan worden. Het lijkt echter gewenscht in de  praktijk te  zorgen er voldoende ver 
onder te blijven, daar. zelfs wanneer zij niet bereikt wordt. in d e  nabijheid ervan voor het besraan 
van hinderlijke bijverschijnselen gevreesd moet worden. 

De waarde van t .  waarbij vz=O wordt. is, zooals uit (22)  volgt. bepaald door: 

1 + ( l - q )  /--i--12 1 +-- a t=O (28)  

of 1 2  
tpr=--- 

(2-1 

Men kan echter ook d e  vraag van een andere zijde bezien en we1 welke waarde 2. moet hebben. 
m.a.w. hoe groot d e  schroef moet zijn, om bij een gegeven waarde van t v2 nul te doen worden. 
De vergelijking (28)  moet hiertoe naar i opgelost worden Na verdrijven van den wortei en vermenig- 
vuldiging met 2. gaat zij over in: 

( 1 -t ) n 3  + 2 ( -  1 + 2 t )1"-5 t a + 2 t =o 
Deze vergelijking heeft in de  eerste plaats de  wortel 1=2,  die in het hier beschouwde verband 

geen beteekenis heeft (vergelijk punt 6b) .  De beide andere zijn: 

Zooals uit d e  definitie ( 1  ) voor 1 volgt. hebben alleen positieve waarden van deze grootheid 
tusschen 1 en N praktische beteekenis. dus hier alleen de wortel: 

I - -  it - ___ - t - * t  
&r= - 

1-t ,'tc 1 
Uit deze uitkomst volgt. dat vl=O alleen voor kan komen w a n n e r  t > l  is, 
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d. Complexe waarden. 

complexe waarde kunnen hebben. Dit zal het geval zijn, wanneer: 
Voor sommige combinaties van 1 en t zullen d e  in (21) t/m (23) gegeven uitkomsten een 

met die in een gesloten tunnel mogelijk te maken. Er A i  

is. dus: 1. 
of voor 1 < 2  en t<r=?2 

I I 

,? 
of voor L>2 en t >- 1-2 

is echter van afgezien een zoo uitvoerig materiaal te 
geven. dat  hier in voorkomende willekeurige gevallen d e  

2,01 I 

I 

~ 

Het eerste geval. waarbij t negatief is, zal hier buiten beschouwing gelaten worden. In het tweede 
ligt de  hier verkregen grens steeds boven die. welke in het voorgaande punt door (29) gegeven werd. 
Het verschil tusschen beide waarden 

1. 2 2  d 

l I 
I 

1 ~ 1  / 

! 1 . 1  : houding. Dh  toename wordt echter voortdurend grooter ,.p!--l--!.-. 
om tenslotte bij groote waarden van d /D zeer snel te j yt . .  
worden. I 

b. Grenswaarden voor d/D en t. Fig 2. Het verband tusschen de parameter i. ea de 
relatieve schroefmiddellijn d/D. 

i= ) l - (d/D) ( - *  
In punt 6c werd besproken. dat  er voor een ge- 

t bestaat, waarboven de  verkregen oplossing niet meer 
geldt. In fig. 3 is het uit (28) volgende verband tusschen de  ,,grenswaarden" voor d / D  en t gegeven. 
hier verkregen door, uitgaande van verschillende waarden van t. met behulp van (30) en ( 2 )  de 
de bijbehoorende (d/D),, te berekenen. 

Voor normale schroeven kan c,=O.10 ais hoogste en 
vl/nd=0.25 als laagste voorkomende waarde beschouwd 
worden. Hiermee komt dan volgens ( 4 )  ongeveer t = 4  
als hoogste waarde voor t overeen. De bijbehoorende 
grenswaarde van d/D is ongeveer 036 .  Zelfs in dit geval 
wordt de  grenstoestand v z = O  dus eerst bereikt met een 

' 7 3 ' 5 e ' 8 grond van andere overwegingen (zie punt 8)  toch niet 
zou gebruiken. De door v2=0 gestelde grens is dus  in 
normale gevallen van geen beteekenis. zoodat er alleen bij 
abnormaal hooge waarden van cT of zeer lage van vl/nd 
op gelet behoeft te worden. 

geven waarde van 1, en dus van d/D. een waarde van \ 

schroefmodel. dat relatief zoo groot is. dat  men het op 

%% 
Fig. 3. De grenswaarden V O D ~  d/D en t. 

Ir;- 1 -  gr-- it- 1 
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C. De invloed van den gereduceerden schroeftrek t .  

Voor een redelijk groote waarde van d/D(0,6. overeenkomend mer 1=1.25) e n '  praktisch 
mogelijke waarden van t ( O S t S 5 )  werden de  van belang zijnde grootheden volgens de  in punt 5 
gegeven formules berekend. 

De uitkomsten van deze berekening zijn in fig. 4 uitgezet en we1 de  snelheden v2, vzs en v46 
in fig. 4a, d e  gecorrigeerde snelheid V in fig. 4b. 

Eerstgenoemde snelheden vertoonen een regelmatig verioop. Zooals te verwachten was. beginnen 
zij allen bij v1 voor t=O. overeenkomend met de  niet door de  schroef gestoorde strooming in den 

tunnel. Bij toenemende waarden van t nemen de  snel- 
heden in den slipstroom (vzs en vis) toe, evenals dit 
bij de  schroef in een onbegrensde strooming het geval 
is. Daarentegen neemt die buiten den slipstroom (v.) 
af. De laatste bereikt hier echter noq lang niet d e  
grenswaarde 0, deze ligt eerst bij t=25. 

De gecorrigeerde snelheid V neemt, uitgaande van 
haar beginwaarde VI voor t=O.  bij toenemende waarde 
van t geleidelijk af. Zij is ongeveer 0.9 vr bij t=2 en 
ong. 0,8 v1 bij t = 5 .  De coriectie voor tunnelwandinvloed 
blijkt dus ook hier. evenals voor den gesloten tunnel 
(vergelijk punt 7e). bij schroeven van de boven aan- 
gegeven middellijn in het algemeen niet te verwaarloozen 
te zijn. Zooals reeds in punt 4 aangeduid werd, is dit 
vooral van belang bij het bepalen van het nuttig effect, 
daar correcties op de  windsnelheid hierop een procen- 
tueel even grooten invloed hebben. De gecorrigeerde 
snelheid is steeds kleiner dan de  windsnelheid in den 
tunnel. Waarden  van het nuttig effect, berekend zonder 
correctie voor tunnelwandinvloed aan te brenaen. zullen 

i 
i 
i 
i 

05 

0,4 

" 
dus steeds te groot zijn. 

In fig. 4b is voorts de  verhouding tusschen de  snel- 
heidstoename in den slipstroom op grooten afstand 

3.5 4D 4 5 t  - achter d e  schroef (vlS-v1) en die in den schroefcirkel 

-~J.,-.: 1 "2, -v. -+ N'aast het in het vorige punt besproken geval werd 
nog een ander doorgerekend, waarbij t constant ge- 

m houden werd. terwijl voor d / D  verschillende waarden .- . I ... +- 

I e (vzs-vl) gegeven. Zooals onmiddellijk uit (31) volgt. 
is deze verhouding hier constant en grooter dan die 
voor d e  schroef in een onbegrensde strooming. Dit 

L d . 0  laatste zal altijd het geval zijn. daar  1 steeds grooter 
dan 1 .  bijgevolg bedoelde verhouding grooter dan 2 is. 

...C.--45 
. 

x - y -  
0.9 - 

as 

d. D e  invloed van d e  relatieve middellijn d/D van d e  
schroef. 

aangenomen werden. Hierhij .werd t =  1,25 gekozen. b.v. 
overeenkomend met ongeveer v,/nd=0,40 en cT =0,08. 
dus een waarde, die bij normale schroeven zeker voor 
kan komen. Voor d/D daarentegen werden ook waarden 

s beschouwd, zoo hoog. da t  zij zich in d e  praktijk we1 
nooit zullen voordoen. Dit geschiedde uit belangstel- 
ling voor d e  waarden. die d e  verschillende grootheden 
.?"nen. wanneer d / D  nadert tot de  grenswaarde 
0,9944. . . .. waarvoor v z = o  wordt. 

De resultaten van de  berekeningen zijn in fig. 5 uit- 
gezet. Zooals het in punt 7a besproken verloop van 1 
(zie ook fig. 2 )  doet vermoeden, hebben veranderingen 
in d/D. zoolang deze grootheid klein is. slechts weinig 
invloed op de  uitkomsten. Naarmate d / D  grooter wordt, 
neemt deze invloed toe. Opvallend is d e  sterke afname - : gemengde tunnel. van v2 bij nadering van de grenswaarde voor d/D, + : gesloten tunnel. terwijl die van V Z ~ .  vlr en V hier veel geringer is. 

Ekn punt vraagt nog om nadere toelichting. Bij toenemende waarde van d / D  neemt zoowel 
vz als vzI af Bij oppervlakkige beschouwing schijnt dit in strijd met de  continuiteit. Dit is echter 
niet het geval. hetgeen onmiddellijk volgt uit het feit. da t  de  verkregen oplossing voldoet aan d e  
continuiteitsvoorwaarde (10) of (13). doch ook op  de  volgende wijze begrijpelijk gemaakt kan worden. 
Wordt ,  zonder dat hierbij d e  waarde t verandert, de schroef vervangen door een grootexe. dan  zal. 

Fig 4. De snelheden in afhankelijkheid Van de gere- 
duceerde trek t voor de relatieve schroefmiddellijn 

d/D=Od(n =1.25). 
a. De snelheden binneii (vis. vl$) en buiten (vz) de 

slipstroom. 
b. De gecorrigeerde tunnelsnelheid (VI en de Ver- 

houding van de snelheidstoenamen (32) .  
v*s-v1 
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hoewel vzs als gevolg hiervan afneemt, deze snelheid toch grooter blijven dan de  oorspronkelijke 
waarde van v2. Door de  ring. waarmede de schroefcirkel vergroot wordt, stroomt dus meer lucht 
dan in den oorspronkelijken toestand. waarin zij deel uitmaakte van het buitengebied. Daardoor is 
het mogelijk. da t  VZE en vz beide afnemen. terwijl toch aan d e  continuiteitsvoorwaarde voldaan wordt. 

Uit  de  in fia. 5b aeaeven waarden van V volot . .~ 
d e  correctie. die op”de tunnhnelheid aangebracht moit  
worden. Deze bedraagt bij d/D=0,4 ong. 3% en hij 
d/D=0.6 ong. 7%. zoodat zij ook hier. vooral gezien 
haar  reeds in het vorige punt besproken invloed OP het 
nuttig effect. zeker niet verwaarloosd mag worden. 

Overeenkomstig het aangroeien van 2. met d/D 
neemt ook de  verhouding tusschen de  snelheidsvermeer- 
deringen ( ~ 4 % - V I )  en (v2s-v~) toe met laatstgenoemde 
grootheid. 

e. Vergelijking met uitkomsten voor een gesloten tunnel 
Voor vergelijking van d e  uitkomsten voor het hier 

beschouwde geval van den .,gemengden” tunnel met die 
voor een gesloten runnel zijn in fig. 4 en 5 ook eenige 
resultaten voor laatstgenoemde gegeven. Deze vergelijking 
blijft beperkt tot de  gecorrigeerde snelheid V. omdat 
deze d e  eenige grootbeid van direct praktisch belang is. 

Voor het eene geval. constante waarde van d/D 
en verschillende van t (f ig.  4b) .  werd V/vl berekend 
met behulp van de  door Glauert (lit. 4 )  hiervoor aan- 
gegeven formules. Voor het andere. constante t en ver- 
anderlijke d/D (fig. 5b) .  werd gebruik gemaakt van het 
eveneens door Glauert gegeven. beschikbare getallen- 
materiaal (lit. 6; Table 36, p. 299). Daarbij moet opge- 
merkt worden. da t  tusschen de  door Glauert en de hier 
gebezigde notaties het volgende verband bestaat: 

a = S / O =  ( d / D ) ?  
r = +  t 

Daar  in genoemde tabel geen waarden voor t =  1.25 
gegeven zijn. werden die voor t=1,0 en t=2,0 in fig. 5b 
uitgezet. 

Opvallend is, dat de  waarden van V/VI v o w  de  
gesloten tunnel nagenoeg gelijk zijn aan die voor het in 
het voorgaande beschouwde geval. Dit blijkt het duide- 
lijkst uit fig. 4b, doch is ook in fig. 5b zeer goed te 
onderkennen. Dit resultaat moet als een verrassing be- 
schouwd worden. Immers het feit, dat  d e  analoge be- 
handeling van het vraagstuk voor de  vrijstraal leidt tot 
een correctie nul, zou doen vermoeden, dat  zij voor den 
gemengden tunnel belangrijk kleiner zou zijn dan voor 
den gesloten, hetgeen niet zoo blijkt t e  zijn, Weliswaar 
werd niet nagegaan of het hier geconstateerde geringe 
verschil tusschen beide gevallen in het geheele gebied. 
da t  praktisch van belang is, bestaat. Er is echter reden 
om te vermoeden, dat  zulks we1 het geval zal zijn. daar  
de beide in fig. 4 en 5 gegeven groepen van uitkomsten 
,.doorsneden in verschillende richting” door dit gebied 
zijn. 

Een voorloopig, onderzoek naar den oorzaak der 
overeenstemming leidde tot nu toe niet tot een resultaat. 
Een dergelijk onderzoek wordt belemmerd door de  om- 
standigheid. dat de  vergelijkingen vonr de  schroef in een 
gesloten tunnel geen eenvoudige oplossing in gesloten 
vorm schijnen toe te  laten. De indruk werd veikregen. 

Fig. 5. De snelheden in afhankelijkheid van de relatieve 
schroefmiddellijn d/D voor constante gereduceerde 

trek t. 
a. De snelheden binnen (VZS, VG) en buiten (v2) de 

b. De gecorrigeerde tunnelsnelheid ( V )  en de ver- 

houding der snelheidstoenamen 

~~ : gemengde tunnel (t=1.25). + : gesloten tunnel (t=1.0 ). 
x : gesloten tunnel (t=2.0 ). 

slipstroom. 

v*r - VI 

da t  de oplossingen voor V voor beide gevallen niet 
identiek zijn. Het boven besproken getallenmateriaal wijst 
trouwens in dezelfde richting. De verschillen zijn daarhij we1 klein. doch zoo stelselmatig. da t  zij niet 
als gevolgen van rekenonnauwkeurigheid beschouwd kunnen worden. 

Ook van praktische zijde beschouwd is het verkregen resultaat van belang, daar het er op wijst, dat 
de  gemengde tunnel met de  schroef opgesteld aan het einde van de  voorste tuit wat correctie, en dus wat 



132 

meetnauwkeurigheid (zie punt 8 )  betreft, gee” voordeelen biedt boven de  gesloten tunnel. 
Twee vragen, waarop hier niet nader ingegaan kan worden, blijven nog ter beantwoording open: 
le. W a t  is de  oorzaak van de hier geconstateerde overeenstemming? Heeft deze dieperen 

mechanischen achtergrond, dan we1 draagt zij een meer toevallig karakter? 
2e. Hoe zal de correctie verloopen, wanneer de schroef in den gemengden tunnel verder naar ach- 

teren, dus in het vrijstraal-gedeelte.. geplaatst wordt? 
De laatste vraag is belangrijk met het oog op prak,tische toepassing, daar iedere z.g. vrijstraal- 

tunnel feitelijk een gemengde is, omdat de strooming op een min of meer grooten afstand v66r de  schroef 
toch door een vasten wand begrensd zal zijn. 

8. 
In het bovenstaande werd uitgegaan van vereenvoudigende aannamen (zie punt 2 ) ,  waarvan als 

belangrijkste die van d e  constante doorstroomsnelheid door den schroefcirkel genoemd moet worden. De 
verkregen uitkomsten mogen dus zeker niet als exact en algcmeen geldig beschouwd worden. Er is echter veel 
voor te zeggen hier het door Glauert en Lock in het overeenkomstige geval van de schroef in den gesloten 
tunnel gehuldigde standpunt (lit. 2 )  over te nemen: zoolang de correctie klein blijf,t. is er weinig bezwaar 
tegen haar toe te passen en aan te nemen, dat de waarde van de gecorrigeerde snelheid de juiste is. Dit 
op grond van de overweging dat: 

le. bij de normale, d.w.2. de onder normale omstandigheden met behoorlijk rendement werkende, 

2e. zoolang de correctie klein blijft, het weinig invloed zal hebben, wanneer zij, tengevolge van 

Overigens blijft natuurlijk een experimenteele contrde gewenscht, vooral om na te gaan tot welke 
grenzen van dlD en t en voor welke typen van schroeven de  correctie als toelaatbaar beschouwd mag 
worden. Dit verlangt echter een uitvoerig onderzoek. Zoolang experimenteele resultaten ontbreken, lijkt het 
gewettigd de voor een schroef in een gesloten tunnel geldende grens over te nemen, dJaar voor beide de 
methode ter bepaling van de correctie op dezelfde aannamen berust en de correctie praktisch even groot 
is. Ook deze grens staat echter nog niet met zekerheid vast. O p  grond van hetgeen tot nu toe bekend is 
(lit. 2 )  kan voor modellen van normale vliegtuigschroeven onder normale bedrijfsomstandigheden een 
waarde van d /D tot ong. 0,4 als toelaatbaar beschouwd worden. 

Een geval, waarin niet voldaan wordt aan de aannamen, die het uitgangspunt voor bovenstaande 
beschouwingen vormden. is dat. waarin de  schroef tezamen met een lichaam van niet te venvaarloozen 
afmetingen in de  tunnel opgesteld is. Dit vraagstuk dient daarom in voorkomende gevallen nader bezien te 
worden. 

9. Samenvatting en conclusies. 
a. voor een schroef in een ,,gemengden” tunnel, waarbij de begrenzing van den luchtstroom v6or 

de schroef gevormd wordt door een vasten wand, er achter door een oppervlak van consbanten druk (vrij- 
straal) ,  worden de betrekkingen opgesteld. die bestaan tusschen den trek van de schroef en de drukken en 
snelheden in de  van belang 2ijnd.e doorsneden (punt 3b, c ) .  

b. Het blijkt, dat deze vergelijkingen op eenvoudige wijze in gesloten vorm opgelost kunnen wor- 
den (punt 3d) .  

c. Aan de hand van d e  uitkomsten wordt op eenige bijzonderheden van de strooming nader inge- 
gaan, 0.a. op den grenstoestand, waarbij de snelheid in den ring buiten de schroef nul wordt. en op de  
verhouding tusschen d e  snelheidstoenamen in den schroefcirkel en in den slipstroom (punt 6 ) .  

d. De resultaten worden gebezigd om, evenals dit voor schroefproeven in een gesloten tunnel ge- 
bruikelijk is. een ,,gecorrigeerde windsnelheid” te bepalen, zijnde die snelheid, waarbij de schroef in een 
onbegrensde strooming denzelfden trek en hetzelfde moment zal geven als bij het in de tunnel beschouwde 
geval (punt 4 ) .  

e. De invloed van de beide grootheden d/D en t, waarvan de  stroomingstoestand blijkt af te 
hangen, wordt voor twee gewllen nagegaan (punt 7c. d ) .  

f. Bij vergelijking van ‘de uitkomsten voor de gecorrigeerde snelheid met de  overeenkomstige voor 
een gesloten tunnel blijken deze nagenoeg gelijk te zijn. De kleine verschillen zijn stelselmatig (punt 7e). 

g. De onder f genoemde overeenstemming heeft tengevolge, dat de  hier beschouwde opstelling, wat 
grootte van de  correctie en dus ook wat nauwkeurigheid van de  meting betreft, geen voordeel biedt boven 
die in een gesloten tunnel (punt 7e). 

h. Eenige vragen, die verband houden met het onder f aangegeven resultaat, worden aangeduid, 
doch niet verder besproken. Van praktisch standpunt bezien is hiervan de  belangrijkste welke waarde de  
correctie zal hebben. wanneer de schroef verder naar achteren, dus in het vrijstaalgedeelte, opgesteld 
wordt (punt 7e). 

i. De omvang van het gebied, waarbinnen de  ontwikkelde correctie-methode gebruikt mag wor- 
den, wordt kort aangeduid (punt 8). 

een 

Opmerkingen betrekking hebbende op praktisch gebruik. 

schroef de snelheidsverdeeling we1 niet a1 te veel van een constante zal afwijken, 

verschillen tusschen werkelijken en aangenomen toestand, niet exact juist is. 
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Notafies. 
T 

= trekcoefficient. c, -___ 
r-gn2d4 

d =middellijn van de  schroef. 
n = toerental van de schroef. 
p =druk. 

2 T  
pSv,?  

- gereduceerde trek. t = - 

v = stroomingssnelheid. 
D = middellijn van den tunnel, 

Indices. 

1 0 = ~~ xD?=oppervlak van d e  tunneldoorsnede. 
4 

ndt=oppervlak van den schroefcirkel, 1 s =- 
4 

T = trekkracht van de  schroef. 
V = gecorrigeerde snelheid (zie punt 4 ) .  

g =massadichtheid van de lucht. 

De onderstaande indices geven grootheden aan, die betrekking hebben op d e  daarbij aange- 
geven doorsneden, gebieden of toestanden: 

1, 2, 3, 4: resp. doorsneden 1. 2. 3 en 4 (zie fig. I ) ,  

: schroef in onbegrensde strooming ( D =  N), 
: grenstoestand v 2 = 0  (z ie  punt 6c). 

S : in den slipstroom, 
N 

g r  
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RAPPORT A 649. 
De beweging van een trillend stelsel met 6 t h  vrijbeidsgraad onder invloed van een 

willekeurige uitwendige kracht. 

U i t t r e k s e 1. 

O p  grond van mechanische overwegingen wordt d e  oplossing van de bewegingsverge’ijking 
( 1 )  gegeven in d e  vormen (9), (10) en (15). (16). Hierbij zijn in (15). (16) 2 en 1 de beide 
wortels van de frequentievergelijking (3a),  terwijl in (9 ) .  (10)  11 en 2, resp. het reeele en het 
imaginaire deel van deze wortels voorstellen. 

De uitkomsten geven d e  beweging als een samenstel van vrije trillingen. die ieder voor zich 
veroorzaakt zijn door de werking van de uitwendige kracht gedurende een kort tijdsverloop. 

RAPPORT A 649. 
Le mouvement d’un systime oscillant i un degri de libert6 sous l’action d’une force 

extirieure arbitraire. 

R 8 s u m  8. 

Partant de considerations mecaniques la solution de I’equation du mouvement ( 1 ) est donnee 
sous les formes (9).  (10) et ( 1 5 ) ,  (16) .  En (15) ,  (16) i et 1. sont les deux racines de l’equation 
(3a) ,  tandis qu’en ( 9 ) .  (10) i, et %? sont les parties respectivement reelles et imaginaires de ces 
racines. 

Les solutions donnent le mouvement comme le resultat de la superposition d’un nombre infini 
d’oscillations libres, dont chacune a et6 causee par I’action de la force exterieure pendant un temps 
tres court. 

REPORT A 649. 

The motion of an oscillating system with one degree of freedom under the action 
of an arbitrary external force. 

S u m m a r y .  

By application of mechanical considerations the solution of the equation of motion ( 1 )  may 
(15) ,  (16) .  In the latter i. a n d - j  are the two roots of the 

are the real and imaginary parts of these 

T h e  solutions give the motion a s  the result of superposition of free oscillations, each of which 

be given in the forms (9 ) .  
frequency equation (3a),  whereas in the first i ,  and 
roots respectively. 

is caused by the action of the external force during a short time interval. 

(10) and 

BERICHT A 649. 

Die Bewegung eines schwingenden Systems mit einem Freiheitsgrad unter Einflusz einer 
willkiirlichen auszeren Kraft. 

2 u s  a m  m e n f a s s u n  g. 

Auf Grund methanischer Ueberlegungen wird die Losung der Bewegungsgleichung ( 1  ) in den 
Formen (9). (10)  und (15).  (16)  gegeben. Dabei sind in (15) ,  (16)  i und I, die zwei Wurzeln der 
Frequenzgleichun~ (3a) ,  wahrend in (9 ) ,  (10) 1, und 2, den reellen, bezw. imaginaren Teil dieser 
Wurzeln darstellen. 

Die Losungen geben die Bewegung als zusammengesetzt aus freien Schwingungen. die jede 
fur sich durch die Wirkung der auszeren Kraft wahrend einer kurzen Zeitdauer entstanden sind. 



RAPPORT A 649. 
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De beweging van een trillend stelsel met Gn vrijheidsgraad 
onder invloed van een willekeurige uitwendige kracht 

door 

IC. C. KONING. 

0 v e r  z i c  h t. 

Een algemeene oplossing van de bewegingsvergelijking voor bovengenoemd geval. waarbij de werking van 
de nitwendige kracht meer dan gebruikelijk op den voorgrond treedt, wordt afgeleid en besproken. 

Inhoud. 

1. Inleiding. 2. De bewegingsvergelijking. 3. De gedachtengang bij het oplossen van vergelijking (1).  
4. De vrije trillingen. 5. De door een stoot veroorzaakte beweging. 6. De beweging onder invloed van 
een willekeurige uitwendige kracht. 7. Toepassingsvoorbeeld : het resonantie-geval. 8. Een andere vorm 

van de in punt 6 gegeven oplossing. 9. De mechanische beteekenis van de verkregen oplossing. 

1. Inleiding. 

Voor het in den titel aangegeven vraagstuk zijn zoowel de bewegingsvergelijking als de 
oplossing ervan bekend. I) De vorm. waarin de oplossing meestal gegeven wordt, is echter zoodanig. 
dat  hij weinig bijdraagt tot een nader inzicht in de mechanische zijde van het probleem. 

In het volgende wordt daarom een andere vorm van oplossing besproken, die aan dit bezwaar 
tegemoet komt. Ook deze is niet nieuw 2 ,  doch, voor zoover bekend, werd tot nu toe niet de aandacht 
gevestigd op zijn mechanische beteekenis. 

2. De bewegingsvergelijking. 

Aangenomen wordt, dat het beschouwde stelsel zoodanig is, dat  zijn uitslag x uit den even- 
wichtsstand voldoet aan de differentiaalvergelijking : 

mx + kx + cx = p ( t )  ( 1 )  

Hierin zijn dan m. k en c constanten. die afhankelijk zijn van den aard van het stekel, terwijl 
p ( t )  de met den tijd t veranderlijke uitwendige oorzaak is, die de beweging beinvioedt. 

Het meest eenvoudige voorbeeld van een dergelijk stelsel is een massapunt. aangebracht aan 
het uiteinde van een massalooze veer. In dat geval zijn m de massa van het massapunt, kx de 

.dempende, cx de door de veer uitgeoefende elastische en p ( t )  de uitwendige kracht. 

') Voor het opstellen van de bewegingsvergelijking zie b.v. : 
€ 7 6 ~ ~ 1 :  Vorlesunaen iiber technische Mecbanik. Bnd IV (Dvnamik) (19141, S.24 his 57: . .  . .  
v&; het oplossen van deze vergelljking : 
Riemann-Webers Differ ,ntialgleichungen der Physik. Bnd I (1925). S.227 bis 230. 
Zie : Courant-Hilbert : Methoden der mathematischen Physik. Bnd I (1924), S.227. 2)  
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Is het stelsel ingewikkelder, dan stellen de  coefficienten m, k en c en de functie p ( t )  over- 
eenkomstige grootheden voor. echter op d e  gebruikelijke wijze ’) gereduceerd op d e  coordinaat x. 
die de  afwijking van het stelsel uit den evenwichtsstand aangeeft. 

Opgemerkt moet worden. dat  de  veronderstelling. dat  vergelijking ( 1  ) de beweging van het 
stelsel bepaalt. insluit, dat  de demping het karakter heeft van een vloeistofdemping bij kleine snel- 
heden. Zij moet dus steeds tegen de  bewegingsrichting in werken en evenredig zijn met d e  snelheid. 

(2) 

van belang. Deze geldt voor het geval. waarin geen uitwendige kracht op het stelsel werkt en dit 
dus vrije trillingen uitvoert. 

3. 

Naast de  boven gegeven, z.g. niet-homogene vergelijking, is ook de  homogene: 

mx + kx  + c x  = 0 

D e  gedachtengang bij het oplossen van vergelijking (I). 

De bewegingsvergelijking van het stelsel is lineair in de  coordinaat x en in de  uitwendige 
kracht p ( t ) .  Bijgevolg zal de verandering in den bewegingstoestand, veroorzaakt door een gedurende 
een zekeren tijdsduur werkende uitwendige kracht, steeds dezelfde zijn, onafhankelijk ervan of het 
stelsel a1 dan niet in beweging is en of voor of na dien tijd er andere krachten op gewerkt hebben 
of zullen werken. De gevolgen van op verschillende tijdstippen werkende krachten mogen dus 
eenvoudig op elkaar gesuperponeerd worden. 

Bij het oplossen van de vergelijking wordt nu de op het stelsel werkende kracht beschouwd 
als te bestaan uit een opeenvolging van afronderlijke ,,stooten” p ( t ) d t .  Ieder van deze stooten heeft 
een zekere verandering van den beweqingstoestand tengevolge. Integreeren van alle veranderingen 
veroorzaakt door de stooten gedurende den trjd, voorafgaande aan het tijdstip t. geeft dan den 
bewegingstoestand op dat oogenblik. 

4. D e  vrije trilfingen. 

het type : 
Zooals bekend is, wordt aan de homogene vergelijking ( 2 )  voldaan door oplossingen van 

x = Ceht 

waarin C een integratieconstante is en i. een der beide wortels van de frequentie-vergelijking 

md? + k l  + c = 0 (3a)  
Deze wortels zijn : 

met 

k 
2m 

1, = - 

Bij de  in het laatste lid van (3b) ingevoerde splitsing is aangenomen. dat  de wortels d complex 
zijn, dus dat de demping niet zoo sterk IS, dat  de vrije beweging van het stelsel geen trilling doch 
een aperiodisch gedempte is. Voor dit laatste geval zij verwezen naar een opmerking hierover aan 
het einde van punt 8 .  

De algemeene oplossing voor de vrije trillingen van het stelsel is nu : 

x = Cle”1tsin 12t + C2eLItcos Izt ( 4 )  

De hierin voorkomende integratie-constanten zijn afhankelijk van den begintoestand. 
Bij een bestaand stelsel zullen 11 en is meestal het eenvoudigste gevonden kunnen worden 

door den trillingstijd T en het logarithmische decrement di door een proef te bepalen. 
De trillingstijd T is de  duur van een geheele slingering en dus gelijk aan 

2n T = .- 
1 2  

(5) 

8 )  2% b.v. Foppl: Vorlesungen Uber technische Mechanlk. Bnd VI (Die wichtigsten Lehren der hoheren 
Dynamik) (1910), S.74 bis 88. 
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Het logarithmische decrement is de  natuurlijke logarithme van de verhouding tusschen twee 
opeenvolgende overeenkomstige afwijkingen uit den evenwichtsstand, dus b.v. twee opeenvolgende 
maximumuitslagen naar dezelfde zijde. 

Uit ( 4 )  volgt hiervoor: 

Uit de op deze wijze verkregen waarden van i., en 1, kunnen zoonoodig ook de verhoudingen 
tusschende grootheden m, k en c gevonden worden met behulp van (3c. d ) .  Hun absolute waarden 
kunnen echter eerst bepaald worden. wanneer een ervan op andere wijze vastgesteld is, b.v. c door 
een statische ijking. 

5 .  D e  door een stoot veroorzaakte beweging. 

Aangenomen wordt. dat  het stelsel aanvankelijk in rust is en dat er op het tijdstip t = 0 een 
stoot S op werkt. Daar deze stoot, zooals in het begrip opgesloten is, zeer kort duurt. zal gedurende 
de werking van dezen de stand van het ste!sel niet veranderen. zoodat x = 0 blijft. Daarentegen neemt 
de snelheid plotseling toe van x = 0 tot x = S/m. Na afloop van den stoot voert het stelsel een vrije 
slingering uit. De beginvoorwaarden hiervoor zijn, zooals uit het bovenstaande volgt : . 

t = O :  x = O  , x = S / m  

De in ( 4 )  voorkomende integratie-constanten moeten bijgevolg voldoen aan de betrekkingen : 
x ( 0 )  = c2 = 0 

x(0) = C,Lz + C A  = S/m 

en zijn dus:  

zoodat de slingering volgende op den stoot is: 

Werkt  de stoot. onder overigens gelijke omstandigheden, niet op het tijdstip t = 0. doch op 
t = T en is zijn waarde S = p(r )dr ,  dan is de beweging voor en na den stoot gegeven door 

t < 7 :  x = o  

Hoewel uit het voorgaande reeds het verschil in beteekenis tusschen z en t blijkt, lijkt het 
toch gewenscht hier nogmaals de  aandacht erop te vestigen. T geeft het oogenblik aan, waarop de 
stoot op het stelsel werkt, t daarentegen het willekeurige tijdstip. waarop de  beweging van het stelsel 
beschouwd wordt. 

6 .  D e  beweging onder invloed van een willekeurige uitwendige kracht. 

Zooals reeds in punt 3 aangegeven werd. kan een willekeurige gedurende langeren tijd 
werkende uitwendige kracht als een opeenvolging van stooten opgevat worden, terwijl de  uitwerkingen 
van deze stooten op het stelsel samengevat, dus geintegreerd. moeten worden om de  beweging ervan 
te vinden. Is nu bedoelde uitwendige kracht gegeven door p ( t ) ,  dan volgt uit (8 )  onmiddellijk: 

t 

- m  

Na de  opmerking over 2: en t aan het einde van het vorige punt zal het duidelijk zijn, dat  
bij het berekenen van de  integraal z als integratie-variabele, daarnaast t als een constante beschouwd 
moet worden. 

De gevraagde beweging is het resultaat van de  werking van de uitwendige kracht gedurende 
het geheele tijdsverloop, dat  aan het tijdstip t voorafgaat. Als onderste en bovenste grens van de 
integraal moeten dus resp. - m en t genomen worden. Men is echter vrij als onderste grens een 
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andere t = to aan te nemen. mits rekening gehouden wordt met de  mogelijkheid. da t  op dat  tijdstip 
het stelsel reeds in beweging is. Een dergelijke beginbeweging zet zich dan als vrije trilling voort, 
zoodat de  beweging nu gegeven is door: 

(10) 

D e  constanten C1 en C2 moeten zoo bepaald worden. da t  voor t = to voldaan wordt aan  d e  

x ( t )  =CleAlt sin 1st + C2e”’t cos iZt -+l PJTJ. eAl(t-r) sin i 2 ( t-7)dz 
1 2  .!i m 

t o  

bekend veronderstelde beginvoorwaarden. 

7. Toepassingsvoorbeeld: het resonanfie-geval. 

Het  is bekend, dat. wanneer de  uitwendige kracht periodisch is en haar frequentie geheel 
of ongeveer overeenstemt met die van de  eigentrillingen. zeer groote uitslagen x kunnen optreden. 
In het denkbeeldige geval, waarin d e  demping k nul is, rullen. wanneer de  beide genoemde frequenties 
gelijk zijn, d e  uitslagen tot oneindig groote kunnen aangroeien. 

Laatstgenoemd geval zal hier als een eenvoudig toepassingsvoorbeeld van het bovenbesprokene 
worden beschouwd. Aangenomen wordt daarbij, dat het stelsel op het tijdstip to = 0 in evenwicht en 
in rust is ( x  = 0, x = 0) en. zooals reeds aangegeven werd, k = 0 en dus ook il = 0 is. De uit- 
wendige kracht. die op den tijd to = 0 begint te werken, zij gegeven door p ( t )  = p1 sin &t, waarin 
pl een constante is. Bij invoeren van deze gegevens gaat (10) over in :  

P’ 
ma, I 

x( t )=- -  / sin12rsinAz(t--r)dz 
0 

en na uitwerking van de  hierin voorkomende integraal in 

= P L ( -  1 ’ . 
sinA2t-t cos id). PI [ 1 1 :I: 2 m i 2  ir x ( t ) = -  -sin 1 2  (2r - t ) -$7~0~12t  

mlp 41, 

Deze uitkomst toont, dat  de  beweging beschouwd kan worden als een bestaande uit twee 
deelen, waarvan het eerste een slingering met constante amplitude, het tweede eveneens een 
periodische beweging, echter met een met den tijd lineair toenemende amplitude is. De uitslagen van 
dit laatste deel. en daarmede ook die van de  geheele beweging zullen dus inderdaad met den tijd 
onbeperkt aangroeien. Het eerste deel is in fase met d e  uitwendige kracht. het tweede loopt daarbij 
90” achter. 

8 .  

Een eenigszins andere vorm van uitkomst, die voor sommige toepassingen handiger is, wordt 
verkregen door d e  wortels van de  frequentie-vergelijking (3a) niet in hun reeele en imaginaire 
deelen te splitsen. Met  

Een andere vorm van d e  in punt 6 gegeven oplossing. 

- 

1=1 ,+ i1 ,  1. = 1 1  - i i z  (11 )  
wordt de  oplossing van de homogene vergelijking : 

~ 

x = Cle”t + C,e”t 

De beweging. veroorzaakt door den stoot S op het tijdstip t = 0, is dan gegeven door 

t < o :  x = o  
~ 

- (e~t-Gt) 
S 

m (1-1) 
t > O :  x =  

en die tengevolge van den stoot p(z)dz op het oogenblik t = r :  

t < z :  x = o  

O p  dezelfde wijze als boven volgt hieruit dan voor d e  beweging onder invloed van de 
willekeurige uitwendige kracht p ( z )  : 

- - m  
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of, wanneer de bewegingstoestand op het tijdstip t = to als bekend aangenomen wordt : 

t o  

In tegenstelling met de in het vorige punt gegeven oplossing kan de hier afgelelde ook 
gebruikt worden. wanneer de frequentievergelijking reeele wortels heeft. Daarbij komen dan alleen 
in plaats van de complexe wortels i, n de twee reeele wortels. 

9. De  mechanische beteekenis van de verkregen oplossing. 

De verkregen uitkomsten, in het bijzonder die in den vorm (9)  en ( l o ) ,  geven de beweginq 
van het stelsel onder invloed van een uitwendige kracht als bestaande uit vrije slingeringen. d ie  
ieder voor zich veroorzaakt zijn door de werking van de kracht gedurende een kort tijdsverloop. De 
beweging op het tijdstip t wordt dus beinvloed door het geheele daaraan voorafgaande verloop van 
de uitwendige kracht. 

Genoemde slingeringen dempen echter op de gewone wijze uit. De invloed van veranderingen 
in de kracht zal zich dus minder doen gevoelen. naarmate de tijdsafstand tusschen het oogenblik, 
waarop zij plaats hadden en het tijdstip t. waarop de beweging beschouwd wordt. grooter en de 
demping sterker is. 
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RAPPORT A 676. 

Vergelijking van de gemeten en berekende verdeeling van de belasting 
VOOK een tapschen vliegtuigvleugel. 

U i t t r e k s e 1. 
Bovengenoemde vergelijking wordt uitgevoerd voor een vleugel, waarvan de verdeeling van 

den druk over het oppervlak door Cowley en Mc. Millan bepaald is (zie lit. 6 ) .  
Voor de berekening werd de door Lotz (zie lit. 4 )  aangegeven methode gebruikt. Deze methode 

en de door Prandtl ontwikkelde theorie voor den eindig breeden vleugel (lit. 1, 2 en 3 ) ,  die het 
uitgangspunt voor de methode van Lotz vormt, worden kort besproken (punt 3) .  In punt 3c is het 
verband tusschen circulatie, aerodynamischen invalshoek, plaatselijke lift en plaatselijken gemiddelden 
druk gegeven. 

De overeenkomst tusschen de gemeten en de berekende belastingverdeeling is vrij goed. De 
gevonden verschillen zijn max. 770, indien niet omgerekend wordt naar gelijke totaalbelasting (fig. 6 ) .  
en max. 31/j yo, indien dit we1 geschiedt (fig. 7 ) .  De verschillen tusschen het berekende buigende 
moment en het uit de metingen volgende zijn bij gelijke totaalbelasting onbelangrijk (fig. 8 ) .  

Tenslotte wordt besproken in hoeverre de uit dit onderzoek volgende conclusies geldig zijn 
voor andere vleugels (punt 8 ) .  

RAPPORT A 676. 

Comparaison de la distribution de la portance pour une aile trapizoi’dale 
diduite d’essais sur modsle et obtenue par calcul. 

R 6 s u m  6 .  

La comparaison susmentionnee fut fait pour une aile dont la distribution des pressions a ete 
mesuree par Cowley et Mc. Millan (voir lit. 6) .  

La methode de Lotz (voir lit. 4 )  f u t  employee pour le calcul. Cette methode et  la 
th6orie de Prandtl (voir lit. 1 ,  2 et 3) pour I’aile d’envergure finie, qui est la base de la methode 
de Lotz, sont decrites brievement (point 3). Les relations entre la circulation, I’angle d’attaque effectif 
et la distribution de la portance et des pressions moyennes sont donnees dans le point 3c. 

La concordance entre la distribution des pressions calculee et  mesuree est assez bonne. 
Les differences sont tout au plus 756, quand les resultats ne sont pas corriges a meme portance 
totale ( f ig .  6 ) .  et 31,i 76, quand cette correction a ete appliquee (fig. 7 ) .  Les differences entre le 
moment de flexion, deduit des calculs et des essais sur modele, sont negligeables (fig. 8 ) .  

La validite des conclusions tirees de cette etude pour des ailes d’autre forme est discutee 
(point 8 ) .  

Les symboles employes sont les suivants : 

e = densite de ]‘air, px = pression moyenne locale (distribution de la 
V = vitesse de l’air (=  vitesse de vol). pression moyenne suivant I’envergure), 
x, E. = ordonnee d‘un element de l’aile (voir A = portance totale, 

r, r,, I ;  = circulation, 
tr = profondeur de l’aile, dca 
to dn 

b = envergure de l’aile, 
0 = surface totale de l’aile, agn = coefficient de la serie de l’angle d’attaque 
ug, ugx = angle d’attaque geometrique, geometrique, 
a, y S y  = coefficient d e  la serie du corde de l’aile, 

u,, aax = angle d’attaque effectif, 8 = arccos ( -  2)). 
ui, ai, 
a,, ut 

A ca 

C1 = 4 

= coefficient d e  portance = -- 
fig. 1 ) .  

4pVZO’ 

= profondeur de l’aile dans le plan de P our l’aile d’envergure infinie. 

= coefficient d e  la serie de la circulation, 
symmetric (x = O), M, = moment de flexion. 

aen 

= angle d’attaque geometrique dans le 
plan de symmetrie, 

= angle d’attaque induit, 
= portance locale (distribution de la por- 

tance suivant l’envergure), 



146 __ * 
REPORT A 676. 

Comparison of the measured and calculated load distribution for a tapered wing. 

S u m m a r y .  

The  load distribution measured for a tapered wing by Cowley and Mc. Millan (see lit. 6)  
has been compared with the calculated distribution. 

The  method of Lotz (see lit. 5) has been used for the calculation. This method and the 
aerofoil theory of Prandtl for a three dimensional wing (see lit. 1, 2 and 3), on which the method 
of Lotz is based, are  described briefly in point 3. 

The  relations between circulation, aerodynamic angle of incidence, lift distribution and local 
mean pressure are given in point 3c. 

The  agreement between the measured and calculated pressure distribution is rather good. T h e  
maximum difference is 7% when the results of measurement and calculation are not corrected to 
equal total lift (fig.  6) and 31/? % when they are corrected to equal lift (f ig. '  7) .  The  calculated 
bending moment and that caused by the measured distribution differ only slightly (fig. 8 ) .  

T h e  validity of the conclusions for other wings is discussed in point 8. 
T h e  following symbols are used : 

e 
V 

x. 5 

r, r., = circulation. 
tx = chord, 
to 
b = span, 
0 = wing area, 
ag, agn 
a, = geometric angle of incidence in the 

a,, a,, = local effective or aerodynamic angle 

ai, ai, = local induced angle of incidence. 

= density of the air, 
= undisturbed velocity of the air 

( = flying speed) ,  
= ordinate of a wing element. measured 

along the span (see fig. I ) ,  

= chord in the middle of the wing ( x  = 0). 

= local geometric angle of incidence, 

middle of the wing (x = O), 

of incidence, 

a,. u:  = local l if t ,  
P. = local mean pressure, 
A = total lift. 

A = liftcoefficient = ----, ;FOV?O C2 _ _  
dc. 
do 

C1 = 4 - for wing of infinite span, 

M, = bending moment, 
(Zen '= coefficient of the series for the cir- 

culation. 
a g n  = coefficient of the series for the geometric 

angie of incidence, 
y.,,. = coefficient of the series for the chord. . .  

2x' a = cos-1 (- 

BERICHT A 676. 

Vergleichung der gemessenen und berechneten Auftriebsverteilung eines Trapezfliigels. 

2 u s  a m m  e n f a s s u n g. 

Obengenannte Vergleichung ist ausgefiihrt worden fur einen Fliigel. dessen Druckverteilung 
von Cowley und Mc. Millan gemessen ist (siehe lit. 6 ) .  

Fur  die Berechnung der Auftriebsverteilung wurde das  von Lotz angegebene Verfahren benutzt. 
Dieses Verfahren und die Tragfliigeltheorie von Prandtl, von welcher das  Verfahren ausgeht. sind 
in Kiirze beschrieben worden (Punkt  3 ) .  In Punkt 3c sind die Beziehungen zwischen Zirkulation, 
wirksamen Anstellwinkel, Auftriebsverteilung und Druckverteilung gegeben, 

Die Uebereinstimmung zwischen die gemessene und die berechnete Auftriebsverteilung ist 
ziemlich gut. Die grossten Ilnterschiede sind 7% wenn nicht umgerechnet wird nach gleichem Gesamt- 
auftrieb (Fig. 6 )  und 3,5 % wenn diese Umrechnung stattgefunden hat (Fig.  7 ) .  Die Unterschiede 
zwischen die berechneten biegenden Momente und die aus den Messunnen folaenden Momente sind . 
unwesentlich (Fig. 8 ) .  

~ 

Schliesslich wird die Giiltigkeit der Schlussfolgerungen fur andere Fliigel besprochen ( Punkt 8 ) .  
Die benutzten Formelzeichen sind im Allgemeinen denen von Lotz angepasst worden. 
Es bedeutet : 

e = Dichte der Luft, b = Fliigelbreite, 
V = Anstromgeschwindigkeit, 0 = Fliigelflache, 
x, 5 = Koordinate den Fliigel entlang. age a g x  = geometrischer Anstellwinkel an der Stelle x, 
r, T,, r: = Zirkulation an der Stelle x. E. a. = geometrischer Anstellwinkel in der Fliigelmitte. 
tx a,. aax = wirksamer Anstellwinkel an der Stelle x, 
to at, nix = induzierter Anstellwinkel an der Stelle x, 

= Fliigeltiefe an der Stelle x. 
= Fliigeltiefe an der Stelle x = 0. 
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ax. at = Auftriebsverteilung (Auftrieb an der M, = biegendes Moment, 

P = Druckverteilung (mittlerer Druck an Zirkulation, 

A = Gesamtauftrieb. geometrischen Anstellwinkel, 

Stelle x ) .  uen = Koeffizienten der Reihenentwicklung fur 

der Stelle x ) .  ugn = Koeffizienten der Reihenentwicklung fur 

A yz,. = Koeffizienten der Reihenentwicklung fur 
die Fliigeltiefe, 

C1 = + dca - fur _ _  unendlich breiten Fliigel, B = arccos (-2). 
= Auftriebsbeiwert = ____ 

$QV'O' C. 

du 
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Vergelijking van de gemeten en berekende verdeeling van de 
belasting voor een tapschen vliegtuigvleugel 
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Ir. C .  KONING en Ir. A. BOELEN. 

0 v e r  z i c  h t. 
De herekende en de experimenteel hepaalde verdeeling van de hclasting over de hreedte worden voor een 
tapschen vleugel vergeleken. Dele vergelijking heeft ten doel na te gaan of de resultaten van de hcrekening 
de werkelijkheid met voldoende nauwkeurigheid henaderen om als uitgangswaarden voor de sterkteherekening 
te mogen dienen. De wijze van herekenen en de theorie, waarop deze herust, worden kort hesproken. 

I n  h o u d s o p g a v e .  
1. Inleiding. 2. Notaties. a. De circulatie- 
vergelijking. h. Het oplosren van de circnlatie-vrrgelijking. c. Het verhand tnsschen circulatie, belasting. 
gemiddelden druk en huigend moment. 4. De vleugel. waarvoor de uitkomsten vergeleken werden. 5. De 
voor het berekenen van de circulatieverdeeling benoodigde grootheden. 6. De te vcrgelijken grootheden. 
7. Bespreking van de uitkomsten. 8. De heteekenis van het verkregen resultaat voor andere gcvallen. 

9. Conclusies. Literatuur. Tahellen. 

3. De methode voor het herekenen van de helastingsverdeeling. 

I .  Inleiding. 

Voor de  sterkte van vliegtuigvleugels is het noodig de  verdeeling van de  door d e  luchtkrachten 
veroorzaakte belasting over de  vleugelbreedte te kennen. Bij rechthoekige vleugels kan deze in den 
regel met voldoende nauwkeurigheid door een eenvoudige verdeeling van vasten vorm benaderd 
worden. Bij d e  thans zeer veel gebruikte tapsche vleugels is dit niet mogelijk, zoodat hier de  ver- 
deeling door proeven of door berekening bepaald moet worden. De laatste weg is de  goedkoopste 
doch is alleen dan toelaatbaar. wanneer vaststaat, dat  de daarbij verkregen uitkomsten voldoende met 
d e  werkelijkheid overeenstemmen. Teneinde hiervan een indruk te verkrijgen werd voor een geval. 
waarvoor d e  belastingsverdeeling experimenteel bepaald was, deze vergeleken met de  berekende. 

Hoewel d e  berekeningsmethode en de  theorie. waarop zij berust, in de  bestaande literatuur 
uitvoerig behandeld worden, zullen zij ter inleiding hier in het kort besproken worden. 

2. Notaties. 

In het onderstaande worden de  volgende symbolen in d e  daarbij aangegeven beteekenis gebruikt : 

e 
V 
x, 5 r, G, r, = circulatie, 
t x  = koorde, 
t o  = koorde van de  middendoorsnede (x  = 0) .  

= verhouding tusschen eind- en middenkoorde, 
= vleugelbreedte, 
= vleugeloppervlak, 0 

ag. agx = meetkundige invalshoek, 
a, = meetkundige invalshoek van de middendoorsnede (x = 0 ) .  
a,. a ,  = effectieve of aerodynamische invalshoek, 

= massadichtheid van de  lucht, 
= ongestoorde windsnelheid ( = vliegsnelheid), 
= coordinaat van een element, gemeten langs den vleugel (zie fig. l ) ,  

2 
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= geinduceerde invalshoek. 
= belasting per eenheid van breedte, 
= gemiddelde druk. 
= lift = totale vleugelbelasting, 

A 
= liftcoefficient = -, + PV20 ._ 

dc  =ti,:) voor oneindig breeden vleugel, 

= buigend moment, 
= coefficient van de reeks voor d e  circulatie, 
= coefficient van d e  reeks voor den meetkundigen invalshoek, 
= coefficient van de  reeks voor de  koorde. 

= bgcos (- 2). 
De indices x en E dienen om aan te geven, dat  d e  beschouwde grootheid betrekking heeft 

op het element x, resp. E. Zij worden alleen daar  gebezigd, waar in een formule grootheden naast 
elkaar voorkomen. die behooren bij verschillende elementen x en €, of waar het gewenscht is 
nadrukkelijk aan te geven, da t  een afhankelijkheid van x of 5 bestaat. 

3.  De methode voor het berekenen van de belastingsverdeeling. 

a .  De circulatie-vergelijking: 
D e  methode van berekenen berust op de door Prandtl ontwikkelde theorie van den eindig 

1 e. voor ieder element van een willekeurigen vleugel dezelfde betrekking tusschen circulatie 
en draagkracht geldt als door Joukowsky en Kutta voor den oneindig breeden vleugel in 
tweedimensionale strooming werd afgeleid. 

2e. een verschil in circulatie tusschen twee naast elkaar gelegen elementen het optreden van 
een ,,vrijen wervel” in de  strooming meebrengt, 

3e. d e  circulatie. bij gegeven snelheid, profielvorm en -afmeting, alleen afhankelijk is van den 
hoek, die het beschouwde element maakt met de  richting van de  strooming ter plaatse. 

breeden vleugel (zie o m .  lit. 1, 2. 3) ’ ) .  Uitgegaan wordt van d e  grondgedachten, d a t :  

Onder ,.element” wordt hier een deel van den vleugel -_-______ 

. . . . . . . . . 

____-_ 
a, dx = g V rx dx 

( 1 )  f l  - ------- +* 

verstaan, dat  begrensd is door twee, op kleinen afstand 
van elkaar gelegen, vlakken, die loodrecht op de  vleugel- 
breedte (x-as) staan (fig. I ) .  

De onder le. bedoelde betrekking luidt voor een element 
met de  breedte dx : 

,, 

Bij een oneindig breeden vleugel met constanten profiel- 
vorm, koorddiepte en invalshoek (in het volgende kortweg aan ( e )  van den 
t e  geven met: oneindig breede vleugel) heeft de  circulatie I; 
voor alle elementen dezelfde waarde. Bij een willekeurigen 
vleugel t a l  dit niet het geval zijn. Er treden dan in  de  strooming wervels op, die ongeveer aan den 
achterrand van den vleugel beginnen en zich naar achteren tot in het oneindige uitstrekken (fig. 2a) .  

~ i ~ .  1. Cobrdinaten en 
vleugel. 

.-1::::::- - -3 - * =y 
/,’ --- 

a LL 
Fig. 2. Werkelijk (a) en geidealiseerd ( b )  wervelstelsel. 1 .  vleugel; 2. vrije wervels: 3. gebonden wervel. 

Ce sterkte van de wervels, die aan een element ontstaan. is daarbij gelijk aan de  verandering in 
circulatie over dit element. Daar deze verandering niet sprongsgewijze. doch continu plaats heeft. 
vormen de  wervels een aaneengesloten vlak achter den vleugel. Streng genomen vallen de  wervellijnen 
samen met d e  stroomlijnen en colt het wervelvlak zich op eenigen afstand achter den vleugel geleidelijk 
op  tot twee ongeveer achter de  vleugeluiteinden gelegen geconcentreerde wervelstaarten. Bij de 
berekening mogen echter beide laatstgenoemde bijzonderheden buiten beschouwing blijven. Als voldoend 

~~~ 

I )  De aanwijzingen lit. verwijzen naar de literatuuropgave aan het einde van het rapport 
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nauwkeurige benadering wordt daarbij aangenomen. dat  de wervellijnen rechten zijn. die van de x-as 
uitgaan en evenwijdig aan de  richting van de  ongestoorde strooming loopen (fig. 2b). 

Hoewel hier niet van onmiddellijk belang, kan, ter verklaring van den naam .,vrije wervels”. 
gewezen worden op d e  omstandigheid, da t  de  vleugel, wat zijn invloed op de  strooming betreft, op 
d e  in fig. 2b aangegeven wijze vervangen gedacht kan worden door een wervelstelsel. Daarbij nemen 
een of meerdere ,,dragende” of ,,gebonden wervels” met dezelfde circulatieverdeeling de  plaats in van 
den vleugel. Tegenover deze denkbeeldige wervels staan dan de, ook in werkelijkheid voorkomende 
vrije wervels achter den vleugel. 

Het bestaan van de  vrije wervels heeft tengevolge, da t  de  richting van d e  strooming ter 
plaatse van een element van den vleugel niet gelijk is aan die voor het 
geval. dat dit element deel uitmaakt van een oneindig breeden vleugel. 
Dit richtingsverschil, de  ,.geinduceerde invalshoek” ai (zie  fig. 3 ) .  is 
afhankelijk van de  sterkte en de  verdeeling van de vrije wervels en ,  op 
grond van het bovenstaande, dus van het verloop van de circulatie over 
d e  vleugelbreedte. In den regel zal het niet voor alle elementen van den Fig. 3. Meetkundige ( a a ) ,  ge- 
vleugel gelijk zijn, als gevolg van de  verschillende ligging van dezen ten induceerde (ai)  eneffectieve (4 

invalshoek. opzichte van het wervelstelsel. Naast den ,,meetkundigen invalshoek’ as. 
zijnde de hoek, dien het element maakt met de  richting van de strooming op grooten afstand voor 
den vleugel. wordt nu een andere. de  ,,effectieve” of ,,aerodynamische“ a,, ingevoerd. Deze is het 
verschil tusschen meetkundigen en geinduceerden invalshoek : 

ag = aa + ai ( 2 )  
en kan dus beschouwd worden als de  hoek, dien het element maakt met d e  plaatselijke strooming. 

Aangenomen wordt, dat  d e  circulatie en daarmede ook de  draagkracht van het element afhangt 
van den hoek ua en we1 zoo, da t  zij overeenkomen met die voor hetzelfde element als onderdeel van 
een oneindig breeden vleugel bij een meetkundigen invalshoek gelijk aan aa. 

De betrekking (2 )  vormt het uitgangspunt voor het opstellen van de  circulatie-vergelijking, 
waarbij dan zoowel ai als aa in d e  circulatie r uitgedrukt worden. 

Zooals bekend verondersteld mag worden. kunnen d e  snelheden, behoorende bij een willekeurig 
wervelstelsel, berekend worden met behulp van de  formule van Biot en Savart. Voor een vrijen wervel 
met sterkte 1 uitgaande van het punt 5 levert zij als ..storingssnelheid” ( =  snelheidscomponent even- 
wtijdig aan de z-as, (zie fig. 4 ) ) .  in het punt x: 

ti 
1 

wx = 
gf“c 4n (x - E )  

D e  wervelsterkte van de  vrije wervels, die aan het element met 

de  breedte dE in het punt E ontstaan. is __ r‘ dE* de Fig. 4, Gerband tusschen sterkte 
d I’: d 5  

storingssnelheid : van de vrije wervels ( .--Id<) A .- 
\”’ , 

van element t en storingssnelheid 
dwx voor element x. 

In de  storingssnelheid ter plaatse van het in punt  x qelegen element dragen alle vrije wervels 
bij. Zij wordt dus gevonden door bovenstaande waarde over de  geheele vleugelbreedte te integreeren : 

+, b 

Hieruit volgt voor den geinduceerden invalshoek. daar deze als klein beschouwd mag worden: 
b 

+ T  

D e  draagkracht van het element kan eenerzijds met behulp van ( 1  ) uitgedrukt worden in de 
circulatie. anderzijds op d e  gebruikelijke wijze in den liftcoefficient. waarbij aangenomen wordt. da t  
deze evenredig is met den aerodynamischen invalshoek en da t  de hoeken gemeten worden vanaf 
dien. waarbij de draagkracht nul is: 

da, = Vz c, a. tx dx 
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Door gelijkstellen van beide uitdrukkingen wordt dan de  betrekking tusschen aerodynamischen 
invalshoek en circulatie verkregen : - 

1 ;  aax = - CIV t. 

Invoeren van (3 )  en ( 4 )  in ( 2 )  levert nu d e  circulatie-vergelijking: 
I, + -  

(4) 

b 
2 

Deze vergelijking, die bekend is onder den naam : integraal-vergelijking van Prandtl, geeft het 

b. 
Exact oplossen van de  circulatie-vergelijking is slechts in uitzonderincsgevallen mogelijk. Voor 

het bepalen van benaderingsoplossingen voor willekeurige gevallen zijn echter eenige methoden 
bekend. Daarbij wordt meestal 6f grafisch te werk gegaan of voor de circulatieverdeeling een macht- 
reeks of goniometrische reeks ingevoerd, waarvan de  coefficienten door oplossen van een stelsel 
lineaire vergelijkingen bepaald worden. 

In het hier besproken geval werd de  door Lotz ontwikkelde methode (lit. 4. 5) gebezigd, die 
haar  bruikbaarheid in vele gevallen bewezen heeft. Daarbij worden de  volgende drie reeksen ingevoerd : 

verband tusschen vorm en invalshoek van den vleugel en het verloop van de  circulatie. 

He t  oplossen van d e  circulalie-oergelijking, 

m r x  = V to c1 a. C aen sin n8 (6a )  

m 5 y , ,  cos 2v6 

waarin 6 = bgcos - - 
Na invoering van deze reeksen valt de circulatie-vergelijking uiteen in een stelsel van oneindig 

veel lineaire vergelijkingen met even zoovele onbekenden aen. Dit stelsel kan onmiddellijk gesplitst 
worden in twee andere. waarvan het eene alleen die coefficienten omvat, die behooren bij het 
symmetrische deel van d e  circulatieverdeeling, het andere alleen die, welke betrekking hebben op  
het antisymmetrische deel. Bij berekeningen over symmetrische vleugels behoeft dus alleen eerst- 
genoemd stelsel beschouwd te worden. Voor praktische doeleinden is het in den regel voldoende van 
beide stelsels alleen de  eerste tien vergelijkingen en de  eerste tien onbekenden in beschouwing te 
nemen. De vergelijkingen kunnen dan met behulp van een iteratieproces. da t  snel convergeert, 
opgelost worden. 

3)- 

c. 
Uit d e  berekende circulatieverdeeling ( 6 a )  : 

H e t  oerband tusschen circulatie. belasting, gemiddelden druk en buigend moment. 

I:, = V to c1 a. aen sin nd 
1 

kan met behulp van (1  ) de  belasting per eenheid van breedte a, bepaald worden : 
m 

a, = ,o V r, = e Vz to cI a, X aen sin nb ( 7 )  
1 

Hieruit wordt als gemiddelde druk px, d.i. de  belasting per breedte-eenheid gedeeld door de 
plaatselijke koorde. gevonden: 

m 
( 8 )  

ax t o  

tx tx 1 
px e - = Vz - c, a. C aen sin nd . 

De aerodynamische invalshoek aa volgt eveneens uit de  circulatieverdeeling en we1 door gebruik 
te maken van ( 4 )  : 

t o  m - a. - acn sin n 8  r, a = = - -  
C l V t X  tu 1 

( 9 )  

Deze laatste grootheid is zoowel voor het bestudeeren van de  aerodynamische eigenschappen 
van den vleugel (gedrag bij grooten invalshoek) als voor de  sterkteberekening (wringende momenten 
in den vleugel) van belang. 
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Opgemerkt moet worden. dat r, en a, slechts verschillen door den constanten (d.w.2. van x 
onafhankelijken) factor eV, px en aax door den, eveneens constanten, factor gV2c,. 

Uit de belastingsverdeeling kunnen voorts nog de totale belasting van den vleugel (lift) A en 
het buigend moment M, in de doorsnede x van den vleugel berekend worden. Eerstgenoemde grootheid is: 

komsten van een Engelsch onderzoek (lit. 6). 
De daarbij gebezigde vleugel was tapsch zonder 

prismatisch middenstuk en had afgeronde vleugel- 
uiteinden. Bij de berekening werden deze uiteinden 1 
echter recht afgesneden gedacht en we1 zoo, dat het 
vleugeloppervlak onveranderd bleef. In fig. 5 is de 

, 

omtreksvorm van den vleugel met maten gegeven. 1 

h 
'I 

n A = [ax dx = - - g VZb to c1 nose, 
4 

- 

8 j I - 

h - 
2 

en dus de liftcoefficient 

Het buigend moment is gelijk aan :  
h 
2 
.- 

M, = / ai ( 5  - x) d t  
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1 
~ ; ! I /  I 

c1 moet. streng genomen, voor ieder element de  daarbij behoorende waarde in rekening gebracht 
worden. In vele gevallen kan echter volstaan worden met een voor den geheelen vleugel geldende 
gemiddelde waarde. 

Bedoelde grootheden werden hier nu, omdat d e  totale op den vleugel werkende draagkracht 
niet gemeten was, afgeleid uit de  gegeven verdeelingen van den gemiddelden druk en van d e  belasting 
over d e  vleugelbreedte. De hoek voor lift nul werd bepaald door tusschen de gegeven drukverdeelingen 
te interpoleeren en daarbij de  hoek vast te stellen. waarbij de  over de  vleugelbreedte gemiddelde 
waarde nul was. Voor het berekenen van c1 werd de liftcoefficient ca voor eenige invalshoeken a0 

door planimetreeren van de  belastingsverdeeling bepaald. Daarna werd hieruit afgeleid en door 

bepaald. AIS resultaten werden verkregen : omrekenen op den oneindig breeden vleugel ci = (d2) = 

dca 
duo 

d 

1 1 , '  I 
# # I !  ~ De uitkomsten van de  berekening zijn in Tabel I 

en 111. d e  uit de  experimenteele resultaten afgeieide 
waarden in Tabel I1 en 111 gegeven. terwijl zij in fig. 6 
t/m 8 tezamen uitgezet zijn. i I 

a2 
I ! ~ ! I 

I I 
i i j l  

ox 

dc. 
%, = 0 ' da, _ -  - 1 , 6 O  ~- = 0,074/graad : CI = 2.567/rad 

I 

De meetkundige invalshoek en de  koorde werden op de  in punt 3b aangegeven wijze in reeksen 
ontwikkeld. De in d e  reeks (6c) voor d e  koorde voorkomende coefficienten y Z u  werden met behulp 
van de  bij d e  Fourier-reeksen gebruikelijke formules berekend. Teneinde het uitwerken van de  hierbij 
voorkomende integralen te ontgaan. werd gebruik gemaakt van een recursie-formule, die voor het 
hier beschouwde geval het verband geeft tusschen deze voor drie opeenvolgende waarden van 1'. 

Daar de  meetkundige invalshoek constant was. werden de  coefficienten in de reeks (6b)  voor 
dezen hoek: 

voor n = 1 :  nlg t  = 1 , voor n f 1 :  ngn = 0 

6. De te vergelijken grootheden. 
De meest voor de  hand liggende grootheden voor vergelijking zijn d e  belasting per eenheid 

van breedte a, en d e  gemiddelde druk p.. Daar deze slechts door den in de  twee gevallen gelijken 
fac:or tx verschillen. bestaat er geen aanleiding beide te beschouwen. De keuze van den gemiddelden 
druk p. als vergelijkingsgrootheid levert een bijkomstig voordeel. De uitdrukking (8).  die d e  berekende 
waarde voor px aangeeft, bevat den constanten factor ~V*c,a , .  die, mits ook de experimenteele waarden 
erdoor gedeeld worden, weggelaten mag worden. Het deelen door a, maakt de uitkomsten voor ver- 
schillende invalshoeken onderling vergelijkbaar. Vergelijking met ( 9 )  toont nu aan, dat  de  grootheid, 
die overblijft, niet anders is dan a,/a,. 

Komen bij deze wijze van vergelijken verschillen tusschen d e  berekende en de  experimenteele 
uitkomsten voor. dan behoeven zij voor de  sterkteberekening nog niet van belang te zijn. Immers wordt 
daarbij d e  totale belasting van den vleugel op grond van andere overwegingen vastgesteld. De absolute 
waarde van de  drukken is dus van geen belang. alleen de  vorm van hun verloop heeft beteekenis. 
Vergelijking hiervan kan geschieden door de  uitkomsten 
o m  te rekenen op gelijke draagkracht, dus door de  boven 2 - h  
besproken grootheid ~~ = te vermenigvuldigen 

met ao/ca. 
Tenslotte is, wederom van het standpunt van de  

sterkteberekening bezien. het buigend moment M,, dat 
de  luchtkrachten op den vleugel veroorzaken. het meest 

a ,  px 

no gV'c,ao 

; I ,  

Zooals uit fig. 6 blijkt, vertoonen de  berekende '''' 

I I I  belangrijk. Daarom? werd ook-dit moment op de  in punt 
3c aanaeduide wijze bepaald en omgewerkt op de. op ' ,  , ,  

,.--;--'i ' - 

I I !  
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beschouwde geval de  berekende verdeeling van de  krachten 

waarden voor de twee invalshoeken wijzen er op. dat experimenteele onnauwkeurigheden hier zeker 
invloed kunnen hebben. Als andere mogelijke oorzaken van de  verschillen moeten de gebezigde waarden 
voor ac - - o  en c1 genoemd worden. De wijze. waaroo deze beDaald werden. is in ount 5 besmoken. 

a- 

overeenkomt om haar als uitgangspunt voor de  sterkte- 

Fig. 7. Gemiddelde druk pn en effectieve invals- 
hoek aa,  omgerekend op gelijke draagkracht. 

: berekende waarden. 
\ 5.80 
(9.90 

+ -_------- +:  ________ ~ 

gemeten waarden voor (lo = , 

Daarbij werd. kat eerstgenoemde 'grootheid betreft. 
uitgegaan van de veronderstelling, dat  de invalshoek 
voor lift nul voor alle elementen dezelfde is. Deze 
behoeft echter niet geheel juist te zijn : verschillen van 
eenige l / , o  graden zijn hier zeker mogelijk (vergelijk 
punt 4 ) .  Dergelijke verschillen zullen echter overeen- 
komstige van dezelfde orde van grootte in den effec- 
tieven invalshoek aa veroorzaken en daardoor het ver- 
loop van deze grootheid kunnen beinvloeden. Ook 
tegen de  eveneens gebezigde veronderstelling. dat  c1 
voor alle elementen dezelfde waarde heeft. kan bezwaar 
gemaakt worden. Het lijkt niet waarschijnlijk, dat  d e  
invloed hiervan belangrijk zal zijn. De waarde van c1 
is echter eenigszins onzeker. doordat gegevens over den 
druk op het middendeel van den vleugel (2x/b < 0.175) 
ontbraken en dus geschat moesten worden. Een wijziging 
in deze grootheid geeft, zooals uit (8)  blijkt, een daar- 
mede evenredige in px en bovendien, door deninvloed. 
dien zij op de coefficienten aem heeft, een kleine ver- 
andering in de verdeeling ervan over de  vleugelbreedte. 
Uit den aard der zaak worden alleen de  berekende en 
niet de experimenteele waarden voor px door de  keuze 
van a,.=, en c1 beinvloed. Bij de in fig. 6 gegeven 

berekening te mogen gebruiken. 
Bij de  vergelijking van de berekende en gemeten 

resultaten moeten de  eerste in hoofdzaak gezien worden 
als uitkomsten van de circulatie-vergelijking en dus ook 
het hier besproken onderzoek als bedoeld ter contrdle 
de toelaatbaarheid van het gebruik daarvan. De vraag 

voldoend nauwkeurige benadering van de exacte op- R g .  8. Buigend moment Mr. omgerekend op gelijke 
lossing der circulatie-vergelijking levert, zou op een- draagkracht. 

\ 58' voudiger wijze met behulp van een contrble-berekening 
> 9.9- en zonder gebruik te maken van experimenteel materiaal 

behandeld kunnen worden. Daar zij. wat de  hier ge- 
bezigde methode betreft. op grond van een uitgebreide enraring bevestigend beantwoord kan worden. 
werd er hier niet verder op ingegaan. 

8. 

De in het vorige punt gegeven conclusie mag ook als geldig beschouwd worden voor andere 
vieugels, die van de  onderzochte verschillen in slankheid. tapschheid. invalshoekverloop of door 

in hoeverre de  oplossingsmethodcz bruikbaar is en een F 

: berekende waarden. 
+ gemeten waarden VOOI (Io= 

D e  beteekenis van hef verkregen resulfaat voor andere gevailen. 
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aanwezigheid van een prismatisch middenstuk, mits genoemde gegevens geen uitzonderlijk groote 
afwijkingen vertoonen. Voorbehoud dient echter gemaakt te worden met betrekking tot  eenige speciale 
groepen van vleugels. Zij omvatten die gevallen. waarvoor d e  theorie in den in punt 5a gegeven vorm 
niet zonder merr geldt. Hiertoe behooren in de  eerste plaats de  vleugels. waarbij de  diepte in de 
stroomingsrichting niet verwaarloosd mag worden, dus de  vleugels met zeer kleine slankheid en die 
met belangrijken pijlvorm (verplaatsing van de  vleugeluiteinden naar voren of achteren ten opzichte 
van de middendoorsnede), en die gevallen, waarin de  vleugelstrooming geheel of ten deele loslaat. 
Vleugels met kleine slankheid zijn praktisch van weinig belang. Voor vleugels met pijlvorm is we1 
bekend, dat  bij niet te grooten pijlhoek voor de  totale op den vleugel werkende krachten een 
behoorlijke overeenstemming bestaat tusschen de  berekende en gemeten waarden: materiaal om de  
krachtenverdeeling te kunnen vergelijken, ontbreekt echter nog. De circulatie-vergelijking in den hier 
gebezigden vorm geldt niet voor vleuqels, waarbij d e  strooming loslaat. omdat hierbij d e  op  een 
element werkende kracht niet lineair verloopt met den effectieven invalshoek. Uitbreiding van de 
vergelijking op zoodanige wijze, dat  zij ook deze gevallen omvat. is in beginsel mogelijk: d e  oplossing 
ervan levert dan echter bezwaren op, die tot nu toe nog niet overwonnen zijn. Bijgevolg kan zeker 
d e  overeenstemming tusschen berekende en werkelijke waarden nog niet beoordeeld worden. Naast  
d e  aangegeven gevallen staat nog een andere groep. de  vleugels met discontinui'teiten. De reden. 
waarom deze mogelijk niet aan de  circulatie-vergelijking voldoen. is minder evident. Deze ligt daarin. 
da t  de  mogelijkheid bestaat, da t  de beide deelen van den vleugel aan weerszijden van de  disconti- 
nu'iteit elkaar direct kunnen beinvloeden, een omstandigheid, waarmede de  theorie geen rekening 
houdt. Sprongsgewijze verloop van de  koorde komt praktisch niet voor, van den invalshoek daaren- 
tegen wel. Deze hoek moet. zooals in punt 3a aangegeven is, gemeten worden vanaf den hoek voor 
lift nul, zoodat alle vleugels met uitgeslagen ailerons of landingskleppen, voor zoover d e  laatsten zich 
niet over de geheele vleugelbreedte uitstrekken, discontinuiteiten in den meetkundigen invalshoek 
vertoonen. 

Volledigheidshalve dient erop gewezen te worden. dat  alle bovenstaande beschouwingen 
betrekking hebben op den afzonderlijken vleugel. De aan den vleugel bevestigde romp en motor- 
gondels zullen de  verdeeling va:: de op dezen werkende krachten beinvloeden. Aan d e  vraag. in 
hoeverre deze invloed praktisch beteekenis heeft, is tot dusver nog weinig aandacht geschonken. 
Wanneer  echter verfijning van de  sterkteberekening een nauwkeurige kennis van de  verdeeling van 
d e  belasting gewenscht maakt, behoort zij zeker nader beschouwd te worden. 

9. Conclusies. 

a.  Voor het hier beschouwde geval was de  overeenstemming tusschen de  berekende en d e  door 
meting bepaalde waarden voor d e  krachtenverdeeling over de  breedte van den vleugel zoodanig. 
da t  d e  eerstgenoemde zonder bezwaar als uitgangspunt voor de  sterkteberekening gebezigd 
kunnen worden. 

b. Voor andere vleugels, die van de onder a. bedoelde verschillen in dankheid. tapschheid. 
invalshoekverloop, of door aanwezigheid van een prismatisch middenstuk, mag een soortgelijke 
overeenstemming verwacht worden, mits genoemde gegevens geen uitzonderlijk groote afwijkingen 
vertoonen. 

c. Conclusie b. mag zonder nader onderzoek niet uitgestrekt worden tot die gevallen. waarin d e  
circulatie-vergelijking in den hier gegeven vorm niet geldig is of deze geldigheid nog niet vast 
staat. Hiertoe behooren : vleugels met zeer kleine slankheid. met belangrijken pijlvorm, met 
geheel of ten deele losgelaten strooming of met - door uitgeslagen kleppen of ailerons ver- 
oorzaakt - discontinu verloop van den invalshoek. 

d .  Aandacht moet worden besteed aan de  mogelijkheid, da t  aan den vleugel aangebrachte onder- 
deelen (romp, motorgondels) de  krachtenverdeeling kunnen beinvloeden. 
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TABEL I. 
Berekende waarden voor den gemiddelden druk px 

. ,~. ~. 
0.1989 
0.201 7 

0,8260 
0,8377 
0,8470 I 0.2040 
9.8530 I 0,2054 
0,8550 0.2059 
0,8538 0,2056 
0,8490 0.2044 
0,8387 0,2020 

I ~ 

0 
0.087 
0.174 
0.259 
0.342 
0,423 
0.500 
0,574 
0.643 
0,707 

~~ ~~ 

0,7572 
0,7020 
0,6248 0.940 

0.966 1 0.5207 
0,985 1 0,3826 
0.996 i 0,2056 

"0;:: 1 
1,000 ~ 0 

I 

0,7826 1 0.1885 I 0,766 1 0.8209 
0.8094 0.1949 0.819 0.7948 

~ ... 

0.457 
0,588 
0.662 
0.736 
0,809 
0.883 
0,932 
0,981 

0,909 
0.897 
0,863 
0.849 
0,835 
0,768 
0,677 
0.595 

TABEL 11. 
Gemeten waarden voor den gemiddelden druk p.. 

0,1977 
0,1914 
0,1823 
0.1690 
0.1505 
0. I254 
0,0921 
0,0495 
0 

I a. = 5.8O aa = 9,9O 
2x I 

0,172 1 0,827 
0.719 0.904 

2x 
b 

0 
0,1 
0.2 
0,3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1 .o 

0,193 
0.21 1 
0,212 
0,209 
0,201 
0.198 
0.195 
0.179 
0.158 
0,139 

0,807 
0.868 
0,893 
0,888 
0,885 
0,870 
0,833 
0.752 
0,683 
0,584 

0,190 
0.204 
0.210 

n 0,209 
0.208 
0.205 
0,196 
0.177 
0,161 
0.137 

Voor verklaring van de symbolen zie punt 2 

TABEL 111. 
Berekende en gemeten waarden voor het buigend moment M,. 

_~ ___ __ .- 
My 

I Gemeten _-- 
a. = 9.9O 

Berekend 
uo = 5 . P  

~ 

0.1085 
0,0851 
0.0649 
0,0477 
0.0335 
0,0220 
0,0132 
0.0068 
0,0027 
0.0006 
0 

0,1087 
0,0854 
0,0650 
0,0477 
0.0333 
0.0218 
0,0129 
0,0069 
0.0028 
0.0005 
0 

0,1091 
0.0859 
0.0657 
0.0484 
0.0340 
0.0224 
0,0134 
0,0070 
0.0028 
0.0006 
0 

Voor verklaring van de symbolen zie punt 2. 
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RAPPORT S 100. 

Methode voor de onderlinge vergelijking van belastingsgevallen voor vliegtuigen. 
(n-q-diagram) 

Ui  t t r e k s e 1. 

(Zie  de samenvatting aan het eind van dit rapport). 

Notaties. 

a index, betrekking hebbend op de belasting A,, f ~ spanning in een onderdeel, 
b ,. 
A, eenheidsbelasting. waarbij de luchtkrachten op 

den vleugel aangrijpen in het aerodynamisch 
centrum en de  resulante van alle luchtkrachten 
gelijk is aan het vliegtuiggewicht, q stuwdruk. 

Bo eenheidsbelasting, waarbij de resultante van 
alle luchtkrachten gelijk is aan nul, 

,. *, 1. ,* ., Bo. ' toelaatbare spanningen. 
F $  
n componente van de versnellingsfactor lood- 

recht op de  vleugelkoorde, 

RAPPORT S 100. 

Une mithode pour la comparaison des cas de vol des airoplanes (le diagramme n-q). 

R 6 s u m& 
L'etude suivante decrit une methode destinee comparer les cas de vol, qui doivent Ctre 

consideres dans le calcul de resistance des aeroplanes et i determiner les conditions critiques. I1 
parait que Yon puisse choisir quatre cas de vol. representatifs pour tous les autres. La methode 
consiste en representant chaque cas de  vol par un point dans un diagramme dont I'abscisse est 
&gale a la pression dynamique ( 4 )  et l'ordinate est &gale a la composaate ( n )  du coefficient 
d'acceleration normale 2 la corde de  I'aile. 

Les possibilites d'application de ce diagramme suivent de  sa propriete, que le contour de  la 
region admissible des combinaisons n-q est concave par rapport a cette region. La propriete denommee 
du diagramme n-q se base sur certaines suppositions. 

En cas que ces suppositions ne soient pas satisfaites, la possibilite existe que le contour du 
diagramme n-q perd sa  propriete characteristique sur laquelle se base son applicabilite. Cependant 
ces circonstances d,efavorables ne se presentent pas toujours, de  sorte que diverses suppositions ne 
limitent pas I'applicabilite du diagramme n-q. Quand aux autres suppositions, dont I'influence peut 
limiter l'application du diagramme, il faut envisager la signification pour chaque cas : cettes suppositions 
sont principalement les deux suivantes: que la charge tangentielle de l'aile puisse etre negligee et 
que les efforts soient proportionnels a la charge exterieure. Pour quelques-unes des suppositions on 
n 'a  donnee que les conclusions, la discussion du calcul complet etan,t assez etendue. 

Symboles. 
a indice, exprimant la relation au systeme de resultante des charges aerodynamiques est 

b indice, exprimant la relation au systeme de 

A, systeme de  charge unitaire, dans lequel la F j  

charge A,. +?gale zero. 

charge Bo. f )  effort admissible. 

charge sur l'aile agit au centre aerodynamique 
et la resultante de toutes les charges aero- male a la corde de  l'aile. 
dynamiques est egale au poids de  l'avion. q pression dynamique. 

f effort dans un membre de  la construction. 

n composante du coefficient d'acceleration nor- 

Bo systeme de charge unitaire, dans lequel la 

REPORT S IOO 
A method to compare flight conditions for aeroplanes (n-q diagram) 

S u m m a r y .  

A method is given to compare the flight loading conditions that must be investigated in the 
strength analyses of aeroplanes, in order to determine the critical conditions. I t  appears to be 
possible to choose four flight conditions, that cover all the other ones. The  method consits of 
representing each condition by a point in a diagram. the abscissa being equal to the dynamic 
pressure ( 9 )  and the ordinate to the component ( n )  of the acceleration factor normal to the wing 
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chord. From the property, that  the boundary of the allowable region of n-q combinations is concave 
with respect to this region, follow the possibilities of application. T h e  said property of the n-q 
diagram depends on several suppositions. If these suppositions are not satisfied, the possibility may 
arise, that the boundary of the n-q diagram looses the characteristic property that forms the basis 
of its applications. However this unfavorable consequence is not always present, therefore some of 
these suppositions do  not restrict the applicability of the n-q diagram. T h e  suppositions, that  may 
have a restricting influence, require an investigation of their consequences in each separate case. The 
following suppositions are mainly of importance in this respect: the neglect of the tangential wing 
loading and the proportionality between stress and external loading. In discussing some of the 
suppositions only the conclusions are given, the lengthy detailed discussion is omitted. 

Notations. 

b ,, 
A, unit load system with wing load acting in the 

f stress in a structural member, 

F 

a indice, relating to load system A,, -. 

I ,  ,, 1 1  .. Bo,  }allowable stress, 
aerodynamic center; the resulting air load is n component of the accelerationfactor normal 
equal to the weight of the aeroplane, 

to zero, 

to ,the wing chord, 
dynamic pressure. Bo unit load system with resulting air loads equal 

BERICHT S 1 0 0  

Eine Methode zum Vergleich von Belastungsfallen fur Flugzeuge (n-q Schaubild) . 
Z u  s a m m e n f  a s s u n g. 

Es wird eine Methode gegeben zur Vergleichung der Flugstande. die in der Festigkeits- 
berechnung von Flugzeugen untersucht werden sollen, damit die maszgebenden Falle bestimmt werden 
konnen. E s  stellt sich heraus. dasz vier Belastungbfalle gewahlt werden konnen die alle anderen 
decken. Die Methode besteht in der Darstellung jedes Belastungsfalles durch einen Punkt in einem 
Schaubild wo die Abscisse dem Staudruck ( 4 )  und die Ordinate der Komponente ( n )  des Be- 
schleunigungsfaktors senkrecht auf der Fliigelsehne gleich ist. Aus die Eigenschaft. dasz die 
Begrenzungslinie des zulassigen Gebietes von n-q Kombinationen in Beziehung auf diesem Gebiet 
konkaf ist, folgen die Anwendungsmoglichkeiten. Die genannte Eigenschaft vom n-q Schaubild beruht 
auf gewissen Voraussetzungen. W e n n  diese Voraussetzungen nicht befriedigt sind, entsteht die 
Moglichkeit. dasz die Begrenzungslinie vom n-q Schaubild die kennzeichnende Eigenschaft. worauf 
die Brauchbarkeit stiitzt, verliert. Es stellt sich aber heraus, dasz dies nicht immer der Fall ist. 
sodasz verschiedene Voraussetzungen die Anwendungsmoglichkeit vom n-q Schaubild nicht einschranken. 
Die Voraussetzungen, welche die Anwendungsmoglichkeit in ungiinstiger Hinsicht beeinfliissen, ver- 
ursachen, dasz man sich bei der Anwendung des n-q Schaubildes von Fall zu Fall ihrer Bedeutung 
gerecht werden soll. Es sind hauptsachlich : die Vernachlassigbarkeit der tangentiellen Fliigel- 
belastung und die Proportionalitat zwischen Spannung und auszerer Belastung. Bei der Besprechung 
einiger Voraussetzungen werden nur die Schluszfolgerungen gegehen, die detaiilierte Argumentation 
ist ihrer Umstandlichkeit wegen fortgelassen. 

Formefzeichen. 

a Zeiger in Beziehung auf der Belastung A,. ~ f Spannung in einem Bauteil 
b 
A, Einheitsbelastung. bei welcher die Fliigel- F} " ' 

,, .. ,, ., .. .. Bo, 
f zulassige Spannung, 

belastung im aerodynamischen Mittelpunkt n Komponente der Beschleunigungsfaktor senk- 
angreift, und die resultierende Luftkraft dem 
Flugzeuggewicht gleich ist. q Staudruck. 

Bo Eiuheitsbelastung, bei welcher die resultierende 
Luftkraft gleich Null ist, 

recht auf der Fliigelsehne, 
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Methode voor de onderlinge vergeli jking van belastings- 
gevallen voor vliegtuigen (n - q - diagram). 

door 

Dr. IC. A. VAN DER NEUT. 

I n  d e e I i n g. 
1. Inleiding. 2. Analyse der uitwendige belastingen. 3. Het n-q-diagram. 4. Toepassingen van het 
n-q-diagram. 5. Beteekenis van de veronderstellingen, waarop de methode berust. 51. Het evenwicht der 
luchtkrachten. 52. De tangentieele belastingen. 53. Het constant zijn van de momentencoefficiEnt. 54. De 
veranderlijkheid van de circulatieverdeeling. 55. De invloed van de vervormingen op  de circulatie- 
verdeeling. 56. Verscheidenheid van toelaatbare spanningen. 57. Onevenredigheid van spanning en 

belasting. 6. Samenvatting. 

I. Inleiding. 

Bij de  berekening van vliegtuigen volgens verschillende belastingsgevallen, zooals deze zich in 
de  vlucht kunnen voordoen, heeft men in het algemeen te maken met de  complicatie, dat  de  ver- 
anderlijkheid der aerodynamische eigenschappen van den vleugel met den invalshoek het onmogelijk 
maken met weinig belastingsgevallen te kunnen volstaan. 

De mate, waarin een onderdeel belast is, is namelijk niet slechts afhankelijk van de  grootte 
der versnelling, die d e  massa’s als gevolg van de  krachten op den vleugel ondervinden, doch tevens 
speelt in het algemeen de  vliegsnelheid. waarbij de  versnelling optreedt. een belangrijke rol. Deze 
laatste invloed komt hieruit voort, da t  het aangrijpingspunt der belasting op den vleugel (drukpunt ) 
afhankelijk is van den invalshoek. 

Ondat  vliegtuigen volgens de voorschriften onderzocht moeten worden bij verschillende 
omstandigheden, doet zich de  vraag voor of er niet een eenvoudig middel bestaat om belastings- 
gevallen, die van elkaar verschillen in grootte der versnelling en der snelheid, met elkaar te vergelijken 
en aldus te zien welke van deze belastingsgevallen als de  maatgevende zijn te beschouwen. 

Aldus zou het aantal der in de  sterkteberekening te onderzoeken belastingsgevallen tot een 
minimum kunnen worden beperkt. 

Zuik een methode is ook van voordeel, indien het er om gaat te beoordeelen of eeii vliegtuig. 
dat  aan  een bepaald stel voorschriften voldoet, ook voldoen zal aan een ander stel voorschriften met 
afwijkende belastingsgevallen. Dit geval doet zich voor. indien d e  vraag gesteld wordt of d e  sterkte 
van een vliegtuig, da t  gebouwd is volgens buitenlandsche voorschriften, ook aan de  Nederlandsche 
voorschriften voldoet. 

In het volgende wordt een methode aangegeven. die in de  meeste gevallen de  gewenschte 
oplossing geeft. Voor  zekere constructietypes is zij echter niet toepasbaar. Deze beperkingen op de 
geldigheid der methode worden nader besproken. 

2. Analyse der  uitwendige belastingen. 

Veronderstellende, dat  in d e  beschouwde belastingsgevallen het vliegtuig in evenwicht is en  
onder verwaarloozing van  d e  krachten, die in de  richting der vleugelkoorde werken, worden de op 
het vliegtuig aangrijpende aerodynamische belastingen gesplitst in 2 deelen a en b. die als volgt ge- 
definieerd zijn: 

a. Een belastingsgeval. waarbij de luchtkrachten op  den vleugel aangrijpen in het aerodynamisch 
centrum van het profiel, (onder aerodynamisch centrum word( verstaan het punt van het  profiel ten 
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opzichte waarvan de momentencoefficient in een groot gebied van invalshoeken constant is, e a  dat 
gelegen is ongeveer op 0.25 van de koorde achter den voorrand) en waarbij de staartlast zoo groot 
is. dat  hij tezamen met de luchtkrachten op den vleugel een moment nul oplevert ten opzichte vau 
het zwaartepunt van het vliegtuig. De resultante van de luchtkrachten op vleugel en staartvlakken, 
die dus door het zwaartepunt van het vliegtuig gaat, is gelijk aan de  massa van het vliegtuig maal 
de  versnelling, die het vliegtuig in het beschouwde belastingsgeval en de richting loodrecht op de  
vleugelkoorde ondergaat. 

b. Een belastingsgeval, waarbij de resultante van de  luchtkrachten op den vleugel en op de  staart- 
vlakken gelijk is aan nul. Dit geval komt dus overeen met den belastingstoestand in een duikvlucht, 
waarbij de vleugelkoorde verticaal gericht is, indien afgezien wordt van de belastingen in de richting 
van de  vleugelkoorde. 

O p  deze wijze zijn de luchtkrachten, die op den vleugel werken gedeeld. voor wat betreft de 
normaalkracht (aangrijpende in het aerodynamische centrum) in N, en Nb: voor wat betreft het 
moment (t.0.v. het aerodynamisch centrum) in 0 en bib. De staartlast is gedeeld in T, en Tb. 

Deze grootheden kunnen op grond van hun definities uitgedrukt worden in de aerodynamische 
coefficienten van den vleugel: 

N, = cna q F = nG.- 
l + z  

N b  = crib q F 
Mb= cmoq F t 

1 

Z T, = cna q F ~ 1 \ 
I 

T b  =-cnb q F. 
Hierin is (zie fig. 1 ) :  
q = stuwdruk in het beschouwde belastingsgeval. 
F = vleugeloppervlak. 
t = gemiddelde aerodynamische koorde. 
z =afs tand  van het aerodynamisch centrum tot het zwaartepunt. 
F = afstand van het zwaartepunt tot het aangrijpingspunt van de staartlast. 

Tusschen de  aerodynamische coefficienten bestaat 
de betrekking, die uit de  definitie van geval b 
volgt, namelijk uit het momentenevenwicht: 

( 2 )  

Dit beteekent, dat  de belasting in geval 6 steeds 
op een zelfde invalshoek ab betrekking heeft. 
waarbij de normaalkrachtscoefficient de  in ( 2 )  

Pig. 1. Krachten. die o p  het vliegtuig werken. aangegeven waarde heeft, die onafhankelijk is 
van de  snelheid. D e  belastingsverdeeling over 

vleugel en staartvlakken is dan gelijkvormig voor alle snelheden. Slechts de  groote der krachten is 
afhankelijk van de  snelheid. 

Dit maakt het mogelijk de  belasting b uit te drukken als veelvoud van een eenheidsbelasting. 
Voor deze eenheidsbelasting wordt gekozen de  belasting bij maximale horizontale snelheid. De stuw- 
druk bij deze snelheid qo en het bijbehoorende belastingssysteem Bo noemend, is de belasting van 
geval b in het algemeen: 

t 
Cnb = Cmo ' 

/ 
l + z  _ _ _  ~ 

"G 

Bij deze beschouwing over het geval b is stilzwijgend verondersteld, dat  de  belastingsverdeeling 
niet beinvloed wordt door de  vervormingen, die de  vleugel ten gevolge van de  belasting ondergaat. 
De torsie van den vleugel zal namelijk maken, dat  de invalshoek niet constant blijft, zoodat met 
verandering van snelheid gepaard gaat een verandering in de  verdeeling van cab over de breedte van 
den vleugel, echter niet van haar gemiddelde waarde. 

De belasting van geval a bestaat, voorzoover zij op den vleugel aangrijpt, uit de krachten, die. 
toegevoegd worden. indien de  invalshoek toeneemt van de waarde a b  tot de  waarde a. die zij in het 
beschouwde belastingsgeval heeft. 

Omdat de  hiermee gepaard gaande krachten op den vleugel een vast aangrijpingspunt hebben, 
namelijk het aerodynamisch centrum, geven zij gelijkvormige veranderingen van d e  vleugelbelasting. 

Omdat blijkeas ( 1 ) de  staartvlakbelasting en de vleugelbelasting in een constante verhouding 
tot elkaar staan. kan iedere belasting a uitgedrukt worden als veelvoud van een eenheidsbelasting 
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van het type a. Voor deze eenheidsbelasting wordt gekozen het belastingsgeval, waarin de som der 
massakrachten loodrecht op d e  vleugelkoorde gelijk is aan het vliegtuiggewicht. Het bijbehoorend 
systeem van belastingen A, noemend, is de belasting van geval a in het algemeen 

A = n A o ,  ( 4 )  

waarbij onder n is te verstaan d e  componente in de  richting loodrecht op de  koorde van de  zooge- 
naamde overbelastingsfactor, die de  verhouding aangeeft tusschen d e  optredende versnelling en de 
versnelling der  zwaartekracht. De belasting A is dus onafhankelijk van d e  snelheid. 

Ook  in deze beschouwing over geval a is weder verondersteld, dat  ten gevolge van de  be- 
lasting A geen vervormingen optreden, die de  belastingsverdeeling 
beinvloeden. Er zal echter een torsie van den vleugel optreden, 
die in hoofdzaak evenredig is met n. De belastingsverandering. 
die van de  plaatselijke invalshoekverandering het gevolg is, is 
evenredig met nq. zoodat zij niet in het schema van de  belasting 
A past, De totale luchtkracht op den vleugel blijft echter onge- 
wijzigd door dezen invloed. 

Voorts is verondersteld, dat  bij iedere invalshoekveran- 
dering een zelfde wijze van verdeeling der circulatie langs d e  
breedte van deli vleugel behoort. 

Op de  aangeqeven wijze en met de  intusschen ingevoerde 
VereenvoLdigende -0nderstellingen kan ieder belastingsgeval uit- 
gedrukt worden in de  eenheidsbelastingen A, en Bo door te 
schrijven: 

Fig. 2, Gebied van toelaatbare n-q waar- 
dfn voor Een onde,deel van vl ieytuig,  

( 5 )  q 
q a  

belasting = n  A ,  + -~ Bo. 

3. H e t  n-q-diagram. 

D e  spanning, die in eenig deel der constructie opgewekt wordt door de  belastingen A, en BO 
resp. f,, en f h o  noemend. wordt de  totale spanning, onder de  veronderstelling. dat  d e  spanningen 
evenredig zijn met de  belastingen, 

(6) f=nfao+-- 9 fho. 

P" 
Indien de toelaatbare spanning voor spanningen van het type fa, en van het type fo ,  dezelfde 

is en de  waarde heelt als positieve spanning 
en als negatieve spanning, worden toelaatbare 

9 combinaties van n en -- weergegeven door d e  ver- 
q'l 

(7a )  4 
9 

~~~ 

f ,  -5 n fa, + --- f h o  

q 
4. 

gebied van toelaatbare n en -- -waarden ligt aan  

9 Fig. 3. Gebied van toelaatbare n-q waarden voor het de positieve zijde van de ~~~ -as tusschell de n-as 

en de  beide grenslijnen (het gearceerde deel in fig. 2 ) .  
Voor ieder onderdeel van het vliegtuig kan men de  beide grenslijneli bepalen. D e  toelaatbare 

combinaties van n en q/qo voor het geheele vliegtuig worden dan gegeven door het gebied van het 
diagram dat  omhuld wordt door a1 deze grenslijnen tezamen (fig. 3 ) .  Omdat de  mogelijke combi- 
naties van n en q/qo aerodynamisch begrensd zijn door het bestaan van een .maximale liftcoefficient 
moet in fig. 3 ook nog d e  begrenzing aangegeven worden, die uit deze voorwaarde volgt en die luidt: 

geheele vliegtuig. q o  
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waarbij voor qmin 2 waarden gelden welke resp. op de  bovenste en  onderste grenswaarden van ca 
betrekking hebben. T e n  slotte moet nog opgemerkt worden, dat  er nog 2 grenslijnen voorkomen, die 
volgen uit de  omstandigheid. da t  de  snelheid niet kleiner kan zijn dan de minimale snelheid en niet 
grooter dan de  limietsnelheid in duikvlucht. Het tusschen deze grenslijnen overblijvende geharceerde 

gebied van fig. 3 geeft aan welke combinaties van n en - toelaatbaar en mogelijk zijn. 9 
qo 

q 
qo 

Uit de  omstandigheid. da t  het gebied van toelaatbare n- en --waarden omhuld wordt door 

rechte lijnen volgt, dat  de  omhullende geen hoeken heeft, die grooter zijn dan 180”. m.a.w. de grens- 
Zijn is ten oprichte van het omsloten gebied concaaf. O p  deze conclusie berusten de  toepassingen 
van het n-q-diagram. 

Opmerking: 
De voorschriften geven in .den regel de  versnellingsfactor tengevolge van de  resultante der 

luchtkrachten. Deze factor moet niet in het n-q-diagram worden uitgezet, doch haar componente 
loodrecht op d e  koorde. Indien men zulks wenscht, kan men uit het n-q-diagram, een diagram af- 
leiden, dat  de  totale versnellingsfactor n geeft als functie van den stuwdruk. Men moet dan voor 

ieder punt van d e  begrenzingskromme met behulp van de  vergelijkingen ( 2 )  en N.=n G-- =cnaq F, 
de  normaalkrachtscoefficient 

Cn = Cna + C n b  

berekenen en de  bijbehoorende - tangentiaalkrachtscoefficient ct van het geheele vliegtuig bepalen. De 
totale versnellingsfactor 11 volgt dan uit 

1 
l + z  

aantal. Uit het voorbeeld in fig. 5a, dat de omstandigheden voor een 
verkeersvliegtuig weergeeft, blijkt. dat de berekening voor d e  7 in d e  
voorschriften geven belastingsgevallen beperkt kan blijven tot 4 gevallen, 
waarbij inplaats van de  gevallen a en f ,  genomen worden a’ en fl’. I 

In de plaats van het geval f,’ kan nog het fictieve belastingsge- 



n 

\ ,  
\ I  

, I 
'p--- 

5 .  Beteekenis van d e  veronderstellingen. waarop de  methode berust 

Bij de  afleiding van de  besproken methode moesten enkeie veronderstellingen worden ingevoerd. 
waarvan de  beteekenis bezien dient te worden. Deze veronderstellingen zijn: 

1". 
20. 
30, E r  is een punt van het vleugelprofiel ten opzichte waarvan de  momentencoeificient constant is. 

40. 
5". 
6O. De toelaatbare waarde van de spanning in geval a is gelijk aan de  toelaatbare waarde van d e  

7". 

De op het vliegtuig werkende luchtkrachten gaan door het zwaartepunt van het vliegtuig 
De luchtkrachten in de richting van den vliegbaan zijn verwaarloosbaar. 

De circulatieverdeelingen voor invalshoekveranderingen zijn gelijkvormig. 
De invloed van de  vervormingen op de  verdeeling der luchtkrachten is verwaarloosbaar. 

spanning in geval 6. 
Bij evenredige vergrooting van de  belasting nemen de  spanningen in dezelfde reden toe. 

Indien aan deze voorwaarden voldaan wordt, kau er geen bezwaar tegen de  toepassing der  
methode bestaan. Echter wordt meestal niet exact aan a1 deze voorwaarden voldaan. Daarom is het 
de  vraag, in d e  eerste plaats of de genoemde voorwaarden essentieel zijn en in de  tweede plaats, - indien zij essentieel zijn - of hun invloed a1 of niet verwaarloosbaar moet worden geacht. In 
dit opzicht kan het volgende worden opgemerkt. 

worden. De 8 belastingsgevallen, die de  voor- 
schriften veronderstellen. kuniien in de  bere- 
kening teruggebracht worden tot het viertal a ,  
el', e?', f,: a ,  el', e., f , '  of a ,  e,', e.', f,". 

I 

:-\b 

, Het blijkt dus mogelijk te zijn de  vliegge- 
I qA gevallen voor welke een vliegtuig berekend moet , "' worden, op eenvoudige wijze terug te brengen 

+*. tot een viertal. waarvan 2 gevallen betrekking 
hebben resp. op den toestand met de  positieve 
en negatieve extreme waarden van den liftcoef- 
ficient van den vleugel, en waarvan de  overige ,-, - 

I \  + c. 4- 2 gevallen betrekking hebben op toestanden bij 

i. -1 
de in glij- of duikvlucht toelaatbare maximale \ 

snelheid. 
Wegens  den eenvoud van de  uiteengezette 

methode, lijkt het beter deze methode niet bij 

- - - + e ,  
\ 
\ 1, ,> _ -  - - - - -  + ---.___.______ + = = -  _ _ _ _ _  A e ;  
\k--- " \ - - - - - -  

51. Het  evenwichf der  luchtkrachten. 

In de vlieggevallen, die betrekking hebben op manoeuvres, wordt aan de  voorwaarde voldaan, 
da t  d e  resultante der luchtkrachten op vleugel en staartvlakken door het zwaartepunt van het vlieg- 
tuig gaat. Slechts in de  remousgevallen wordt de  voorwaarde niet vervuld. In de remousgevallen 
wordt in het algemeen ook een rotatie ten opzichte van h e t ~  zwaartepunt opgewekt, die maakt dat 
de traagheidskrachten in de verschillende punten van het vliegtuig een verschillend veelvoud zijn 
van de  gewichten. Bij het tegenwoordige stadium van kennis omtrent de  remousgevallen is e r  echter 
geen bezwaar tegen om deze belastingsgevallen te denken als gevallen vaii evenwicht. waarbij de 
staartlast een zoo'danige grootte gegeven wordt. dat de resultante van de luchtkrachten op  vleugel 
en staartvlakken door het zwaartepunt gaat. 
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52. De tangentieele luchtkrachten. 

en ct q F en in vele gevallen 
ook de  schroeftrek. Deze werden tot nu toe verwaarloosd. De met deze krachten verbondene ver- 
snellingen in koorde-richting geven in den regel rompbelastingen zonder buiging of dwarskracht. 
terwijl de normaalkracht tot zeer ondergeschikte spanningen ieidt; het verwaarloozen der  driftbelasting 
is daarom voor d e  rompconstructie we1 als toelaatbaar te beschouwen. 

In de  meeste gevallen zijn ook de spanningen, die in den vleugel ten gevolge van de  driftbe- 
lasting worden opgewekt. klein. De werkelijke spanning in een onderdeel is dan niet meer een lineaire 
functie van n en q. De toelaatbare combinaties van n en q zijn dan in het n-q-diagram niet langer 

rechte lijnen, doch zwak gekromde lijnen. die even- 
tueel convex zijn ten opzichte van het omsloten ge- 
bied. zoodat d e  eigenschap van het n-q-diagram, 
dat de  grenslijn concaaf is ten opzichte van het 
omsloten gebied. niet langer geldt. 

De afwijking van de  rechte lijn is gering, indien 
de  spanningen door belasting in koorde-richting ge- 

' ring zijn. In dit geval is de  mogelijke fout, die 
gemaakt wordt bij toepassing van de  bovengenoem- 
d e  eigenschap, ook gering. Het buiten beschouwing 
laten van de  driftbelasting is bij de onderlinge 

tangentieele vleugelbelasting belangrijk kan zijn. vergelijking van belastingsgevallen dan we1 toe- 
laatbaar. 

Indien echter de  sterkte van bijzondere deelen door de  driftbelasting in belangrijker mate wordt 
beinvloed, zal mea het n-q-diagram niet zonder meer mogen gebruiken. Dit geval doet zich b.v. voor 
wanneer een knik in de  vleugelvorm er  toe leidt, dat  de  tangentieele vleugelbelasting van het eene 
deel torsie in het deel aan de  andere zijde van de  knik veroorzaakt (zie fig. 6 ) .  Het kan in zulke 
gevallen noodig zijn bepaalde deelen van het vliegtuig nader te onderzoeken. 

53. 
De huidige vleugelprofielen blijken in een groot gebied een vrijwel constante momentencoefficient 

te bezitten. Alleen bij ( c " ) ~ " ~ ,  en ( ~ > , ) ~ , i ~ .  treden afwijkingen op. d.w.2. de  momentencoefficient ten 
opzichte van het aerodynamisch centrum cm cmo. Vlieggevallen, die op dit gebied betrekking hebben 
kunnen in her n-q-diagram worden afgebeeld onder invoering van een fictieve stuwdruk q', die ge- 
definieerd is door de voorwaarde, da t  zij tezamen met clnO dezelfde krachten oplevert als de  werkelijke 
stuwdruk q met de  werkelijke momentencoefficient cnl. 

O p  den vleugel werken in d e  richting 'r vleugelkoorde de krac 

~ 

Fig. 6. Vleugelconstructies. bij welke de invloed van de 

Het  constant zGn van den momentencoefficient. 

Uit de grenskromme, geleverd door het n-q'-diagram, kan men het werkelijke n-q-diagram 
bepalen door voor ieder punt van deze eerste grenskromme met behulp van de  vergelijkingen ( 1 )  en 
( 2 )  d e  fictieve cn- en c,-waarden chi' en cmo te berekenen. Vervolgens worden d e  werkelijke cn- en 
c,-waarden bepaald uit: 

Daarna geeft vergl. ( 9 )  d e  werkelijke waarde van q, die bij de  beschouwde waarde van n behoort. 

54. De veranderlijkheid der circulatieoerdeeling. 
dc, 
d n  

De veronderstelling is gemaakt. dat  het verloop van langs de vleugelbreedte gelijkvormig 

is voor alle in aanmerking komende invalshoeken. Deze veronderstelling is gerechtvaardigd zoolang 
er geen loslating van de strooming optreedt. Zij geldt niet meer in de  buurt van de  kritische invals- 
hoeken. Dz sterkteberekening heeft gewoonlijk alleen betrekking op d e  circulatieverdeeling, waarbij nog 
Been loslating optreedt, omdat met loslating in den regel een blijvende afname van de  versnelling 
gepaard gaat. In deze gevallen is dit effect dus van geen belang. In bijzondere gevallen kan de  
toestand bij het overtrekken we1 voor de  sterkteberekening van belang zijn, namelijk indien d e  los- 
lating bij het middendeel van den vleugel begint en aangenomen moet worden da t  de  versnelling in 
dezen toestand nog d e  waarde heeft, die voor het vlieggeval a wordt voorgeschreven. D e  lift zal 
zich daarbij meer naar buiten verplaatsen. hetgeen in den regel voor de  constructie een verzwarende 
omstandigheid is. Indien d e  sterkteberekening van deze liftverdeeling uitgaat, kan het n-q-diagram 
veilig worden toegepast. Indien daarentegen de  loslating bij d e  vleugeltippen begint en in d e  sterkte- 
berekening voor het vlieggeval a de  daarmede samenhangende circulatie-verdeeling zou zijn ver- 
ondersteld, is de  toepassing van het n-q-diagram onveilig. Men voorkomt dit door zooals gebruikelijk 
bij het vlieggeval a d e  loslating buiten beschouwitig te laten. 



167 

Beinvloeding van de circulatieverdeeling door bijzondere inrichtingen, zooals spleten en  landings- 
kleppen leidt tot omstandigheden, die niet zonder meer in  het n-q-diagram tot uitdrukking kunnen 
worden gebracht. In ieder afionderlijk geval zal men iich rekeiischap hebben te geven van deze 
omstandig heden. 

55. D e  invloed van de vervormingen op de  circulatieverdeeling. 

D e  eenige vervorming. die de  circulatieverdeeling beinvloedt. is de  torsie van den vleugel. 
Gewoonlijk is d e  torsiestijfheid van moderne vliegtuigvleugels in verband met het gevaar van on- 
stabiele trillingen zoo groot, dat de  invloed van de  vervormingen op d e  verdeeling der luchtkrachten 
in de  sterkteberekening verwaarloosd kan worden. 

Voor zoover d e  vervorming van belang is kan het volgende worden opgemerkt. 
De extra-belastingen, die door de  vervorming worden opgewekt, zullen in zekere constructie- 

deelen de  spanning verhoogen en in andere deelen de  spanning verlagen. Het kan worden aangetoond, 
da t  het n-q-diagram veilig kan worden toegepast. indien de spanningen door de  vervorming verhoogd 
worden: indien de  spanningen verlaagd worden is het n-q-diagram begrensd door Iijnen. die ten op- 
zichte van het omsloten gebied convex zijn en is d e  hoofdeigenschap van het n-q-diagram dus niet 
van toepassing. Deze laatste ongewenschte omstandigheid kan men uitsluiten door spanningsver- 
lagingen. die het gevolg zijn van vervorming, niet in rekening te hrengea. 

56, Verscheidenheid van toelaatbare spanningen 

Aan de  voorwaarde, dat de  toelaatbare spanning voar belastingstype A dezelfde is als voor 
belastingstype B wardt onder bepaalde omstandigheden niet voldaan, namelijk indien een onderdeel 
op meer dan ken wijze belast kan worden b.v. in trek en op afschuiving (platen) .  of door normaal- 
kracht en buiging (balken),  of door buiging en wringing (buiien).  Er zal dan voor ieder type van 
spanning f een toelaatbare waarde ter grootte van F zijn. Indien de  twee soorten van spanning f ,  f ?  
gelijktijdig voorkomen, geldt als voorwaarde voor de toelaatbaarheid van deze combinatie 

Het kan bewezen worden, dat  het n-q-diagram door rechte lijnen begrensd wordt, indien 
vergel. ( 1 1 )  de  vorm heeft 

Ook kan bewezen worden, dat  de  begrenzingen van het n-q-diagram concaaf zijn ten opzichte van 
het omsloten gebied, indien vergel. ( 11 ) de vorm heeft 

Onder  deze omstandigheden is het te verwachten, dat  het n-q-diagram veilig kan worden toegepast, 
indien de  betrekkina aeldt 

Y U  

waarin m L 1 ,  n L 1. Daarentegen zou het n-q-diagram niet van toepassing zijn, indien m < 1 ,  n < 1. 
Deze conclusies lijken voorlooplg waarschijnlijk, zij dienen echter nog nader gefundeerd te 

worden. Daar geen gevallen bekend zijn, waarm m en n kleiner zijn dan 1. zou de  toepasbaarheid 
van het n-q-diagram door de  hier besproken verscheidenheid van toelaatbare spanningen niet beperkt 
worden. 

57. 

Niet lineaire toename van de  spanning met de  belasting doet zich voor bij slanke staven. die 
tegelijk door normaalkrachten en buigende momenten belast worden. De optredende spanning is d a n  
niet meer lineair afhankelijk van ii en q, zoodat de grenskrommen van het n-q-diagram niet meer uit 
rechte lijnen samengesteld zijn; zij zijn ten opzichte van het omsloten gebied convex of concaaf. 

In gevai de normaalkracht P druk in de  staaf geeft is d e  grenslijn tusschen de  punten A en B 
convex - en de toepassing van het n-q-diagram mitsdien niet veilig - indien 1 Pnl<lP.+I,  terwijl 
MB > MA. Daarentegen is de grenslijn concaaf. indien I PR I < 1 PA en MB < MA. 

Indien de  normaalkracht P een trekkracht voorstelt, is het n-q-diagram onveilig. wanneer 
PB < PA en MB < MA. Deze conclusies maken, dat  bij de toepassing van het n-q-diagram op ver- 
spannen vleugels voorzichtigheid moet worden betracht. 

Onevenredigheid tusschen spanning en vervorming treedt aok op  bij metalen constructies. 
waarin dunne platen voorkomen, die tot boven hun knikspanning belast worden. Naarmate de knik- 

Onevenredigheid van spanning en belasting. 
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grens verder overschreden is, zal de  ondersteunende constructie hoogere spanningen krijgen in dien 
zin, dat  d e  spanningen sneller toenemen dan de  uitwendige belasting van het vliegtuig. Momenteel 
wordt met deze omstandigheid nog slechts zeer globaal rekeniug gehouden. Indien echter de  sterkte- 
berekeningen op  dit punt worden verfijnd,zal het tevens noodig zijn d e  consequenties hiervan op d e  
toepasbaarheid van het n-q-diagram nader onder oogen te zien. 

6. Samenvatting. 

Een methode wordt gegeven om de  vlieggevallen, die men in de  sterktebereking van vliegtuigen 
beschouwen moet, onderling met elkaar te vergelijken om op  deze wijze tot een conclusie te komen 
over d e  maatgeveiide belastingsgevallen. Het blijkt mogelijk te zijn 4 vlieggevallen te kiezen, die alle 
aiidere dekken. De methode bestaat hierin, dat  men in een diagram ieder belastingsgeval weergeeft 
door een punt, waarvan de  abcis gelijk is aan de  stuwdruk ( 4 )  en de  ordinaat gelijk is aan de  
componente ( n )  van den versnellingsfactor loodrecht op de vleugelkoorde. 

Uit  de  eigenschap, dat  de  grenslijn van het toelaatbare gebied van n-q-combinaties ten opzichte 
van dit gebied concaaf is, volgen de  toepassingsmogelijkheden. De genoemde eigenschap van het 
n-q-diagram berust op zekere veronderstellingen. Indien niet aan deze veronderstellingen wordt 
voldaan, ontstaat de mogelijkheid, dat  de  grenslijn van het n-q-diagram de  kenmerkende eigen- 
schap, waarop zijn bruikbaarheid berust, mist. Dit blijkt echter niet steeds het geval te zijn, zoodat 
verscheidene veronderstellingen geen beperking geven van d e  toepassingsmogelijkheid van het n-q- 
diagram. De veronderstellingen, welke we1 in ongunstigen zin invloed kunnen hebben, maken dat  men 
bij de  toepassing van het n-q-diagram zich van geval tot geval van hun beteekenis rekenschap moet 
geven. Het zijn voornamelijk: d e  verwaarloosbaarheid der  tangentieele vleugelbelasting en de  even- 
redigheid tusschen spanning en uitwendige belasting. Bij d e  bespreking van eenige veronderstellingen 
worden slechts de  conclusies gegeven, de  gedetailleerde argumentatie is in verband met haar uit- 
voerigheid weggelaten. 
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RAPPORT S. 156. 
Het torsiecentrum van balken onder belasting van dwarskrachten. 

U i t t r e k s e 1. 

In deel I wordt de  ligging van het torsiecentrum van enkel- en meervoudig samenhangende 
doorsneden uit de  buigingstheorie van de  St. Venant afgeleid. Het torsiecentrum wordt daarbij ge- 
definieerd op  een wijze. die aansluit bij de  oplossing, die de  St. Venant aan het balkenprobleem 
gegeven heeft. Het blijkt dan.  dat  bij deze definitie van het torsiecentrum de  totale vormveranderings- 
arbeid ongelijk is aan d e  som van die voor buiging en torsie afzonderlijk, welke voorwaarde ge- 
woonliik als definitie van het torsiecentrum wordt gesteld (Trefftz).  

De ligging van het aldus gedefinieerde torsiecentrum wordt gegeven door vergel. (37) .  Deze 
verschilt van de  door Tref f tz  gevonden ligging met een bedrag, dat  afhankelijk is van het getal van 
Poisson (0)  en da t  gelijk nul wordt, indien o=O '(afwezigheid van dwarscontractie). 

Volgens literatuur ( 5 )  is de  lijnintegraal der schuifspanningen road iedere cel bij balken met 

dunwandige meervoudig-samenhangende doorsnede gelijk nul r ds=O , indien de  dwarskracht door 

bet torsiecentrum gaat. Het blijkt, dat  deze oplossing alleen juist is voor a=O. Indien o f 0 wordt 

/ r d s  gegeven door vergel. (38) bij de hier gegeven definitie van het torsiecentrum en door vergel. 

(43)  bij de  definitie volgens Trefftz. Daar de  ligging van het torsiecentrum volgens de  definitie van 

Trefftz onafhankelijk is van o (vergel. ( 4 2 ) , )  volgt uit ( rd s=O we1 de  juiste ligging van het torsie- 
centrum. C 

In  deel 11 wordt op geheel analoge wijze de  buigingstheorie voor liggers. in welke de  dwars- 
contractie verhinderd wordt, opgebouwd. Deze verbindering der dwarscontractie treedt op in dun- 
wandige doosliggers, waarin als dwarsversrijving zeer stijve schotten zijn aangebracht. 

Het blijkt, dat  in dit geval geen verschil bestaat tusschen d e  torsiecentra volgens d e  beide 

bovengenoemde definities en dat  1. ds  = O .  indien de  dwarskracht in het torsiecentrum aangrijpt. 

i.1 C 1 
~ 

C 

i. 
Dee1 I11 behandelt als mechanische toelichting een balk met 3-voudig samenhangende door- 

snede. die zekere symmetrieeigenschappen bezit (fig. 5) .  Dit voorbeeld toont, da t  de schulfspannings- 
verdeeling beinvloed wordt door de  ongelijkheid der verdraaiingen van d e  verschillende deelen der  
doorsnede. die het gevolg is van de  dwarscontractie bij bulging. De schuifspanningsverdeeling blijkt 
uit de  draaingen berckend te kunnen worden. 

RAPPORT S. 156 .  
Le centre de torsion des poutres, chargies de forces transversales. 

R 6s u m 6. 

Dans la partie I d e  I'etude suivante on a derive la position du centfe  de torsion des poutres 
a sections solides et d e  connection multiple de  la theorie de  flexion d e  de  St. Venant. Le centre d e  
torsion a ete difini d'une maniere, qui est suggeree par la solution donn6e par de  St .  Venant au 
probleme des poutres. I1 parait qu'avec cette definition du  centre de  torsion, i'energie d e  deformation 
totale n'est pas egale la somme de  l'energie de  flexion et de  celle de  torsion, condition qui est 
posee ordinairement comme definition du centre de torsion : (Treff tz) .  

La position du centre de  torsion difinie de  cette manitre est donnee par I'equation (37). 
Elle differe de la position d apres Trefftz d'une somme, dependant d e  la constante de  Poisson (a). 
et  qui devienne zero avec o=O (absence de contraction laterale). 

D'apres literature ( 5 )  I'intkgrale des efforts de  cisaillement autour d e  chaque cellule pour les 
poutres a sections d e  connection multiple e t  a parois minces est zero, quand la force transversale 

passe par le centre de  torsion ( / ids=O) .  Cette solution n'est correcte que pour a=O. Quand (r # 0 

l'integrale / zds  est donnee par I'equation (38) avec la definition du centre de  torsion donnee.ci-dessus 

et  par  l'equation (43)  avec la definition de  Trefftz. Comme la position du centre de  torsions selon 

la definition de  Trefftz est independante de  o (l'equation ( 4 2 ) ) .  I'intigrale [zds=O donne la position 
correcte du  centre d e  torsion. C 

Dans la  partie. I1 la theorie de  flexion des poutres. d a m  lesquelles la contraction laterale est 

C 

i: 
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empechee, a iete donnee d’une maniere completement analogue. Cet empechement de la contraction 
laterale existe dans les poutres creusses a parois minces avec des nervures tres rigides. Dans ce cas  
il n’y pas de difference entre les centres d e  torsion selon les deux definitions donnees ci-dessus et 

/Tds=O dans le cas que la force transversale passe par le centre de torsion. 
C 

La partie 111, contenant un commentaire mecanique, traite le cas d’une poutre a section de 
connection triple, qui possede certaines qualites de symmktrie (fig. 5 ) .  Cet exemple montre. que la 
repartition des efforts de cisaillement est influencee par l’inegalite des rotations des parties diverses 
de la section transversale, comme suite de la contraction laterale due i la flexion. La repartition 
des efforts de cisaillement peut etre derivee de ces rotations. 

REPORT S. 156 .  

The torsional center of beams, loaded by shearing forces. 

S u m m a r y .  

In part I the locationof the torsional center of solid and multiply connected cross sections is determined 
from the bending theory of d e  St. Venant. T h e  torsional center is defined here in accordance with 
the solution given by de St. Venant to the beam problem. W i t h  this  definition of the torsional center 
the total energy of ‘deformation appears to be unequal to the sum of those for bending and torsion 
separately, which condition is usually used as a definition of the torsional center (Trefftz) . 

T h e  location of the torsional center, defined in this way, is given by equation (37) .  This 
location differs from that, found by Trefftz, by an  amount, depending on Poisson’s ratio ( G ) ;  this 
amount is reduced to zero when 0=0  (no  lateral contraction)’. 

According to literature ( 5 )  the line integral of the shearing stresses around each cell for 
beams with thin walled multiply connected cross sections is zero if the shear force passes through the 

torsional center r d s = 0  . This solution appears to be correct only for 0-0. I f  o $ 0 /7ds is given 

by equation (38) for the definition of the torsional center given here and by equation ( 4 3 )  for the 
definition given by Trefftz. Since the location of the torsinal center following from Trefftz’s definition 

does not depend on o (equation ( 4 2 ) ) ’ .  /7ds=O yields the correct location of the torsional center. 

In part I1 the bending theory for beams. in which the lateral contraction is prevented, is given 
in a completely analogous way. This prevention of lateral contraction occurs with thin walled box 
beams. having very stiff ribs. I t  appears, that there is no difference between the torsional centers 

defined in both ways mentioned above, and that /rds=O. if the shear force passes through the 
torsional center. c 

Part  I11 considers as a mechanical illustration a beam with triply connected cross section, 
having certain properties of symmetry (fig. 5 ) .  This example shows, that the distribution ot shear 
stresses is influenced by the unequality of the rotations of different parts of the cross section, caused 
by the lateral contraction with bending. T h e  distribution of shear stresses can be computed from 
these rotations. 

(.i c :i c 

c 

BERICHT S. 156 .  

Der Schubmittelpunkt von Balken unter Belastung durch Querkraften. 

Z u s  a m  m e n  f a s s u n g. 

In Teil I wird die Lage des Schubmittelpunktes von einfach und mehrfach zusammenhangenden 
Querschnitten aus der Biegungstheorie von de St. Venant hergeleitet. Der Schubmittelpunkt wird 
dabei definiert in einer Weise. die anschlieszt bei der Losung, die d e  St. Venant dem Balkenproblem 
gegeben hat. Es stellt sich dann heraus. dasz hei dieser Definition des Schuhmittelpunktes die ge- 
samte FLrmanderungsarheit ungleich der Summe der Formanderungsarbeit aus Biegung und Torsion 
gesondert ist. welche Bedingung gewohnlich als Definition des Schuhmittelpunktes wird gebraucht 
(Treff tz) .  Die Lage des wie in der zweiten Zeile definierten Schubmittelpunktes wird gegeben durch 
GI. (37) .  Diese Lage weicht von der von Trefftz gefundenen Lage um einen Betrag ab, der von der 
Poissonschen Zahl  ( o ) ,  ahhangt, und der verschwindet, wenn o=O (keine Querkontraktion). 

Nach Litteratur ( 5 )  ist das  Linienintegral der Schuhspannungen rund jede Zelle bei Balken 
mit dunwandigen mehrfach zusammenhangenden Querschnitt gleich Null, wenn die Querkraft im 
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Schubmittelpunkt angreift r d s = 0  . Diese Losung erweist sich nur als richtig wenn o=O.  W e n n  

of 0, wird / r d s  gegeben durch G1. (38)  bei der  hier gegebenen Definition des Schubmittelpunktes 

und durch GI. (43)  bei der Trefftz'schen Definition. Da  die Lage des Schubmittelpunktes folgend 

i.i C 1 
i2 

aus  der  Trefftz'schen Definition unabhangig von o ist (Gl . . (42)  ) ,  folgt aus / rds=O wohl die richtige 

In Teil I1 wird auf ganz analoger Weise  die Biegungstheorie fur Balken. in welchen die 
Querkontraktion behindert wird, aufgebaut. 

Diese Behinderung der Querkontraktion findet statt  in diinnwandigen Kastenho'lmen, mit als 
Querversteifung sehr steifen Rippen. 

E s  stellt sich heraus, dasz in diesem Fall kein Unterschied besteht zwischen den Schubmittel- 

punkten nach den beiden genannten Definitionen und dasz / i d s=O ist wenn dieQuerkraft im Schub- 

Teill I11 behandelt als mechanische Erlauterung einen Balken mit dreit'ach zusammenhangenden 
Querschnitt, der gewisse Symmetrieeigenschaften besitzt (Fig.  5 ) .  

Dieser Beispiel zeigt, dasz die Schubspanningsverteilung beeinfluszt wird von der Ungleichheit 
der Verdrehungen in den verschiedenen Teilen des Querschnittes, herruhrend von der  Querkontrak- 
tion bei Biegung. 

Lage des Schubmittelpunktes. C 

mittelpunkt angreift. c 

Die Schubspannungsverteilung kann aus den Verdrehungen errechnet werden. 
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Het torsiecentrum van balken onder belasting door 
dwarskrachten 

door 

Ir. W. T. KOITER 

I n d e e l i n g .  

Inleiding. Deel I. Bepaling van het torsiecentrum uit de huigingstheorie van de Saint-Venant. 1. Recapitalatie van 

de buigingstheorie van de Saint-Venant. 2. Definitie van torsievrije buiging. 3. Berekening van //(e zx + ty ry)dx d, 

voor enkelvoudig samenhangende doorsneden. 4. Berekening van ( tx  rx + ty r y ) d x  dy voor meervoudig samen- 

hangende doorsneden. 5. Bepaling van het torsiecentrum. 6.  De integraal der schuifspanningen langs een gesloten 
kromme. 7. Trefftz’ definitie van het torsiecentrum. 8. Specialisatie voor meervoudig-samenhangende dunwandige 
doorsneden. Deel 11. De invloed van de verhindering van de vormverandering der dwarsdoorsneden op de span- 
ningsverdeeling. 9. De spanningen. 10. De verplaatsingen. 11. Het torsiecentrum en de lijnintegraal der schuif- 

“ i  l 
spanningen. Deel 111. 12. Physische toelichting van den invloed der dwarscontractie. - Literatuur. 

Inleiding. 

Over d e  bepaling van het punt van de  doorsnede van een balk, waar  een dwarskracht moet 
aangrijpen, opdat de  vervorming van de  balk torsievrij zal zijn, zijn verscheidene verhandelingen ge- 
publiceerd. Eggenschwyler heeft als eerste dit onderwerp bestudeerd, doch alleen voor balken, waarvan 
de  dikte klein is in vergelijking tot de  hoogte (lit. l ) ,  Weber  heeft het vraagstuk algemeener gesteld 
(lit. 2 ) .  terwijl Schwalbe (lit. 3) en Trefftz (l i t .  4 )  de  theorie verder uitgewerkt hebben. V a n  der  
Neut heeft voor dunwandige meervoudig samenhangende doorsneden een eenvoudige methode voor 
d e  bepaling van her torsiecentrum aangegeven (lit. 5 ) .  In al  deze verhandelingen wordt er bewust 
of stilzwijgend van uitgegaan. dat  de  vormveranderingsenergie bij buiging en torsie de  som is van 
de  vormveranderingsenergieen bij torsie en torsievrije buiging afzonderlijk. 

Leibenson (lit. 6 )  heeft aangetoond, dat  de  hoofdformule volgens lit. 5 niet in overeen- 
stemming is met de  strenge buigingstheorie van de Saint-Venant, zonder evenwel op d e  physische 
oorzaak van dit onderscheid in te gaan. 

In het eerste deel van deze verhandeling wordt d e  ligging van het torsiecentrum uit de buigings- 
theorie van de  Saint-Venant afgeleid. Het torsiecentrum wordt daarbij gedefinieerd op een wijze, 
die in overeenstemming is met de  oplossing, die de  Saint-Venant aan het balkenprobleem gegeven 
heeft. Het  blijkt dan, da t  bij deze definitie van het torsiecentrum de  totale vormveranderingsenergie 
ongelijk is aan de som van die voor buiging en torsie afzonderlijk. 

In het tweede deel wordt op geheel analoge wijze d e  buigingstheorie voor liggers, in weike de 
dwarscontractie verhinderd wordt. opgebouwd. Deze verhindering der  dwarscontractie treedt op in 
dunwandige doosliggers, waarin als dwarsverstijving oneindig stijve schotten zijn aangebracht. Het  
blijkt, da t  voor zulke liggers de  in lit. 5 aangegeven oplossing geldt. 

In het derde deel wordt als mechanische toelichting een balk van eenvoudige doorsnede be- 
handeld: dit voorbeeld toont duidelijk, dat de  ongelijkheid der verdraaiingen van d e  verschillende 
deelen der  doorsnede. die het gevolg is van de  dwarscontractie bij buiging, oorzaak is van de door 
Leibenson gesignaleerde afwijking tusschen d e  exacte oplossing en d e  in lit. 5 aangegevene. 
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DEEL I. 

Bepaling van het torsiecentrum uit de buigingstheorie van de Saint-Vknant. 

1. Recapitulatie van de  buigingstheorie van de  Saint-Vknant. 

W e  kiezen de x- en y-assen langs de  hoofdassen der dwars- 
doorsnede van den balk en beschouwen de belasting van den balk 
door een kracht W evenwijdig aan de x-as in de  doorsnede z=1 
(fig. 1 ) .  O p  geheel analoge wijze kan het geval van een kracht '" 

evenwijdig aan d e  y-as behandeld worden, terwijl een willekeurige 
kracht in het vlak z=1 steeds in krachten evenwijdig aan de  hoofd- 

$+ 
XZ 

1x 

Fig. I .  Balk belast doordwarskracht; 
assen te ontbinden is. definitie der asrichtingen. 

De spanningen worden gegeven door (zie lit. 7) : 
x, =Y,  = x,.=y, = 0 

X 
zz=-w( l -z ) i  

Hierin is: 
I het traagheidsmoment der dwarsdoorsnede t.0.v. de  Y-as: 

1 =/(x'dxdy: 

c de torsiehoek per eenheid van liggerlengte; 
G de  glijdingsmodulus: 
u het getal van Poisson. 

Voor de definitie der spanningen wordt naar fig. l b  en lit. 7 vemezen. 
De functie @ is bepaald door: 

E + - = O  a2@ 
ax. ay? 

met als randvoorwaarde: 
= y  cos ( x n )  -x cos (y,n). a @  

dn 
~~~~~ 

De functie X is bepaald door: 
8X asx 

2x2 ay; 
+ ~ = 0 

met als randvoorwaarde: 
ax 
an I =- ' if -o x? + ( l -+o)y?  { cos (x.n) - ( 2  + o ) x y  cos ( y n )  

In tegenstelling met lit. 7 wordt de positieve richting van de  normaal naar binnen aangenomen. 
De verplaatsingen in de coordinaatrichtingen worden, indien we afzien van verplaatsingen 

van het lichaam als geheel, gegeven door: 
W 
E11 i u=-cyz+ -- +o(l-z)  (X?-yP)++lZE-l/BZ~ 

W 
E1 v=cxz +-u(l-z)xy ( 6 )  i 
W 
E I '  w=cdi- -- ' x (  l Z - - + Z ~ ) +  x + xyz 1. 

2. Definitie van torsievrije buiging. 

W e  zullen de optredende vervorming als torsievrije buiging definieeren, indien de  gemiddelde 
hoekverdraaiing der dwarsdoorsnede nul is. Het torsiecentrum is dan gedefinieerd als aangrijpingspunt 
van alle dwarskrachten. die torsievrije buiging opleveren. 

De hoekverdraaiing in een punt van de dwarsdoorsnede is: - 
W (: 2): E1 w = *  -- - -cz +--o(l-2)y. 
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In  verband met / (ydxdy=O, vinden we  voor de gemiddelde hoekverdraaiing: 

Voor torsievrije buiging moet volgens onze definitie dus gelden: 

Hieruit vloeit dan verder voort: 

. *  

D m  = cz. (8) 

c=o. ( 9 )  

1" 
Zo 

Bij torsievrije buiging is d e  plaatselijke hoekverdraaii'ng in het zwaartepunt nul: 
bij torsievrije buiging onthreken d e  torsieverplaatsingen uit de  oplossing van de  Saint-Venant 

(n.1. u=-cyz, v=cxz. w=cg,).  
Deze definitie van het torsiecentrum is dus  een zoodanige. welke op grond van d e  buigings- 

theorie van de  Saint-Venant het meest voor de  hand ligt, 
Ook de  onder lit. (2,  3, 4 ,  5 )  genoemde schrijvers bedoelen door hun definitie van het torsie- 

centrum de ligging van het aangrijpingspunt der dwarskracht aan te geven, waarbij geen verdraailng 
van de  doorsnede optreedt. Bij Weber  en Schwalbe is het niet geheel zeker of inderdaad de  oplossing 
aan deze voorwaarde voldoet. Voor d e  oplossing, die Trefftz geeft, is echter blijkens hetgeen hier 
volgen zal d e  vervorming niet torsievrij ( c  j :  0 ) .  Het door hem bepaalde torsiemoment is gedefinieerd 
door d e  voorwaarde, da t  d e  totale vormveranderingsarbeid voor den door een dwarskracht belaste 
balk gelijk is aan de  som van de vormveranderingsarbeid voor d e  evenwijdige verplaatste dwarskracht 
in het torsiecentrum en de  vormveranderingsarbeid door het torsiemoment, da t  bij de  evenwijdige 
verplaatsing van de  belasting naar  het torsiecentrum wordt ingevoerd: 

A=Ah+At.  
Aan welke der  beide definities den voorkeur moet worden gegeven is betrekkelijk onverschillig. 
D e  definitie van Trefftz heeft het voordeel. dat  zij de  beide belastingssystemen, torsie en 

torsievrije buiging, orthogonaal maakt ,  d.w.2. dat  de  vervormingsarbeid geen gemrngde bijdragen van 
torsiemoment en dwarskracht bevat. De hier voorgestane definitie biedt d e  voordeelen. dat  zij nauw 
verband houdt met de  oplossing van het balkenvraagstuk volgens de  Saint-Venant en dat  zij als 
torsievrije vervorming een zoodanige definieert. die aanschouwelijker is. 

In punt 7 wordt op het verschil in definities nog teruggekomen. 
In het volgende wordt dus uitgegaan van de  definitie, dat  bij torsievrije buiging de  gemiddelde 

Voor zuivere torsie is de  vormveranderingsarbeid, indien tr en ty de  schuifspanningen resp. 
hoekverdraaii'ng van d e  dwarsdoorsnede nul is of kortweg c=O volgens verg. ( 9 ) .  

evenwijdig aan X- en Y-as zijn, gegeven door: 

(10)  

Voor torsievrije buiging is de  vormveranderingsarbeid, indien 7x en zy d e  schuifspanningen 

(11)  

At=- 1 /"/"(tx*+ty?)dxdy. 
2G. 

resp. evenwijdig aan X- en Y-as zijn. gegeven door: 
(//U dxdydzf-  1 /{(rxZ+zyZ)dxdy. 

2E.. . ., 2G. 
Bij gelijktijdige torsie en buiging is de  vormveranderingsarbeid gegeven door: 

Indien we van (10)  en ( 1  1 )  gebruik maken, gaat (12)  over In: 

1 
A = A t  + Ab + .,/"/"( t. zr + tyr,) dxdy. 

W e  zullen nu de  in de  derde term van (13) vervatte integraal berekenen en uit de  gevonden 
waarde d e  ligging van het torsiecentrum afleiden. 

3. Berekening van / . /( txzx + tyTy)dxdy voor enkelvoudige samenhangende doorsneden. ". 
Uit de  definitie van torsievrije buiging volgt voor tx, ty resp. rx, zy met (3) :  

t X  = --w--- 5% ++ 0x2 +( 1 -go),.$ ? 
2 (  1 +o ) I  l a x  

zy = 
W 5 + ( 2 + 0 )  xy l I. 2 ( l + o ) I ( a y  
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Dus is: 

(""(txrx+ ty ty )dxdy=  

Nu  is volgens de  stelling van Green, indien de pooitieve richting van de normaal en van de  

. , l i ; ( ~ - ~ ) ~ ~ + ( , + x ) ~ ~ , , x d y = -  ax d @  ax) / X $ d s - l / ( y g - x f f ) d x d y .  (17)  
k 

waarin de lijnintegraal langs de begrenzing der doorsnede is te nemen. 
Met behulp van de randvoorwaarde (4b)  kunnen we het 2e lid van 

verg. (17 )  omvormen tot: 

raaklijn aan de randkromme volgens fig. 2 aangenomen worden: 

- /"X ) y cos ( x . n )  - x cos(y,n))  ) 
'c 

I X  

F ~ ~ . z .  Meervoudiusamen- Uit de stellinn van Gausz vinden we nu: 
haigende doorsnede; defi- 
nitie der positieve richting 
van normaal en raaklijn 

der randkromme. 

- / X ( y c o s ( x . n ) - x c o s ( y , n )  
"C t 

waaruit tenslotte volat: 

Het overblijvende deel van de  integraal in het tweede lid van (16 )  kan als volgt geschreven 
worden: 

De eerste dezer integralen herleiden we door te stellen y '=-  a(xY2) ~- en 2xy=---- a(xY2) en ver- 
ax aY 

volgens op het deel. dat  de functie CJ bevat, de stelling van Green toe te passen tot: 

Door invoering van de  randvoorwaarde (4b) vinden we met behulp van de  stelling van Gausz: 

\ "I 

ycos  ( x , n ) - x c o s ( y , n )  ds- /"/(y3-2x?y)dxdy= 

= " "  /\(y.?-2 xZy)dxdy-  lII' (y'-2xZy)dxdy=0. (20)  

De tweede integraal in het tweede lid van (19)  herleiden we door de  geconjugeerde poten- 
tiaalfunctie tp van @ in te voeren. gedefinieerd door: 

Uit de randvoonvaarde (4b)  volgt als randvoorwaarde voor de functie y :  
a @  a @  
-cos (x.n)+-cos (y ,n )  = y  cos (x.n)-  xcos ( y n )  
a x  a Y  (4b)  

dx dy -- Xd;-Yd; 
d y d y  a y d x  
a y d s  ax dH 
y-$( x? + y') = constant. 

_ - _ _ _  - 

of 
Stellen we tenslotte nog: 

Y --*( X* + y') = F, 
dan luidt d e  randvoorwaarde V O O ~  F, voor enkelvoudig samenhangende doorsneden: 

F =F, (constant). 
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Met behulp van d e  stellingen van Green en van Gausz kan d e  tweede integraal in (19) nu 
herleid worden tot: 

xy dxdy= -4 o(F(x2-y2) cos (y ,n)  d s  + o/F y dxdy +o/F xy cos(x,n)ds  + if 4 [ / ; g ( x z - y +  a x  -2 C L .  C 
. I  dF I 

I "  * .  .. + o l / F y d x d y = o F , ~ ~ x y c o s (  .. x,n) -$( X ~ - Y ~ ) C O S (  ds + 2o/'[Fydxdy=nFF, /"/-2ydxdy + 2 a / / F y d x d y  
C 

N u  is / / y dxdy=O, zoodat 

Uit (16).  (18). (19) ,  (20)  en (25)  volgt: 

(26)  
w ' F  G c - / /  ydxdy.  //(t.& + t r T r )  dxdy=- - ., I l + n  I . .  

a 

We kunnen deze uitkomst in een eenvoudigen meetkundigen vorm gieten. welke vorm voor 
deze integraal reeds door Trefftz (lit.  4 )  is aangegeven. F stelt namelijk op een constanten factor 
na de ordinaten van een zeepvlies voor, dat  gespannen is over een opening, waarvan de begrenzing 
der doorsnede de rand is, en dat belast is door een eenzijdigen overdruk (lit. 5 ) .  De integraal 

/ / F y d x d y  is dan gelijk aan het statisch moment van het volume tusschen her F oppervlak en het 

vlak F=F, (of een hiermede evenwijdig vlak) t.0.v. de x-as. 

4. Berekening van /[(t,,, + tyTv)dxdy ooor meervoudig samenhangende doorsneden. 

Voor meervoudig samenhangende doorsneden blijven d e  betrekkingen (18)  en (20)  gelden. 
De herleiding van d e  integraal, die het getal van Poisson als coefficient bevat, moet echter herzien 
worden. 

Zonder aan d e  algemeenheid te  kort te doen, kunnen we op den buitenrand F=O stellen. 
Noemen we op de n binnenranden de waarden van F: Fi( i=l .  2 , .  ., n ) ,  dan geldt. 

aF ) 
xy dxdy= -1 n /F(  x?-y2)cos(y,n)ds + a / F  x y cos ( x , n ) d s  + 2 n /  / F  y dxdy. (27)  

C C f 
.. a x  \ 

Hierin moet d e  oppervlakte integraal over het oppervlak der doorsnede 
genomen worden: de lijnintegraien moeten langs de gezamelijke randen genomen 
worden en we1 in den in fig. 3 aangegeven zin. 

." 
L .  

. I  

. ^  
'' -(a!? 

t o  / / (dy( x?--y?) 2 .. 

~ - N u  is: 

-4 a /F(  x'--y?)cos( y.n)ds +o/F x y cos (x ,n)ds= 

= - h  o F o / j (  x2-y2)cos(y,n)- 2 xy cos (x .n) ,  d s  + 
C C 

\ 
? 

n e -  
e" Fig. 3. Meervoudig sa- 

menhangende doorsnede: 
) definitie der positieve om- +4 0.5 F{)( x2-yz) cos(y,n)-Zxy cos (x ,n) i  d s = 2 o  C Fi / / y  dxdy. (28)  

Hierin moet de oppervlakte integraal I lydxdy over het door den rand Ci omsloten oppervlak 

W e  vinden dus hij meervoudig samenhangende doorsneden voor den integraal, die het getal 
van Poisson als coetficient bevat: 

treksrichting. i=1 . r _1  

Oi '=I Ci 
,. " 

., I 
uitgestrekt worden. Oi 

Uit (18) ,  (20) en (29) volgt nu tenslotte: 

a G c y  [ //F y dxdy + 2 F f j y  dxdy) ( ( txrx+ tyty)dxdy=---- 
1 +a Oi 

i=1 
t 

W e  kunnen dete  uitkomst weer in een eenvoudigen meetkundigen vorm gieten. Men kan zich 
n.1. als volgt een beeld vormen van de functie F (verg. lit. 5 ) .  Men denke zich een opening in een 
plaat van den vorm van den buitenrand der doorsnede en een aantal stijve vlakke platen zonder 
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gewicht, welker randen overeenkomen met de binnenranden van de doorsneden en die zich vrij in 
d e  richting loodrecht op de plaat bewegen kunnen. Men denke zich nu een door eenzijdigen overdruk 
belast vlies gespannen tusschen de verschillende platen, terwijl de zwevende platen eveneens door 
deze overdruk belast worden (zie fig. 4 ) .  

De platen, die de binnenranden voorstellen zullen zich nu, 
op een constanten factor na, op de juiste hoogte Fi instellen. 

N u  is / / F y d x d y  + 2 F,[/ydxdy het statisch moment t,o.v. 

de x-as van het volume tusschen het vlak F=O en het F 
Fig. 4. Meervouiig samenhangende doorsnede, oppervlak, waarbij de zwevende platen eveneens tot het waarboven de functie F is uitgezet (zeepvliesmodel). F oppervlak behoorend gerekend worden. 

De resultaten. die in de vergelijkingen (26)  en (30)  zijn weergegeven kunnen dus eenvoudig 

_. . 
" I  ,=I " .  

f Oi 

worden samengevat tot: 

(31)  
/ ~ ( t x ~ x + t , . r y ) d x d y = -  - U - GC---SF~. W 
" "  l + n  1 

Hierin is  SF^ het statisch moment t.0.v. de x-as van het volume tusschen het F oppervlak 
en het vlak door den buitenrand der doorsnede. Bij meervoudig samenhangende doorsneden moet 
voor de F-waarde in een uitsparing der doorsnede de F-waarde op den rand dezer uitsparing ge- 
nomen worden. 

Uit de verg. (31) blijkt. dat  indien n=O is, de  vormveranderingsarbeid bij gecombineerde 
buiging en torsie gelijk is aan de som der overeenkomstige arbeidshoeveelheden bij torsie en torsie- 
vrije buiging afzonderlijk. Ook wanneer Sr:,=O, zooals bij doorsneden. die t.0.v. de x-as symetrisch 
zijn, geldt de betrekking 

A=Ah+ At. 

In het algemeen is  SF^ echter ongelijk nul. Hieruit volgt. dat  er een verschil bestaat tusschen 
het torsiecentrum volgens Trefftz en het torsiecentrum volgens de hier aangenomen definitie. 

5. Bepaling van het torsiecentrum. 

of (30). uit de integraal: 
In navolging van Trefftz bepalen we het torsiecentrum met behulp van de vergelxkingen (26)  

/ I . (  tx rx + ty zY) dxdy. 
" "  

In plaats van de vergelijkingen (26)  en (30)  voert Trefftz echter op  grond van zijn definitie 
van het torsiecentrum de voorwaarde in, dat  deze integraal gelijk 0 is. Substitutie van (14) geeft: 

,. ,. 

" "  ., ., ,d x d y i " "  

' ^  a@ ,. . / / (t,r, + t, r,-)dxdy= G c / / (~~ ~ r x  + -- -- T~ dxdy + G c /  / ( -yrx + x TY) dxdy. 

Nu is: 

(33) ! .. 
//'("@zX + ' @ r , )  dxdy=- " "  / /@(* ax + ""1 dx dxdy - / @  )zx cos (n.x)  + r y  cos (n.y) i  ds. 

" "  d x  a Y  (1 

D e  Iijnintegraal in het tweede lid van verg. (33) is nul, daar op den rand der doorsnede 
moet gelden: 

rx cos(n .x)+rycos(n ,y)=O.  

Voor de berekening van d e  oppervlakteintegraal merken we op: 
ar, ar, w azx a*x -+-=---- ax dy 

2 ( l + o ) I  [ d x ?  + SY' + 2 ( 1 + o b ] .  

of met gebruik van (5a): 

We vinden dus: 

e (/("".. a x  + d y  zy) dxdy = wl[@ I xdxdy. (34) 

D e  integraal (-yzx+xzy)dxdy in verg. (32)  stelt het moment van de schuifspanningon 

bij torsievrije buiging om den oorsprong, het zwaartepunt der doorsnede, voor. Dit moment kan ge- 
schreven worden als -Wy,, waarin yo de y-coordinaat van het torsiecentrum is. 

J 
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Voor enkelvoudig samenhangende doorsneden vinden we nu, indien we van ( 2 6 ) ,  ( 3 2 )  en 
( 3 4 )  gebruik maken: 

- -- G c TfT. W y d x d y = G  c E ( ( @ x d x d y -  Gc Wy, 
1 +a . "  I "  

of 

y,=+((@xdxdy+- . i  1 + a  a - 1 / / F y d x d y .  I . .  

Voor meervoudig samenhangende doorsneden vinden we uit (30 ) ,  (32)  en (34) :  - . 

1 '. 
yo= T./ / @ x dxdy + __ - - ~  

i f 

De verg. (35)  en (36) kunnen met behulp van (31)  samengevat worden tot: 

( 3 5 )  

6. De integraal der schuifspanningen langs een gesloten kromme. 

Leibenson (lit. 6 )  heeft de hjnintegraal der schuifspanningen op de volgende wijze berekend: 
' (d@dx a@dy(  ( ) 

/z,ds= /'I X, cos (x,s)+ Y ,  cos (y.s))ds- ' - . /GCta<ds  + a y d s \  d s - ( G c  'c ycos(y ,n)+xcos(x .n)  \ d s -  
.C 'C C 

. W ( a X d x  - ___ .- 
. i Z ( l + o ) 1 ( 3 x d s  

Hierin is d e  positieve richting van de normaal naar binnen aangenomen (fig. 2 ) .  
D e  functies di en X moeten eenwaardig zijn, dus is: 

a@ " ax ax 
d x  + d y ) = ./ (z dx + -- d y) = 0. 

d Y  C a Y  ! 

2 (  I + a ) L  i, 

Door de stelling van  Gausz op de overblijvende integralen toe te passen, vinden we 

/Tsds=2 G c O  + __- /"/)(Z-o)y - ( 2  + a ) y  \ dxdy 
i. 

( 3 8 )  of / ~ ~ d s = 2 G c O -  -- o w  ~~- (/ydxdy. e l + o  I " i ,  

De opperplakteintegraal moet over het oppervlak, omsloten door de lija, langs welke / r ,ds  
i. 

bepaald is, uitgestrekt worden. 

7. Trefftz' definitie van het torsiecentrum. 

waarvoor geldt: 
A=Ab+At, 

behooren bij het geval van belasting in het torsiecentrum schuifspanningen ~~1 en rYl van zoodanige 
grootte. dat  overeenkomstig (13)  voldaan wordt aan: 

Indien het torsiecentrum gedefinieerd wordt als het aangrijpingspunt van de dwarskracht. 

" //(t,r,l+t,r, ,)dxdy=O. .. ( 4 0 )  

Deze schuifspanningen sX,, T,, kunnen verkregen worden door op de schuifspanningen X X ,  ty 

volgens (15) spanaingen kt,. kt, te superponeeren, zoodat 
rxl=Tx + kt, 
Z , ~ = T ~  + kt,. 

Uit ( 4 0 )  volgt dan: 

k=-  .II((tfrx+tsTy)dxdy 

l / ( txz+ t;')dxdy 



181 

Hiervoor kan wegens (31)  en na toepassing van d e  ste,ling van Green geschreven worden: 

waarin / / F  dxdy op overeenkomstige wijze als Svx gedefinieerd is. De verschuiving van het torsie- 

centrum t.0.v. de  in punt 5 berekende ligging is 
" Y  

zoodat de  ligging van het torsiecentrum gegeven wordt door . 
(42)  

1 
7 - - [{Ox dxdy. - 1 . "  

Dit resultaat stemt overeen met het in lit. 4 gevondene. 

finieerd volgens verg. (39)  : 
Voor de  lijnintegraal der schuifspanningen volgt nu ui t  (38) voor torsievrije buiging. gede- 

^ ^  

trl d s =  - - ' - - [/ydxdy + 2 G c k / /dxdy ". 
0 

I' l + a  I . h  
'C  

of 
(43)  

waarbij /:/" zich over het oppervlak uitstrekt. dat  door de  contour, waarop de  lijnintegraal betrekking 

heeft, wordt ingesloten. De andere integraal strekt zich uit over het geheele oppervlak, dat  door de  
buitencontour omsloten wordt. 

0 

Omdat de  integralen / / y d x d y  en / / dxdy  niet in een constante verhouding staan voor ver- 
1 .I ' ' 6  0 

schillende contouren, is / rs ,ds  in het algemeen ongelijk nul. 
C 

Er bestaat dus op grond van d e  definitie (39)  van het torsiecentrum geen betrekking 

/G ,  ds=O, tenzij o = O  is 
t 

8. Specialisatie uoor meeruoudig-samenhangende dunwandige doorsneden. 

Voor dunwandige doorsneden heeft V a n  der Neut een methode aangegeven om het torsie- 
centrum en de  schuifspanningsverdeeling te bepalen. Hij vindt daarbij (lit. 5 )  voor zuivere buiging: 

i tr ds=O. (44)  
t 

Deze methode is dus alleen exact, indien 6f u = O  bf ( y d x d y = O  is. waarbij de  oppervlakte integraal 

over het door d e  contour omsloten gebied uitgestrekt wordt. 
De ligging van het torsiecentrum volgens de  definitie van Trefftz (verg. 42) is onafhankelijk 

van a en geldt dus ook voor 0=0. zoodat de  liggingen van het torsiecentrum volgens V a n  der Neut  
en Trefftz overeenstemmen. Dit is een verrassend resultaat: immers uit (43)  volgt, da t  voor d e  
definitie van het torsiecentrum met verg. (39 ) ,  waaruit de  ligging volgens Trefftz gevonden wordt. 

niet geldt / tSlds=0, terwijl gebruik makend van deze vergelijking toch de juiste ligging van het 

torsiecentrum gevonden wordt. De schuifspanningsverdeeling. die men op grond van tsL ds=O vindt, 

Uit de in punt 2 gegeven definitie van torsievrije buiging volgt voor de  y-coordinaat van het 

. I  

0 

J c 

is natuurlijk niet exact. C 

3F 
a n  torsiecentrum verg. (37). Bij dunwandige doorsneden is nagenoeg constant, zoodat 
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waarin A, het oppervlak is, dat  door de middellijn der wanden rondom cel i omsloten is. Dit is 
evident, indien men de in punt 4 gegeven meetkundige interpretatie van SpX in aanmerking neemt. 

De y-coordinaat van het torsiecentrum wordt dus bepaald door: 

D e  constanten Fi kunnen berekend worden; immers geldt voor het geval van zuivere torsie, 
indien h de wanddikte is voor den wand tusschen de cellen i en j: 

Volgens (38) geldt verder: 
ts h =  G c (  Fi-Fj). 

. 
/"tsds=2 G c  Ai. 

irl , 
De n constanten F kunnen nu uit de n vergelijkingen voor de n cellen: 

(47)  
d s  

2 Ai== ( Fi-Fj) /"r. 
ij ! 

berekend worden: hierin heeft /ds betrekking op den wand tusschen de cellen i en j en de sommatie 

gaat over de wanden i j  rondom del i. 

. h  
ij 

Voor een eencellige buis volgt uit (47) :  
F = 2A indien de waarde van F op  den buitenwand van de buis weer nul gesteld wordt. 

Tds' 

Verg. (46) gaat over in: 

y o =  r / j  1 ^ ^  dix dxdy+ -- ' - 2A {iydxdy. (1  + o ) I  [ds.. 

De schuifspanningsverdeeling en het torsiecentrum worden op  directe wijze met de methode 

volgens (lit. 5 )  gevonden, indien in plaats van de daar  aangegeven vergelijking / r ,ds=O verge- 

lijking (38). waarin gesteld wordt c=O, voor elke cel wordt toegepast. 'c 
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DEEL 11. 

De invloed van de verhindering van de vormvecandecing der dwacsdoorsneden 
o p  de spanningsverdeeling. 

9. D e  spanningen. 

W e  zullen nu onderzoeken of bij een lineaire buigspanningsverdeeling en verhinderde ver- 
vorming der dwarsdoorsneden (in het volgende kortweg aangeduid ais verhinderde dwarscontractie) 
een schuifspanningsverdeeling mogelijk is, die in iedere doorsnede z als resultante d e  uitwendige be- 
lasting W oplevert. Het zal blijken, dat hiervoor op de  lichaamselementen bepaalde massakrachten 
in het x-y vlak moeten werken, terwijl langs den rand van een doorsnede z oppervlakte spanningen 
in het x-y vlak op den buitenwand van het lichaam moeten inwerken. Voor een dunwandige door- 
snede met oneindig stijve schotten kunnen a1 deze krachten bij benadering geleverd worden door de 
schotten, die alleen langs de  randen der doorsneden hun krachten uitoefenen. 

Overeenkomstig het voorgaande wordt gesteld: 

e, = ey =yxs = 0. 

De compatibiliteitsvoorwaarden voor de  vormveranderingsgrootheden zijn (lit. 8 )  : 

Uit de  vergelijkingen (49) t/m (52 )  volgt: 

a? y z x  

ay a2 dz ax 
-0, o=o 

en  

Aan a1 deze voorwaarden wordt voldaan. indien we stellen: 

a @o 
yyz=cx + - 

a Y  i ( 5 3 )  

Hierin is c een integratieconstante en @" een functie alleen van x en y. Het evenwicht in z-richting 
wordt uitgedrukt door: 

ax, AY, dZ,-o - + + - 
ax ay dz 

+ a?@, ~ + 2 ( 1 + a ) W  

We stellen als voorwaarde. dat  op het buitenoppervlak geen schuifspanningen aangrijpen; deze voor- 
waarde wordt uitgedrukt door: 

of met (49) en (53): 

x=o.  (54)  dZ .~ 
ax. ay- El 

(55)  

( 5 6 )  

a @ o  \ / 
~ = c y cos (x,n).-x cos ( y . n ) .  
an \ '  

We stellen nu: 
w \  @,=c @ - - @+ I/60x3 +( 1 + i o )  x y' ~, E l  

waarin @ gedefinieerd is door verg. (4a )  met als randvoorwaarde (4b) en 0 door: 

met als randvoorwaarde: 

(57a)  



10-1 I ^  ? 
I O--I -'4pxp(z-[) - ~ M 7 1 1  -= '4pxp (2-1) .-- - - - fl M Q  

:6u!lq3!r-x u! aiuelfnsax sfe yreq uap ueA aiBua[ ueh p!aquaa zad uaqqay UD uaBu!uueds a a  

.x(z-[) --- I *--I _"* - 
M *  (+9) 

: ~ O O J B  'uayiam y e p  '4-x jay u! uaBu!uueds[eemrou uaiaom uapausroop a p  uei\ pueiuai!nq uap u e v  

'O=A 
:am u a p u p  azf!m apjlazap d o  

(E9) 

,(Z-[)--=x I *-I jo  o = x + ( z - f )  1 0 - 1  
M Q  M Q  

(19) 

:am u a p u y  az[!m apjlazap d o  
^ .  

(65) 'M = LPXP 'X/,/ 

: $ 6 1 0 ~  'uadoo[raA 1aagua6uq puer uap 
she1  'isuo3=z y e p  uaa u! ua6u!uuedsj~nq~s ap i e p  # I ~ J O M  uarnouaB Buqramuee u! ua!puI 

:iBeerpaq Bu!sp!r-x u! ua6u!uuedsj!nqss rap a i u e p s a s  a a  
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10. De verplaatsingen. 

drukken, worden de volgende verplaatsingsgrootheden gevonden: 
N a  integratie van de vergelijkingen, die het verband tusschen spanning en vervorminguit- 

w 1-0-2 0 2  ( 
- &lz2-1/6z8' \ 

u = -cy2 +- E l  I--0 / 

v = cxz \ (65) 
1-0-2 a2 

- (Ixz-* XZ.) W (  
E1 1-0 

W = C  @- - O +  1/6ax3 +( 1 +&a)  xy2 + 
De hoekverdraaiing is in elk punt der doorsnede 

wxy=cz.  (66) 
We vinden dus, dat  bij zuivere buiging, waarvoor c=O gesteld wordt, de hoekverdraaiiing in elk 
punt der dwarsdoorsnede nul is; dit was te voorzien, daar uit ex=ee,=yxy=O volgt. dat  elke door- 
snede in zijn geheel moet draaien. zoodat, indien d e  gemiddelde verdraaiing nul gesteld wordt. de 
verdraaiing overal nul wordt. 

1 I ,  Het  torsiecentrum en de lijnintegraal der schuifspanningen. 

Evenais in punt 3 berekenen we de integraal 

. .  / / ( txT,+tyr , )dxdy.  

Uit (58)  volgt: 

D e  eerste twee integralen worden op dezelfde wijze als de integralen onder (18) en (20)  nul. 
Voor d e  laatste integraal schrijven we onder invoering van de functie F: 

Volgens de stelling van Green is dit te  schrijven als: 
I .  - 4  o /'/ \ F(  x?+y') cos(y,n)ds-F 2xy  cos (x.n), ) d s - & o / / ( 2  Fy-2 Fy)dxdy= 

" .  c 
\ n -  

=-4 -0 IF, I', \ .  (x '+ y') cos (y ,n) -  2 xy ds-  CF, / (x '+y')  cos (y ,n) -2xy  cos (x,n)  
f=1 . 

c o  C ,  

Met de stelling van Gausz gaat deze laatste uitdrukking over in: 

Dus geldt tenslotte: 

I / ' (  t. 7% + tyz,.) dxdy=O. 
. I  

Hieruit volgt voor de y-coordinaat van he t  torsiecentrum (verg. de in punt 5 gegeven beschouwingen): 

1 -. 
y o = i / / @ x d x d y .  I" (68) 

Voor de berekening van de lijnintegraal der schuifspanningen maken we gebruik van de in 
punt 6 gegeven afleiding. 



(69) 

98 I 
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DEEL 111. 

12. Phsysische toelichting van den invloed der  dwarscontractie. 

Uit  verg. (38) blijkt, dat  tengevolge van de dwarscontractie d e  in lit. 5 afgeleide betrekking 

/ r s  ds=O voor zuivere buiging haar geldigheid verliest. De oorzaak dezer ongeldigheid moet gezocht 

worden in de  ongelijke hoekverdraaiingen, die de  verschillende punten der 
doorsnede tengevolge van de  dwarscontractie ondergaan. Dit wordt met 
het volgende voorbeeld toegelicht. 

ligger waarbij de  schuifspanningsverdeeling volgens lit. 5 zoo is, da t  

C 

Beschouwd wordt de  in fig. 5 gegevene symmetrische dunwandigen b 

r,ds=O, waaruit volgt 7 ,  =ra. .i 
Indien deze ligger volgens de  lijn AB wordt doorgesneden, worden 

2 symmetrische doosliggers verkregen. Indien in het hart van elk dezer 
liggers de halve dwarskracht wordt aangebracht is d e  spanningsverdeeling 
eveneens symmetrisch, zoodat T , = T ? .  Volgens lit. 5 zou er  dus  niets aan 
d e  spanningsverdeeling veranderen bij het doorsnijden van de ligger volgens 
AB, m.a.w. d e  beide liggers blijven aan elkaar passen. 

Deze laatste conclusie nu is onjuist, hetgeen blijkt uit de vervorming 
van de  dwarsdoorsnede der  beide liggerhelften; die zullen zich namelijk 
ten gevolge van de  dwarscontractie vervormen ais aangegeven in fig. 6 : 
de scheidingsvlakken maken daarbij ten opzichte van elkaar de  hoek 2 9. 

Fig. 5. Symmetrische 3-voudig 

~ ’ ‘ ~ ~ ~ ~ ~ $ ’ ~ ~ $ + ~ ;  
zelfsymmetrische2-voudig sa- 

menhangende doorsneden. 

De trekspanning in den bovenwand en d e  drukspanning in den on- 
derwand bedraaen reso. 

Y 

(70)  
b 

Zz=*W(l -z ) , ,  

waarin 1 het traagheidsmoment van d e  geheele balk t.0.v. d e  y-as is en 
W de  belasting van de  geheele balk. 

De contractie van den bovenwand en onderwand bedragen nu resp. 
b 

E1 
E ~ = * O W ( ~ - Z )  -, 

Fig. 6. Vervorming der 2-voudiy 
samenhangende doorsneden van 
fig. 5 bij belasting door dwars- 
kracht weyens dwarscontractie. a 

De hoek 9 in fig. 6 bedraagt dus: 

9=5w- 2El (I-’)’ 

Om d e  liggerhelften weer aan elkaar te doen passen, moeten zij overeen specifieke wringings- 
hoek 

naar elkaar toe getordeerd worden. Het hier vermelde teeken heeft betrekking op de  linker helft. De 
extra schuifspanningen. die hiervoor noodig zijn worden bepaald uit de  betrekking voor zuivere torsie: 

1;. d s = 2  G c 0. 
i. 

In het onderhavige geval is 
d 9  a 
d z  2 E1 

c=-- =ow-- 
We vinden dus: 

a o w  [ r c d s = 2 G o W  -2ab=-- a?b. 
‘C 

2 E1 1 + o  I (74)  

Deze betrekking, welke geldt voor de  schuifspanningen in d e  w r  cel van den ligger, blijkt 
in  overeenstemming te zijn met verg. (38). 
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