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VOORWOORD.

" -Het vraagstuk der onstabiele vleugeltrillingen wint met het toenemen der
vliegsnelheden steeds meer aan belangrijkheid. Nadat het laboratorium reeds
in den aanvang een bijdrage had geleverd tot de ontdekking en verklaring van
dit verschijnsel, is het zich in de laatste jaren opnietw op de studie ervan gaan
toeleggen. :

Van direct belang voor vliegtuigconstructeur en -gebruiker is de vraag,
hoe de laagste snelheid, waarbu het optreden van onstabiele vleugeltrillingen
bij een bepaald vliegtuig mogelijk is, kan worden berekend.

In dit deel der Verslagen en Verhandelmgen wordt een rapport gepubh~
ceerd, dat de methoden volgens welke dergelijke berekeningen kunnen worden
uitgevoerd, behandelt. .

Hierbij zij dank gebracht aan den Directeur van den Luchtvaartdien_st.
die door het verstrekken van een desbetreffende opdracht het opstellen van dit
rapport mogelijk maakte en toestemming verleende om het in gedrukten vorm
te doen verschijnen.

In de hierna volgende lijst ziin de N.L.L.-rapporten vermeld, d1e na de
uitgave van Deel IX der Verslagen en Verhandelingen (November 1940) als
. Technische Mededeelingen” zijn verschenen, terwijl achterin tevens uittrek-
sels zijn opgenomen van de in deze Technische Mededeelingen behandelde
stof.

Amsterdam, November 1941.
; C. KONING,
- Wetenschappelijk Directeur.
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DE BEREKENING VAN DE KRITISCHE SNELHEID VOOR
ONSTABIELE TRILLINGEN VAN VLIEGTUIGVLEUGELS

Voorwoord,

Dit rapport werd opgesteld ingevolge een aan
Let N.L.L. door den Directeur van den Luchtvaart-

dienst verstrekte opdracht, dle als volgt kan wor-

den geformuleerd:

..Gevraagd wordt een handleiding samen
te stellen voor de numerieke bepaling van
de kritische snelheid voor onstabiele trillin- -
gen van een vliegtuigvleugel, in zoodanigen
vorm, dat de toepassing zich zooveel moge-
lijk kan beperken tot de uitwerking van een
gedetailleerd aangegeven proeven- en reken-
schema, Tevens wordt de eisch gesteld, dat
de uitkomsten betrouwbaar en nauwkeurig
genoeg zullen zijn om een doeltreffende en
voor de praktijk bevredigende limief .der
t.a.v. onstabiele trillingen wveilige viiegsnel-
heden te kunnen vaststellen.”

Nu de binnen het kader van deze opdracht uit-
gevoerde studie (voorloopig) is afgesloten, moge
bij voorbaat worden vermeld, in hoeverre aan de
in deze opdracht vervatte eischen kon worden vol-
daan. In de eerste plaats de positieve resultaten:
Deze verhandeling bevat een uitvoerige beschrij-
ving van rekenmethoden, waarnaar alle ééndekkers
—- hoe ook geconstrueerd (vrijdragend, verspan-

nen, vleugel zonder of mét ingebouwde matoren,

enz.) — zullen kunnen worden behandeld, en
waarbij de uitkomst aan de daaraan gestelde
eischen kan voldoen. En vervolgens de negatieve:
hoewel alle berekeningen zoo uitvoerig zijn uitge-

werkt, dat de numerieke uvitvoering zooveel als
slechts mogelijk is wordt vergemakkelijkt, en hoe-
wel cok aanwijzingen zijn opgenomen voor de uit-
voering der proeven, die getallen-grondslagen voor
de berekening leveren, bleek het niet mogelijk de
noodzakelijke bewerkingen tot schema’s van naar
den letter opvolgbare aanwijzingen samen te vat-
ten.

Dit is niet het gevolg van b.v. een nog onbevre-
digenden stand van het theorefisch onderzoek,
waarvoor nadere studie een oplossing zou kunnen
brengen,” maar van de veelscorfigheid der compli-
catie’s en mogelijkheden, waarop men kan stuiten.
Men mag verwachten, dat deze door de theoreti-
sche grondslagen der ontwikkelde methoden wor-~
den gedekt, d.w.z. dat de theoretische richtlijnen
de oplossing van allerlei toevallige moeilijkheden
mogelijk zullen maken, het is echter zonder ontoe-
laatbare uitvoerigheid niet mogelijk, hiermede bin-

nen -het- kader -van--gedetailleerde ~voorschriften- -

schema’s -— waaruit ten behoeve van den niet-
vakman de theoretische grondslagen zijn geélimi-
neerd — rekening te houden,

In verband met den bovenomschreven stand van
zaken is er bij de opstelling van deze verhandeling
juist naar gestreefd, ook de theoretische grondsla-

gen der rekenmethoden uitvoérig en compleet naar
voren te brengen. Het is van essentieel belang, dat
men zich hiervan goed op de hoogte stelt, zij vor-
men een onontbeerlijk onderdeel van de beschik-
bare onderzoekingsmethoden.

Tenslotte moet worden gewezen op een onvol-
ledigheid, die in deze verhandeling wordt aange-
troffen. Deze bestaat uit het ontbreken van aan-
wijzingen voor de behandeling van gekoppelde
trillingen van boven- en ondervleugel van een
tweedekker. Hierbij doen zich verschillende bijzon-
dere complicatie’s voor, die wellicht later in een
aparte verhandeling zullen worden uitgewerkt.

1. Inleiding.
De kritische snelheid van een bepaalden vlieg-

. tuigvleugel wordt steeds berekend door den werke-

lijken vleugel te vervangen door een — onder be-
houd van de meest essentieele eigenschappen —
zooveel mogelijk vereenvoudigd model en de be-
rekening voor dit model (., vervangingsvleugel™)
door te voeren. Daarbij moet worden aangenomen,
dat op den trillenden modelvleugel luchtkrachten
werken, die door een strook-verdeeling onder uit-
sluiting van inductie kunnen worden ontleend aan
berekeningen, die zijn uitgevoerd voor een trillen-
den oneindig ,.breeden” vieugel in een-als twee-
dimensionaal op te vatten strooming van een on-
samendrukbaar medium. Hoewel vanzelfsprekend
niet geheel correct, moet deze aanname ook in deze
verhandeling bij gebrek aan beter consequent wor-
den aangehouden, Zij schijnt binnen aannemelijke
grenzen - door -experimenteele ervaring te worden
gedekt, vormt echter tevens het - meest-onzekere
punt in de heele theorie, dat door een behootlijke
veiligheidsmarge op berekende kritische snelheden
in acht moet worden genomen,

Is er ten aanzien van de invoering der lucht-
krachten op een trillenden vleugel bij alle bereke-
ningen op het gebied der onstabiele trillingen niet
veel keus, zoo is.daarentegen een groote variatie
mogelijk bij de constructie van den vervangings-
vleugel. Een soort catalogiseering van de verschil-
lende mogelijkheden bevat. een publicatic van
Teichmann: Gedankenginge zur Flatterberech-
nung (fit. 16}. Al deze mogelijkheden uit te wer-
ken, zou tot een ongewenschte nitvoerigheid leiden,
die bovendien overbodig is, daar verschillende
mogelijkheden in hoofdzaak aequivalent zijn.
Daarom is een keuze gemaakt, welke is gevallen

- op de meest algeémeene werkwijze: de vervanging -

van den werkelijken vleugel door een model van
.voorgeschreven vervormbaarheid”. 'Het ongelimi-
teerde aantal der vervormingsmogelijkheden van -
den werkelijken vleugel wordt daarbij vervangen
door vervormingen, die bestaan uit een superpositie
van een gewoonlijk zeer beperkt aantal evenredig




vergrootbare deformatie’s van een vastgelegde en
geschikt gekozen gedaante.

De bewegingsvergelijkingen van dezen model-
vleugel worden vervolgens verkregen met behulp
van de methode van Lagrange.

De keuze van de aan het model toe te kennen
deformatiemogelijkheden dient vanzelfsprekend zoo
te geschieden, dat de vervormingen, die het sys-
teem in werkelijkheid vertoont, zoo goed mogelijk
door de toegelaten deformatie’s beschreven kunnen
worden. Deze richtlijn laat echter een zekere mate
van vrijheid bij de bedoelde keuze bestaan. Het
blijkt mogelijk te zijn op tweeérlei wijze te werk te
gaan: men kan buiging en torsie als twee verschil-
lende complexen vervormingsmogelijkheden behan.-
delen en voor ieder apart toegelaten deformatie’s
definieeren, en men kan de scheiding van buiging
et torsie bl] de definitie der deformatie-componen-~
ten achterwege laten. Beide mogelijkheden zullen
worden uitgewerkt, Men verkrijgt in het eerste ge-
val bewegingsvergelijkingen, die kunnen worden
opgevat als Galerkinsche vergelijkingen voor een
benaderingsoplossing van de exacte bewegingsver-
gelijkingen. Op deze wijze toont men aan dat de
behandeling van het trillende systeem als systeem
van voorgeschreven vervormbaarheid mathematisch
overeenkomt met de behandeling van de bewe-
gingsvergelijkingen .van het volledige systeem vol-
gensdein de trillingsleer zeer vruchtbaar en nauw-
keurig gebleken benaderingsmethode van Galerkin.

In het tweede geval wordt een verdere vereen-
voudiging verkregen, wanneer de deformatie-com-
ponenten worden aangepast bij z.g. normaalcodrdi-
naten van het trillende systeem. Deze vereenvou-
diging kan de toepassing der rekenmethoden zeer
vergemakkelijken, voorwaarde is dan echter, dat de
resultaten van een standtrillingsproef ter beschik-
king staan. Is dit niet het-geval, dan past men de
Galerkin’sche methode toe, in plaats van de stand-
trillingsproef kan dan een analyse van de verdee-
ling van buig- en torsie-stijfheid over den' vleugel
worden gesteld.,

In het algemeen moet worden vastgesteld dat
het gebruik van materiaal, verkregen door een
standtrillingsproef, berekeningen over onstabiele
trillingen van den vleugel niet alleen vergemakke-
lijkt, maar ook betrouwbaarder maakt, zoodat de
uitvoering van zoo'n proef, alvorens tot bereke-
ningen wordt overgegaan, nadrukkelijk aanbeveling
verdient. Hoewel beide mogelijkheden in het cog
zullen worden gehouden, kan in deze verhandeling
het geval, dat geen. standtrillingsproef is uitge-
voerd, niet in alle volledigheid worden uitgewerkt,
voornamelijk omdat het niet in de bedoeling ligt, in
te gaan op sterkte-berekeningen {analyse van elas-
tische eigenschappen) van den vleugel,

Behalve ‘het eerder genoemde belangrijke ver-
schil, ingevoerd bij de definitie van toe te laten
deformatiecomponenten, zullen de uit te werken
rekenmethoden onderling verschillen "vertoonen,
veroorzaakt door verschillende keuze van het aan-
tal deformatie-:componenten, en/of door de invoe-
ring in het model van bepaalde andere deelen van
het systeem dan den vleugel, die de trilling mede
uitvoeren en soms beinvloeden {b.v. rompbewege-

lijkheid en het daarmee samenhangende verschil

tusschen symmetrische en antisymmetrische tril-
lingsvormen. )

‘Wat het rolroer betreft, wordt in den regel aan-
genomen, dat dit buiten beschouwing kan worden
gelaten (als een vast deel van den vleugel kan
worden opgevat), wanneer .het dynamisch geba-
lanceerd of éver-gebalanceerd is (massabalans).
Dit is gewoonlijk het geval. Vanzellsprekend zijn
echter ook rekenmethoden beschreven, die het rol-
roer als afzonderlijk onderdeel van het systeem in
rekening brengen. Zij worden niet alleen toegepast,

. wanneer het rolroer niet, of onvoldoende, is ge-~

balanceerd, maar ook wanneer het erom gaat, de
nauwkeurigheid der uitkomsten voor de kritische
snelheid tot den hoogst bereikbaren graad op te
voeren.

Wanneer een bepaalde vleugel moet worden
onderzocht, kan de keuze van de meest doelmatige
methode op verschillende moeilijkheden stuiten, die
men dan aan de hand van daartoe te vermelden
richtliijpen moet trachten op te lossen. Daarbij
wordt echter steeds tevens de vereischte nauwkeu-
righeid mede in overweging genomen. D.w.z. wan-
neer blijkt, dat een vleugel eigenschappen heelt,
die de nauwkeurigheid der uitkomsten van de een-
voudigste, d.i. minst bewerkelijke, rekenmethode
nadeelig kunnen beinvloeden, dan kan deze metho-
de soms toch worden aangehouden, mits onder
doelmatige vergrooting van de veiligheidsmarge.
Zij bv. de grootste snelheid van een vliegtuig, die
om eenigerlei reden als foelaatbaar wordt opgevat,
400 km/h, en levert een berekening van de kriti-
sche snelheid, verkregen langs eenvoudigen, doch -
minder doeltreffend te achten weg, een uitkomst
van b.v. 800 km/h, dan is het welhaast vanzelf-

. sprekend in den-regel overbodig, ten koste van

veel werk een betere benadering van dé kritische
snelheid vast te stellen, daar de marge van 100 %
de verminderde nauwkeurigheid wel altijd volledig
dekt. Ware de uitkomst echter 500 km/h, dus aan
de grens van de in den regel aan te houden veilig-
heidsmarge van 25 %, dan moet een verbeterde
berekening wenschelijk worden genoemd !). '

Wat de bewerkelijkheid van de berekeningen
van kritische snelheden betreft, moet in het alge-

" meen worden vastgesteld, dat de tijd, die de uit-

werking eischt, zeer snel toeneemt met het aantal
in aanmerking genomen eigenschappen van het
trillende systeem. Al kan men daarom in theorie de
nauwkeurigheid der uitkomsten, afgezien van de
onnauwkeurigheid die geintroduceerd wordt door
niet geheel correcte formules voor de luchtkrachten
op den vleugel, ongelimiteerd verbeteren, zoo stelt
de eisch der in de praktijk toelaatbare bewerkelijk-
heid al gauw een grens aan de rekenmogelijkheden,
In deze verhandeling is deze grens in overeenstem-
ming met wat in de theorie der onstabiele trillingen
gebruikelijk is geworden, vastgelegd door het voor-
schrift, dat de ,karakteristieke vergelijking’' een
determinant mag zijn, die ten hoogste van de 3e
orde is. Men kan zeggen dat, wanneer dit het ge-
val is, het volledig uitwerken van de oplossing, na-
dat de numerieke grondslagen hiervoor verkregen

1) Tenzij men zich zekerheid heeft verschaft dat de wvit-
komst fe klein is.




zijn, nog ongeveer 2 tot 8 weken rekenwerk in be-
slag zal nemen (afhankelijk van de uitvoerigheid,
waarin men de -eigenschappen der oplossing
wenscht vast te stellen). De rekenmachine is bij de
uitwerking een onontbeerlijk hulpmiddel, De meer
eenvoudige stabiliteitsberekeningen leiden tot een
karakteristieke vergelijking, die een determinant
van de 2e orde is. In deze gevallen kan de uitwer-
king in enkele uren tot een paar dagen geschieden,
terwijl bovendien meestal van de rekenlineaal i.p.v.
de rekenmachine gebruik kan worden gemaakt. Bij
de voornoemde tijden moet steeds de tijd worden
opgeteld, die noodig is voor de verzameling en
vitwerking van het materiaal, waarvan de eigen-
lijke berekening unitgaat, en waarvoor moeilijk een
schatting kan worden opgegeven, Deze voorberei-
dende werkzaamheden omvatten gewoonlijk een

gewichtsanalyse van het systeem, en de uvitvoering

en uitwerking van een standtrillingsproef. Lp.v.
de laatste kan eventueel ook een analyse van de
elastische eigenschappen (stijfheidsverdeelingen)
van het systeem worden gesteld. Een deel van dit
voorbereidende werk kan meestal ook voor andere

doeleinden worden gebruikt {onderzoek van de

ligging van resonantie-punten, contrdle en beoor-
deeling van roerbalanceeringen, berekeningen -over
,,omkeering van de rolroerwerking”, enz.).

2. Eenige gegevens, ontleend aan de literatuur.

Algezien van als verouderd op te vatten metho-
den ter berekening van kritische snelheden bevat
de ter beschikking staande literatuur alleen voor

de twee meest eenvoudige constructie’s van het -

vleugelsysteem een volledig uitgewerkte oplos-
singsmethode, n.l. voor den ,,oneindig breeden” —
uitsluitend slag- en draai-bewegingen uitvoeren-~
de — vleugel zonder rolroer, en voor een dergelijk
systeem mét bewegelijk aerodynamisch niet geba-
lanceerd rolroer. Beide systemen zijn op verschil-
lende wijzen behandeld, het is echter voldoende de
verhandeling van Kassner-Fingado (lit. 5) voor
- het eerste geval, en die van Ellenberger (lit. 8 en
lit. 14) voor het tweede te vermelden. Beide reken-~
* methoden zijn experimenteel getoetst en in groote
trekken correct bevonden. Wat dit betreft verdient
vooral het werk van Voigt de aandacht (iit. 9, 10
en 15). In alle moderne beschouwingen wordt de
wiskundige formuleering van de luchtkrachten ont-
leend aan een theorie der instationnaire lucht~
krachten op draagvlakken in een twee-dimensio~
nale strooming, welke is opgezet door (Birnbaum
en) Wagner {{it. 1} en door verschillende anderen
is uitgewerkt (lit. 2, 5, 7, 8, 17, 18). Meer volle~
dige principidele aanwijzingen voor de extensie
van de bestaande theorie op , werkelijke” vleugel~
systemen zijn gegeven door Teichmann (fit. 16),
echter in een door het ontbreken van iedere uitwer-
king tamelijk sterielen vorm.

Tenslotte moet als theoretisch belangrijke aan-
vulling van de meer volledige berekeningsmetho-
den worden genoemd het onderzoek van de de sta-
biliteit beheerschende energiebalans van het vleu-
gelsysteem, welk onderzoek is aangevangen door
Kiissner (lit. 3), terwijl het eenvoudigste geval
{oneindig breede vleugel zonder rolroer) in een

N.L.L.-rapport (V 1237, fit. 23} zeer volledig is
uitgewerkt. ' :

De belangrijkste aan de literatuur te.ontleenen
conclusie’s zijn: :
. .
lo. .dat trillingen, die uitsluitend bestaan uit
of als buiging, of als torsie op te vatten
vervormingen van den vleugel of uit rol-
roerverdraaiingen alléén, nimmer onsta-
biel kunnen worden. De kritische trilling
bestaat steeds uit door massa-, elastische-~
en aerodynamische-krachten gekoppelde
buigings- en torsie-, alsmede eventueel
rolroer-trillingen. De eliminatie der kop-
peling door traagheidskrachten tusschen
twee componenten eener trilling schakelt
in den regel de mogelijkheid van onstabi-
liteit eener combinatie van die 2 compo-
nenten alléén uit (massa-balans van het
rolroer!}. '

20. De onstabiliteit, die van praktische betee-
kenis is, ontwikkelt zich uit ¢en combina-
tie der eenvoudigste trillingsvormen van

“het systeem, d.i, de frequentie van de kri-
tische trilling stemt naar orde van grootte
overeen met de laagste, of de beide laag-
ste, buigingseigenfrequentie’'s van den
vleugel {in stilstaande lucht) en met de
laagste torsie-cigenfrequentie, zij ligt
feitelijk altijd (bij vleugels van de tot nu
toe gebruikelijke constructie’'s) beneden
de laatstgenoemde eigenfrequentie. {Men
moet hierbij de onderling onafhankelijke
symmetrische en anti-symmetrische tril-
lingen als geheel gescheiden trillings-
mogelijkheden opvatten). Een gevolg
hiervan is, dat wat de ftrillingsvormen
betreft, alléén met die mogelijkheden re-
kening behoeft te worden gehouden, die
bij frequentie’s van deze grootte-orde een
rol van beteekenis kumnen spelen. Daar-
om kan een heele reeks van gecompliceer-
de ,hoogere” trillingsvormen van den
continu-elastischen vleugel rustig buiten
beschouwing worden gelaten.

Bovendien is het goed eraan te herinneren, dat
de energiebalans een essentiéel stabiliteitscriterium
levert, waarvan b.v, een enkele maal gebruik ge-
maakt zal worden, om uit een reeks benaderings-
oplossingen de beste te kiezen.

3. De grondsl&gen der uit te werken reken-
“methoden. -

31. De behandeling vanhet mechanische systeem,
dat de vleugel vormt.

De trillingen van den vleugel van een vliegtuig
worden tengevolge van steeds aanwezige onder-
linge koppelingen, in principe bepaald door de tril~

-lings-eigenschappen, die het heele vliegtuig bezit.

Dle verhoudingen zijn het eenvoudigst bij den vrij-

dragenden éénmotorigen eendekker met relatief

zwaren en stijven romp. Alleen in dit geval worden
althans de symmetrische trillingen van den vleugel
slechts in geringe .mate op den zwaren romp over-
gebracht en maakt men geen groote fout, wanneer




de romp als een vaste inklemming van den vleugel
wordt opgevat, waarna de vleugel op zichzelf kan
worden behandeld {zie ook rapport V1234, Jif. 22).
Voorloopig echter moge deze onderstelling (d.i. de
romp als vaste vleugel-inklemming) eenvoudig-
heidshalve worden aangehouden. :

Wat de vervormingsmogelijkheden van den vleu-
gel betreft, kan men iv.m. de beperktheid van het

"gebied der in aanmerking komende frequentie’s,

steeds aannemen, dat het vleugelprofiel overal on-
vervormbaar is. Daardoor worden de vleugelver-

vormingen beperkt tot de gebruikelijke buigingen .

Fig. 1. Coodrdinaten en algemeene vleugeldeformatie.

en fordeeringen, die geen nadere beschrijving be-
hoeven. Een overigens willekeurige vervorming van
den vleugel kan dan wiskundig worden vastgelegd
door twee deformatie-functie's. Men denke zich
den vleugel tot een dunne, vlakke plaat geideali-
seerd (een vereenvoudiging die bij alle te verrich-

ten onderzoekingen kan worden toegelaten) en-

brenge in het vleugelvlak coérdinaten x;y aan, die
worden vastgelegd door de keuze van een beschrij-

* vings-as in het vleugelvlak, die loodrecht op het

symmetrievlak van het vliegtuig staat, Fig. I licht
de definitic dezer codrdinaten toe. Bij kleine ver-

' vormingen verplaatst ieder punt van den vleugel

zich in een richting Z, loodrecht op dit vlak, en een
willekeurige deformatie kan worden vastgelegd
door

lo. een functie z_——_-z(x), die de verplaatsing
van de punten van de beschrijvings-as geeft.

20. een functie p=¢@(x), die de draaing van
de mdeformabele koorden (profielenl} om
de.beschrijvingsas geeft.

De verplaatsing van een willekeurig punt van
den vleugel bedraagt, na het aanbrengen van de
deformatie’s z=2z1x); p=wp,(x): -

2P=21(x)-—yrp1(x) . (1}

De functie ¢(x) kan geacht worden steeds het
torsie-aandeel eener vlengelvervorming te geven,
de functie z{x) geeft echter niet op analoge wijze
de buiging, daar de buiging dan (bij gecombineer~
de buiging en torsie) af zou hangen van de plaats,
waar de beschrijvings-as wordt gekozen. Het aan-

deel .buiging” eener vleugelvervorming kan eerst’
worden bepaald, nadat een as is gedefinieerd,

waar deze zal worden gemeten. Het is gewoonte
hiervoor , de” elastische as van den vleugel aan te
wijzen, welke as echter, zooals later zal blijken,
niet éénduidig en bevredigend vastligt (zie no. 6).
Zij echter een ,.elastische as” in den vorm van een

lijr{,'evenwijdig aan en op een afstand e achter de
beschrijvings-as aanwezig, dan is het aandeel der
buiging in de vervorming z,(x); ¢,(x):

z(x)=2(x)—eqp(x) (2)

De bewegingsvergelijkingen van. den in een
vacuum copgestelden vleugel zonder rolroer (dus
voor die gevallen, waarin luchtkrachten ontbre-
ken) kunnen, mits ook materiaaldemping ont-
breekt, hetgeen voorloopig eveneens het geval zij,
worden afgeleid uit de Hamilton'sche vanatlestel-
ling:

(S‘[(Ekiu—Epot)dt=O (3)

De kinetische energie van den vleugel kan ge-
makkelijk worden opgeschreven. Men verdeelt den
vleugel in smalle strooken {door snijvlakken even-
wijdig- aan het symmetrievlak van het vliegtuig} en
stelt door sommeering over alle strooken vast, dat?!)

E_k,-n—u—-gf[m('z_ s@)t+Lgfdx (4)

waarbij de integraal wordt uitgestrekt van den
vleugel-wortel tat den tip. Deze uitdrukking is van
den vorm:

Ekin‘*‘%f(mn-z? —me‘i"i f,‘lD—%—mee?.??)dx (5)

De coéfficienten zijn dan de navo]gende func-a
tie 5 van x»

Cmp=mix) ; me=m(x).s(x)

mu=Il(x)4m(x).s*(x) (6}
Welke vorm de uitdrukking voor de potentiéele
energie (bij willekeurige vervorming) moet worden
toegekend, is niet gemakkehjk vast te stellen. Om
de gedachten te bepalen zij ondersteld, dat de vleu~
gel twee liggers heeft, die evenwijdig aan de be-~
schrijvings-as loopen, b.v. op alstanden e, (voor-
ligger) en e, (achterligger) tot de beschrijvings—as
{beide positief gerekend wanneer de beschrijvings-
as voor ligt), Dan bedraagt de buiging dezer lig- -
gers: ,

van den voorligger Zy—Z—¢€, @
van den achterligger z,—z—e,p

De door deze buigingen in de liggers opgehoopte
potentiéele energie zal vermoedelijk in bevredigen-

. de benadering kunnen worden voorgesteld door de

nitdrukking:

-(E.pd:}1= %fBu(z”___ eu(pn)'.’(.'ix+

—f—%fBa(z”-—eatp”)i’dx {(7)

Bovendien echter worden de liggers zélf, en de
doos, gevormd door beide liggers en de huid ertus-
schen, gefordeerd, waarmede men rekening zal
kunnen houden door toevoeging van een aandeel
in de potentigele energie:

(Epuhr=3 [T ot dx (8)

1) Zie de notatie-lijst.




De vervorming van andere deelen van den vleu-
gel dan de hiesboven genoemde zal men in eerste
instantie in aanmerking kunnen nemen door een
toeslag op de buigstijfheden B, en B, van de lig-
gers en op de torsiestijfheid T van het ligger-huid-
systeem. Voor vele vleugels zal men de totale po-
tentiéele energie dus, vermoedelijk in goede bena-
dering, kunnen voorstellen door een uitdrukking:

bt [ (b0 20004
+bng™+Toejdx (9)

waarin men aan de coéfficiénten de navolgende
beteekenis kan toekennen:

b1.1‘=Bv +.Ba
b12=€|vBu+esBa (10)
bun=1¢2B, + et B,

mits men zich realiseert dat B, en B, buigstijfheden
»met toeslag”™ zijn.

De uitdrukking (9) voor de potentiéele energie
zal gewoonlijk worden aangehouden.l) Daar, waar
zij te onnauwkeurig mocht zijn, ligt een aanyulling
voor de hand met integralen van homogene quadra-
tische functie’s van y’ en ¢, en/of van y’” en ¢,
enz.

Woanneer de liggers niet evenwijdig aan de be-
schrijvings-as loopen (niet loodrecht op het sym-
metrievlak van het vliegtuig staan), moeéten in de
vitdrukking voor de potentiéele energje termen van

ander karakter worden verwacht, n.l. termen met -

producten z'g; z”¢; z”¢’. (Men denke b.v. aan de
uitdrukking (7} met variabele e's!).

De bewegingsvergelijkingen van den vleugel
worden volgens (3}, de uitdrukkingen (5} en (9)
aanhoudend, verkregen uit de voorwaarde:

3];: (SU(m.m é"’—‘ 2m12:~’¢+mzef;‘?‘“‘—buz"“’+
‘°+2b122"(}3”—'b22q9"e— T(P’Q)dxdl'=0 (]1)

Men heeft

o J3Ee. - e
aIEkindT=[k@E62+i£kiré$\dT= ¢
Y 2N oz dg )
dE ki 3 Exin r 3{‘1 ((]Ekirr)
= — bz — & —f|=—l—]d
| dz + e 7o j di\ 2, P
’ d ((}Ekin) }

1} Ook wanneer de berekeningen later toegespitst worden
op de berekening van kritische snelheden, za! de onderstel-
ling, dat de potentiéele energie wordt gegeven door een vit-
drukking van het type (9), worden aangehouden. Dit ge-
schiedt echter ook dan eigenlijk alleen om volledig bepaalde,
-en in veel gevallen direct bruikbare uitdrukkingen te verkrij-
gen. De geldigheid der te beschrijven methoden als geheel
~wordt er echter in geenen deecle door beperkt. De elastische
grootheden zullen later door gebruik te maken van mefings-
resultaten van de standtrillingsproef uvit de formules worden
verwijderd, en dit gelukt op later te beschrijven wijze, van
welken vorm de wvitdrukking voor de potentitele energie ook is
{mits zij binnen het kader der lineaire elasticiteitstheorie blijft
vallen}. .

waarin het , stuk tusschen de grenzen™.volgens het
Hamilton'sche voorschrift (géén variatie voor 1=0
‘en voor =1} nul dient te worden gesteld.

De potentiéele energie is (in de uitdrukking
(11)) een functie van z”, ¢’ en ¢”, dus:

. ; ; aEch 1/. BEPD‘ ’r aEF"! ’)
afE,,ofdt-f(az,,—éz +W'6‘P + P b )dz
. P ‘ (13)

De variatie’s 42", §¢” en d¢’ moeten in 0z en dp
worden uitgedrukt. Dit geschiedt door de integraal
naar x in de formule voor E,, uit te werken:

9 Epor
az-f’

. d
— ,(bmz"— bqu”)éz’—a(buz”—-

6z”dx=/(buz”—'--ba_;»qa”)éz”dxm

- (Eip d?
-—bﬂeq’”)-éz +f*d—‘;!(buhzn—b12(p")6zd_x

(14)

worted

[Ep, '
f‘é—(]jl:_,ta@”dX=/‘("‘bigz”"i_ba":?”)\‘)ﬂv”dxf—”

(_ b12 P + b22 (Pn)(;j q)l . % (-“‘612 P _{_

, tip a2
+ ba2@”)d sv' t I+f—; (—biz’t-bup”). S pd x

(15)
aEP"’ ’ f . . —
W{Srp dx=|Tg d¢p’ dax=
IT'a “'p [dT'ad 1
_— ¢ ¥ wo‘rreIHl Zf-.;( (p) pax ( 6)

Uit (11) volgt, in verband met (12) t/m (16)‘,
na bovendien {5) in (12) te hebben ingevoegd:

fd . ) .
— [a—rf(muzw—mum)ézdxdt-——

- ‘%f("—mué—‘—mgzr.p)ﬁtpdxdr-—

d?
- [fd—x;(buz” —bpp”)dzdxdr—

. 2 - . R
L
T d ’
[ o—

_f((buz" — b.ul(P”) az' —;;(b112”_b1‘2‘?3")az+
° A (= bz b )¢ —

tip .
—i(——'b122”+b23(p”)aqj——T9’J’a(}J .d'[=0
dx waortel
‘In verband ‘met de willekeur der variatie’s en
van het interval * worden hieruit de bewegings-
vergelijkingen: .

d
dx

— Mz 4 M p —

((buz” — b p”)=0  (17)



- rdg o r” :
muz—mggtp——d—ﬂ(—bmz 'erzzf}'? )"l‘ -
d ,
g, (Te)=0 (18)

gewonnen, tezamen met de navolgende randvoor-
waarden 1) voor de functie’s z en ¢:

aan den vleugelwortel {x=0): :
z2=0; 2/=0; ¢=0; ¢ =0 (19)

aan den vleugeltip (x—25): .

7 =0; ‘P"=“O_;. buz”’—,bmcp’”=0;

T(p! + b12 Zr.’.l _ b22 (pﬂfz 0 §

Daarmede zijn de vergelijkingen, die de vrije be-
wegingen van den in .een vacuum opgestelden
vleugel zonder rolroer beheerschen, afgeleid. Men
vindt voor de simultane partidele vergelijkingen
(17) en (18) gemakkelijk dé interprefatié, dat
(17) de som der krachten op een smalle strook van
den vieugel geeft, en dat (18) de som der momen-
ten op die strook om de beschrijvings-as nul stelt.
Het is duidelijk, dat eventueele luchtkrachten
(vleugel in luchtstrooming) in (17) en (18). kun-
nen worden ingevoerd, door de nullen in de rech-
terleden te vervangen door Lagrange'schearbeids-

factoren K, resp. M van de luchtkrachten. Een:

tweede noodzakelijke generalisatie, nl. de invoe~
ring van de materiaaldemping, kan op eenlater te
noemen wijze gemakkelijk wordeén verkregen. De
mogelijkheid, dat ook bewegingen van een rolroer
moeten worden beschreven, blijft voorloopig buiten
beschouwing. ' '

De als exact op te vatten vergelijkingen (17) en
(18) hebben het bekende beézwaar, dat de uitwer-~
king van eveneens exacte oplossingen praktisch
‘onmogelijk is. Het is noodzakelijk, naar een bena-
derings-methode ‘om te zien. Hiervoor zal, zooals
reeds is vermeld, de zeer effectieve Galerkin'sche
worden gebruikt. Voor een bespreking van het be-
ginsel, waarop deze methode berust, van de ver-
wantschap met andere methoden (Ritz'sche metho-
de, kleinste quadraten, enz.), en voor een onder-
zoek van de convergentie naar de exacte oplossing,
‘moet worden verwezen naar de desbetreffende lite-
ratuur (lit. 11, 12 en 13). Hier moge worden vol-
staan met de navolgende omschrijving:

De algemeene oplossing van de vergelijkingen
(17), (18) is een ongedempte samengestelde tril-
ling, die in het meer algemeene geval, dat b.v. ook
(lineaire) luchtkrachten op het systeem werken, in
een gedempte overgaat. Men stelt ter oplossing
steeds, voor de eventueel gedempte harmonische
componenten van de trilling de gebruikelijke com-
plexe notatie toepassend %),

z=1Z,e¥" (Zo=13.{x)})} (20}
p=qoe™  (Go=Fo(x)) (21)
en verkrijgt door substitutie in (17) en (18) twee
gewone simultane differentiaalvergelijkingen voor

1) Deze randvoorwaarden zorgen ervoor. dat het ,.stuk
tusschen de grenzen” nul is, zooals verlangd wordt. Dit kan
echter op verschillende manieren worden bereikt en het te
noemen stelsel is dat, wat de aan den wortel vast ingeklem-~
den en aan den tip vrijen vleugel beschrijft. .

2) Hetgeen mogelijk is, omdat de vergelijkingen lineair zijn.
zijn.

de functie's Z,{x) en @,{x), die geintegreerd moe-
ten worden onder inachtname van randvoorwaar-~
den van het type (19). Dé oplossing bestaat uit een
(oneindige)} serie eigentwaarden voor den para-
meter #, die in de vergelijkingen na verwijdering
van 'de variabele z blijft optreden, en een bijbehoo-
rende (oneindige) serie eigenfunctie’s. De eigen-
waarden leveren de eigenfrequentie’s van den
vleugel, de eigenfunctie’s de bijbehoorende tril-
lingsvormen, d.i. detrillingsvormen van' de reeks
der harmonische- (event.. gedempte) componenten
van de algemeenste trilling van den vleugel.
Men stelt nu volgens Galerkin:

-'io=zqiozi (ﬁo=zako'pk .
(imlo.m; k—=1..n) . (22)

waarin de functie’s z; en ¢, een beperkt systeem
functie's vormen die de randvoorwaarden zooveel
mogelijk bevredigen (d.i. die in ieder geval aan de
randvoorwaarden bij den vleugelwortel, en bij
voorkeur ook aan die voor den vleugeltip voldoen}.
Het is de bedoeling, met de reeksen (22) de tril-
lingsvormen door juiste keuze van de waarden der
Gis'5 en Q4,'s, zoo goed mogelijk voor te stellen, d.i.
de exacte oplossing te benaderen. Voordat de
Galerkin'sche voorschriften worden genoemd,
moge worden vermeld, dat, voor zoover het moge-
lijk mocht zijn, een eigentrillingsvorm exact door
de reeksen (22) voor te stellen, de Galerkin'sche
methode voor die cigentrilling ook inderdaad deze
exacte oplossing levert. Zij levert dan bovendien

. precies de juiste bijbehoorende eigenfrequentie.

Een principiéel punt is ook, dat de methode slechts
voor hoogstens zooveel eigentrillingen van het
systeem een benadering kan leveren, als er lineair
onafhankelijke termen in de reeksen .(22) worden
opgenomen. Dit is echter juist in het gegeven ge-
val geen bezwaar, daar de frequentie van de on-
stabiele vleugeltrilling steeds laag is, z66 laag, dat
hoogere trillingsvormen van den vleugel nauwelijks
een merkbare rol kunnen spelen. Op grond hiervan
kan bij voorbaat worden verwacht, dat het bij
praktische toepassing toelaatbaar zal zijn, met zeer
korte reeksen (b.v. van ieder 1 of 2 termen) reeds
nauwkeurige resultaten te verkrijgen, mits slechts
wortt zorg gedragen dat de functie’s z; en ¢;, die
worden gebruikt, zoo geschikt mogelijk gekozen
worden. Men kan bij deze keuze met voordeel ge-
bruik maken van alle kennis van de door de reek~’
sefi voor te stellen trillingsvormen, die men,bezit
(b.v. de resultaten eener trillingspraef!).

De . vergelijkingen, die de berekening van de
constanten §,, en Q. in de reeksen (22), en van de
eigenfrequentie’s #52, mogelijk maken, verkrijgt men
volgens het voorschrift van Galerkin, door de uit-
drukkingen {22} in de vergelijkingen (17} en (18)
te substitueeren t}, de eerste daarna achtereen~
volgens met z;; zy ..z, en de tweede achtereen-
volgens met @ @y ..@. te vermenigvuldigen en
tenslotte de m -+ n uitdrukkingen, die zoo ontstaan,
over den heelen vieugel geintegreerd, nul te stellen,
waardoor zij overgaan in m -} 1 lineaire homogene
vergelijkingen voor de m -} n onbekenden §.:

1) Nadat hieruit door substitutie van {(20) en (21} de tijd
als variabele verwijderd is. :




Q1o De gelijk 0 gestelde coéfficiénten-determinant
levert de eigenfrequentie's #,? de vergelijkingen

zelf bij iederen wortel #,* de §i,'s en Qko s van den
bijbehoorenden trillingsvorm.,

De Galerkin'sche vergelijkingen, die hierboven
werden aangeduid als mathematische benaderings-
methode van een reeks der oplossingen van de
simultane vergelijkingen (17) en (18), kunnen ook

langs meer directen weg worden verkregen, waar-
. door bovendien de mechanische beteekenis over-

zichtelijker wordt. Bedoeld wordt de aequivalentie
van de Galerkin'sche benaderingsmethode met de
exacte behandeling van het door beperking der
vormveranderingsmogelijkheden  vereenvoudigde
mechanische systeem, Men stelle, dat de vleugel

“niet wiflekeurig kan vervormen, doch dat zich

slechts zulke vormveranderingen kunnen voordoen,
als door lineaire superpositie van een beperkt aan-
tal elementaire, van te voren bekende deformatie's
kunnen worden opgebouwd, daarbij echter de ver-
vormingen z en ¢ als afzonderlijke complexen van
elementaire deformatie’s behandelend. _
Het is duidelijk, dat, wanneer de ,toegelaten”
vervormingen zo66 worden gekozen, dat zij de ver-
vormingen die — b.v. bij dein aanmerking komen-
de frequentie’s — in het vrije systeem zouden op-
treden, exact, of met onbeteekenende wijzigingen

mogelijk maken, de ingevoerde beperking nauwe--

lijks invioed kan hebben op te berekenen resul-
taten. )

Laat nu de toegelaten elementaire deformatie
(deformatie-componenten) van het systeem wor-
den vastgelegd door de - geschikt gekozen —
deformatiefunctie’s

ztzl(;)c);=z2(x-); co=Zm(x)
p=pi(x);=@afx);....=pu(x)

voor vervormingen z en ¢ afzonderlijke compo-

. nenten-reeksen invoerend., Daar de exacte behan-

deling leert, dat alle vleugeldeformatie's, mathe-
matisch gedefiniéerd, voldoen aan de randvoor-
waarden (19}, ligt het voor de hand dat het doel-
matig is zorg te dragen, dat ook de functie’s (23)

‘deze voorwaarden bevredigen. De algemeenste
- door het systeem (23) toegelaten deformatie is-

e I Qg - (24)

waarin de q;'s en Q's eventueel van den tijd af-
hankeh;ke ..gegeneraliséerde dzmens:elooze COCI'dl’
naten’ zijn.

Volgens (5) wordt de kinetische energie van
den bewegenden vleugel met beperkte vormveran-
deringsmogelijkheid

Z=2q"2:‘

Ekm—zf[mu(Zq 2 )? —me(fqlz)(fQupU—i—-

e moa (- Qugpr )] d x

en de potentiéele volgens (9)

pOfﬁz[[bM(zq%")? 2512(2@2:”)(2(31:%")‘%'
+ b (EQi ) + T(ZQupi’ )2 ]d x

Vormt men nu, de g;s en Q’s als gegeneraliseerde
codrdinaten opvattend, de bewegingsvergelijkingen
van Lagrange (voor den dempingsvrijen, in wva-

- cuum opgestelden, vleugel zonder rolroer)

' d (a Ekm) aEpot ' (a Ekm

(23)

A E ot
dz Bq, an)_‘_ng_m

dan bestaat het resultaat uit de navolgende
m + n vergelijkingen:

zg i 2 qizi— mus S Qui] d x +

2 fbu X gz — b ZQup” Jdx=—10
g=l....m _
ftp;‘;[—magza,-z,--kmggzéktpk]dx—l- ' (25)
“ ‘|'f90f-”[-—buefqm"+be22Qk¢k”]dx+

-l-[*}'?h"TZQmpk'dme h=—1....n

" In deze vergelijkingen kunnen ook luchtkrachten
desgewenscht door bemiddeling van arbeidsfacto-
ren worden ingevoerd. Stelt men

G=§i—Goe " ; Qu=Qi=Qie™  (26)

en bedenkt men, dat termen met producten z;” z”,
2;" "', enz. door partiéele integratie onder ge-
bruik van de randvoorwaarden (19):{mits het sys-
teem {23) daaraan voldoet} kunnen worden omge-
vormd naar analogie van de bewerkingen (14} ..

(16), dan wverifidert men, dat hét stelsel vergelij-
kingen {(25).exact overeenstemt met de Galerkin'
sche vergelijkingen voor de differentiaalvergelijkin-
gen (17} en (18) met (22), wanneer de Galer-
kin'sche aanname (22} in overeenstemming met
(24) wordt gekozen. De Galerkin'sche vergelijkin-
gen zijn dus de exacte bewegingsvergelijkingen van
het door inperking der deformatiemogelijkheden
onder scheiding van buiging en torsie vereenvou-
digde mechanische systeem. In het vervolg zal de
laatste werkwijze steeds worden toegepast voor het
winnen van de vergelijkingen, waaruit de te con-
strueeren benaderingen worden afgeleid.

De vergelijkingen (25) bevatten de navolgende symmetrie-
eigenschap:

De coéfficiénten van de ;amplitude” Q,  in het eerste stel
dezer wvergelijkingen (waarin (26) gesubstitueerd gedacht
wordt) luiden

mjgi-’gjzgq;kdx—fblgZQ”(Pkﬂdx M g=]...r‘.’i (27)

en de coéfficiénten van de ,amplitude” Jgo in het tweede

- stel:

mwa')"-’[zgzphdx—-[b‘mzé”tph”dx sh=1...n. (28)

Zi] stemmen overeen wanneer f—Fk, waaruit men conclu-
deert, dat’ alle coéfficiénten, waarin kruisproducten z,. gy
zs" .y 7 optreden. in de vergelijkingen 2 X voorkomen.
Deze symmetrie-eigenschap blijft in gegeneraliseerden vorm
behouden, welken (mits quadratischen) vorm de uitdrukking
voor de potentidele energie ook heeft, zij geldt dus niet alleen
voor den specialen ondersfelden vorm (9).

. Overeenkomstig het in de inleiding beschreven
programma zal vervolgens worden aangetoond, hoe
een verdere vereenvoudiging van de bewegings-
vergelijkingen van het systeem kan worden verkre-
gen. door een generalisatie van de methode van de
beperking der vervormingsmogelijkheden,




Deze generalisatie bestaat uit de verwijdering

'van het voorschrift, dat de vervormingen z en ¢
als gescheiden complexen deformatie-componenten
moeten worden behandeld.

Men stelle dienovereenkomstig, dat de deforma-
tie-componenten worden gedefinieerd. door de
paren’ functie’s.

(21.C1(P1‘),(22.C2(P'2),‘ ...... ('Za.Cn(Pn)
waarin constanten C,....C, worden opgenomen
om de functie's z;, ¢, zoo noodig op willekeurig
voor te schrijven wijze te kunnen normeeren, 1) De

algemeenste deformatie van het systeem wordt d1t~'

maal gedefini¢erd door
¢=2qCrpr i k=1...n
Daarmede wordt volgens (5); resp. (9):

Ekin=ﬁf[m.11 ('Zc.]iz.—)i’—; _ )
' —2me (Xqiz) (Zq.{:Ck‘Pk)‘*" (31)
, +mes (2qiCepe) 2] d x.
Epiem1} | [bu (Sqizi) —
—2be (Eqiz/ ) (ZquCroe” ) + (32)
b f T quCrps” ) +-T(Zqe Crgi )2 ]d x

" Voert men de afkortingen in:

z=2qz (30)

Uig=f[ml'lzf7'9_ Mas 2y Ci i -
._..mﬂz‘,-cgcpg-{—mgecgtpgciqii]dx=Ugr‘

Vis':][bn 2{' 2y — bz, Cip/’ — bz Copy” +

+ bas y?’g”c"@i”‘F‘TCg‘Pg’C'(p"]dx= gi (34)

dan blijken de bewegingsvergelijkingen volgens
Lagrange den navolgenden vorm aan te nemen

2_ Ugr"i't“!‘ E Vyiqi=0
welke na substitutie van

Gqi—gi=— Gie "
overgaan in lineaire homogene vergelijkingen

i=Il....n

(36)

E(Vgi—_yzugi)qm:O (37)
Ocok in de vergelijkingen (35} en {37) kunnen

luchtkrachten door bemiddeling van arbeidscogffi-
ciénten worden ingevoerd.

Een vereenvoudiging van beteekems bevatten
de vergelijkingen (35}, vergeleken bij de vergelij-
kingen (25) feitelijk niet. Integendeel: op zichzelf
zijn zij onbruikbaar, daar men niet beschikt over
richtlijnen voor een juiste keuze van de constanten
C; in {29). Daarom :is een essentidele voorwaarde
voor het gebruik van de vergelijkingen (35), dat
de resultaten eener standtrillingsproef bekend zijn.
Dat zij dan de berekening belangrijk vereenvoudi-
gen, berust op de omstandigheid, dat zij n eigen-
trillingen van den vleugel exact kunnen beschrij-
ven,” wanneer n deformatiecomponenten (29) pre-
cies juist zijn gekozen. Hetzelfde presteeren de

1) Hoewel ook andere opvattingen mogelijk zijn, ve;-di_ent
het aanbeveling aan de functie's Zy 2, ... de dimensie van
lengten toe fte kennen; waarna ¢, %, : C. G,
- - A d1mensteloos gesteld kunnen worden

(29) -

(33)

(33)

~

vergelijkingen (25) eerst, wanneer in het algemeen
2n deformatiecomponenten geheel doeltreffend zxjn
geconstrueerd.

Wanneer de deformatie-componenten in de al-
gemeenste toegelaten deformatie’s

quock(pk; Lk=1....n (38)
exact overeenkomen met n eigentrillingsvormen
2‘ -~Z| ‘;_v;o_c Pi (39)

van het systeem, verkrijgen de vergelukmgen (35)
de navolgende bijzonder eenvoudige gedaante:

Un‘Qf—I- Vigi=0 {40)

d.w.z. alle Uuen Vi worden nul wanneer i 7 k.
Deze vergelijkingen hebben nog meer dan de
vergelijkingen (35) slechts formeele beteekenis,
wantieer het erom gaat de eigenschappen van het
tr1llende systeem uit zijn ,.primitieve eigenschap~

pen’ af te leiden,
Het ietwat overbodige bewijs, dat
Uix—=0 en Viu=0 wanneer i7£k is (41)
en het stelsel deformatie’s (29) de door {39) ge-
formuleerde eigenschap heeft, kan explicite als
volgt worden geleverd.
Volgens de exacte bewegingsvergelijkingen (17)
n {18), waarvan het systeem functie’s z; en @ in

Eoz'zq{oz’i: (,Bom

Y=17; i=1, .

i=1.,..n

.( 29) eveneens bij onderstelling exacte oplossingen

vormen, is:
T’ig(‘mnzizk — Mz C?HP;ZI:)—'

(bllzl — by C; 901 )—

—Zk g
vﬁ(—mlnz Cklpk—l—muc (P:Ckfpk)_
"“Ck(Pkd 2( b zy" 4 be: Cigp/” ")+
—{'-Ck@k—(Tci(p-j’):O

Tel beide vergelijkingen op en integreer over-
den heelen vleugel. Het resultaat is

v Uy "_‘lf[z’c_' ('bn 2" — b C"Pi"i}‘l"
+b22C q’)t )—
—ICk‘Pkd—x(Tcitpi")]dx

Door partiéele integratie verifiert men, van de
randvoorwaarden gebruik makend, die voor de
functie’s 2; en ¢, moeten worden gesteld, (zie
{(19) ), dat het rechterlid juist gelijK is aan V.

Dus is U=V

en ook rifldpi=Vi

waaruit iv.am. Up=U en V=V (zie (33)
en (34)'). het gestelde (41) direct volgt.

32. "De invoering van materiaaldemping.

In rapport V1234 -(lit. 22} wordt aangetoond,
dat materiaaldemping, gedacht in dem vorm van
een elliptische hysteresisdemping, wanneer de tril-
ling van het systeem in den complexen vorm (26)
wordt geschreven, in de vergelijkingen kan worden




ingevoerd door alle veerconstanten met complexe
constanten eie te vermenigvuldigen, waarin o de
voorloop-hoek is van de elastische kracht t.o.v. de
vormverandering van de betreffende veer. In het
gegeven geval worden de continu-verdeelde elasti-
sche krachten voorgesteld door uitdrukkingen van
den vorm {verg. (17) en {18))
d: S
Ez(bnzﬂj ........ Tx(Twlj ’

zoodat de demping nu op geschikt te achten wijze
zal kunnen worden ingevoerd, door de buig-stijf-
heden (b,,, b,, en b,,) met een complexe constante
exp. iap en de torsiestijfheid T met exp. iar te ver-
menigvuldigen -ag is dan de dempingshoek op bui-
gingstrillingen, terwijl de demping op torsietrillingen
mede door ap wordt bepaald. Deze werkwijze kan
en zal in den regel worden aangehouden. Opge-
merkt moet echter worden, dat het niet altijd doel-
matig is, de ,hoeken’” az en ar als constanten te
behandelen. In het algemeen zou n.l, blijken, dat
de demping op vleugeltrillingen afhangt van de
amplitude, en soms van de [requentie. Met deze
. mogelijkheid zal men soms rekening moeten hou-
den.

33. De invoering van luchtkrachten.

Op een smalle strook (breedte Ax) van een
oneindig breeden vleugel zonder rolroer, die een
harmonische trilling uitvoert, waarbij verticale ver-
plaatsingen evenwijdig aan zichzelf, gesuperpo-
neerd op draai-bewegingen, optreden, werken bij
kleine amplituden eveneens ‘harmonische, lineair
van de amplituden afhankelijke luchtkrachten. Men
berekentl) (zie b.v. lit. 5) dat deze luchtkrachten
‘in twee groepen kunnen worden gesplitst; de
krachten en momenten van de eerste groep kunnen
worden opgevat als zuivere traagheidswerkingen
van meetrillende lucht, die der tweede groep kun-
nen worden samengevat in van de.stroomsnelheid
aftiankelijke krachten K, en K,. loodrecht op het
vleugelvlak en aangrijpend resp. in het voorste en
in het achterste neutrale punt van de strook. De
krachten der eerste groep hangen niet af van de
snelheid der luchtstrooming, zij kunnen steeds
(binnen het kader der theorie) exact worden be-

rekend uit de aanname, dat de lucht hinnen de den-

vleugel omschreven cylinder als een vast aan den
vleugel verbonden massa meetrilt. In de praktijk
kan men deze krachten dan ook ten volle in reke-~
ning brengen door een gemakkelijk te bepalen (zie
later, ook rapport V1234, lit. 22) toeslag op de
vleugelmassa en op het traagheidsmoment, als-
mede door een geringe wijziging van de zwaarte-
puntsligging van den vleugel.

De krachten K, en K, hangen wel af van de
stroomsnelheid v (vliegsnelheid), de formules kun-
nen echter met voordeel zoo worden geschreven,

dat deze parameter uitsluitend in de combinatie %

optreedt, welke breuk gereduceerde snelheid wordt
gencemd (te noteeren: V). Men heeft (zie b.v.

rapport V1237, lit. 23, formules (4) en (5)) in de

complexe schrijfwijze: ?)
1) vaor het geval dat het medium incompressibel is.

) Men bedenke, dat P=ipae?, Z,=(Z,)oe? is

Ki=m,»*.iV.5t. dx | (42)
Ko=m»(—4iVPz,-}-5t.4VP) . dx (43)

waarin P een gecompliceerde complexe functie van
V. alléén is, wier waarden het best aan tabellen
kunnen worden ontleend. In deze formules is de
vleugelbeweging vastgelegd gedacht door de ver-
ticale verplaatsingen z, van het achterste neutrale
punt en door de draaingen . Het product mydx
is de massa van de lucht in de bij de beschouwde
strook behoorende dunne schijff van den omschre-~
ven cylinder, dii.

e 4 .
mLAxm¥Qt3.Ax.

Gesteld wordt, dat de bovengenoemde, op een
strook van den oneindig breeden vieugel werkende
luchtkrachten onveranderd mogen worden overge-
bracht op strooken van een willekeurigen vleugel
{ zonder rolroer).

In den regel zullen de-krachten, die uit traag-
heidswerkingen van de meetrillende lucht bestaan,
in de formules worden ingevoerd door de eerder
genoemde verandering van de massa en massa-
verdeeling van den vleugel, d.i. door wijziging van
de coéfficiénten my,, m,, en m,, in de uitdrukking
(5) voor de kinetische energie. Schrijft men ter

‘onderscheiding voor de (oude) coéfficiénten zonder

toeslag (my )., (my), en {m,,}),, dan worden de
nieuwe waarden, wanneer ¢, de afstand voorstelt
van het midden van de koorde'van-een strook van
den vleugel tot de beschrijvings-as {c, positief
wanneer de beschrijvings-as voor ligt)

' miim(lmll)u"i—mf.. (44

)
m12=(m'12)o+ ML Cm (45)
m-_12=(m22ﬂo+ mL('é‘ t"‘—l' Cmg‘) 1) ( )
T N
met mL =, et (47)

In het algemeen zijn ¢ en ¢, natuurlijk (evenals
de m,’s) functie’s van x.

De krachten K, en K, ((42) en {43)) worden
als volgt behandeld: :

Wanneer ¢, de afstand is van het achterste neu-

trale punt van een smalle strook van den vleugel

tot de beschrijvings-as (c, positief, als de beschrij-
vmgs -as voor ligt), dan is

Fom=Z—Cap {vergelijk (1)

Dusﬁ B
Ka=mLAx.'V2.iV@f.=&12_(}—9.£]x (48)
Ke—miAx.v2[—4iVDZ 14V DP(Vitic,)p]—
=(&2.12+5~'22 (_f)) A (49)
ap=mg.»_ iVt {50)

Ogy=—= — va2.4fVI_)
Gn==dmp» VP(Ve4ic.) (51)

met

1) Want het traagheidsmoment van de lucht binnen een
dunne schiff van den omschreven cylinder om een as, door
zijn zwaartepunt (d.i. door het midden van de koorde) even-
wijdig aan de beschrijvings-as, bedraagt per breedte-eenheid

Ssot =% my t*.
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Door deze formules worden de krachten K, en
K, uitgedrukt in de trilling z van de beschrijvings-
as, en in de torsietrilling @ om deze as.

De verplaatsingen van' het aangrijpingspunt van
K, zijn: :

(52)

De virtueele verandering van de uitwijking z, bij
een kleine virtueele wijziging éz van de functie z
bedraagt dus:

Zy=—2Z—CpQ@

b8z, =07
dza=10z

Ondergaat (i.p.v. z} @ een kleine virtueele wij-
ziging, dan wordt

dzy=— cvdlqll_

(53)

en evenzoo

(54}
s dam — cadp
Schrijf 'in aansluiting hierop voor den virtueelen
arbeid. die de op een strook met de breedte één
-van den vleugel werkende luchtkrachten K, en K,
verrichten bij de verplaatsingen 4z, resp. dg:

(6A); =K.dz.+ K. 0z,

=(R8+R.,)éz

=0z [Go1 24 (@12 + 82 ) {55)
(0A)s—— (coKo+c.Ka) bep

= — 0@ [CanZ4 (calt+ciGm) @]  (56)

Deze uitdrukkingen zijn in het algemeen onjuist,
omdat de formules (48) en (49) voor de lucht-
krachten alleen juist zijn in het speciale geval, dat
het systeem een harmonische trilling uitvoert. Leidt
men dus uit de uitdrukkingen (55) en (56) La-

- grange'sche arbeidsfactoren af voor de luchtkrach-
ten, dan verkrijgt men een resultaat, dat alleen
dan strikt correct kan zijn, wanneer de oplossing
van de bewegingsvergelijkingen juist een harmoni-
sche trilling is {hetgeen in het algemeen natuurlijk
geenszins het geval is: de oplossing is in den regel
een positief of negatief gedempte trilling). Daar
echter de kritische trillingen van een systeem juist
overeenkomen met harmonische oplossingen van de
bewegingsvergelijkingen, kunnen de eigenschappen
van de kritische trilling (en ook de kritische

.snelheid) exact' worden berekend, uitgaande van.

bewegingsvergelijkingen met dergelijke niet geheel
juiste arbeidscoéfficiénten.’ B

De formules (55) en (56) leveren, het boven-
staande in het oog houdend; arbeidscoélliciénten
voor de volledige, exacte bewegingsvergelijkingen
(17) en {18). Volgens het voorschrift van La-
grange moeten de nullen in de rechterleden van
deze vergelijkingen worden vervangen door
A 0A ;
5, 1 Tesp. — o )

De bewegingsvergelijkingen: voor den in een
luchtstroom opgestelden vleugel, d.i, de grondver-
gelijkingen voor het onderzoek van de onstabiele
trillingen van- den vleugel, luiden dus:

1y De min-teekens voor deze symbolen moeten worden toe-
gevoegd omdat de vergelijkingen (17) en (18) kunnen wor-
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- factoren

den opgevat als Lagrange-vergelijkingen met negatief teeken. -

.rﬁ.u;z“-—f' mlg(; —i'.' d_x” (:b‘uz.fl _ b”(pn)!:

ds ’ :

=gwm Z +(alell—az2)¢
L)

2

' . T
— Mg 2 + mg_»t,v—{— prpes (— b 2" +b‘.’2'~'P")

d . - -
- 3}(‘7‘(}7"):— Cvfl-_uz—(\caajg-[— cua-;,uj(p

waaraan de,aanw-ij:iing moet .worden toegevoegd,
dat de oplossing in de complexe schrijfwijze

z2=Z=7Z,e" P=P={.e"" (58)
moet worden genoteerd. {anders ziin de formules
(50) en (51) voor.de d's niet bruikbaar).

t. Arbeidscoéfficiénten voor de vergelijkingen
(25), d.i. voor de bewegingsvergelijkingen van het
systeem met beperkte vormveranderingsmogelijk-
heden, kunnen worden bepaald door berekening
van den virtueelen arbeid, verricht door K, en K,
bij én'rtueele wijziging van één der cobrdinaten
Gir g
Men heeft volgens (24) en (52)

(Szv=z.gc3qg 8zo=—cC,prd Q4
en analoog
Sza=—2z,0¢q, 0za— — c.pp 6 Qy

De totale virtueele arbeid, verricht door K, en K,
bij de virtueele coérdinaatwijzigingen dq, en dQ,
wordt nu geschreven (vergelijk ook (24)}:

('(SA')I=f(‘}?uézu+l?adza')dx#
= zgéqg[&alfq:2t+522§kak+
+ e Z Qe ]dx=aqg_/ '[amzqugz.--;-
H Gt ) XQuzype]dx  (59)
(6A).— —_[rphéQh[(&mzqs-zHraz?Zka‘k) c.u—l—
+ (@ Qo) ca] d x = — 6 Qe Tqipn 2+

_ + (catin+ Coqa) ZQrnpujdx  (60)
De complete bewegingsvergelijkingen van het |

.type (25), doch luchtkrachten in aanmerking geno-

men {via in de rechterleden op te nemen arbeids-

dA A
dqy 6 Q

(60) en de substitutie (26):

), worden in verband met (59),

—p? Zg[muz'q;'ozi_ mmzrékoQ?k]dx"l*
—{-‘/Zg” [bu Eq:'o 2" — by zéko (Pk_”]dX=

m1—*':')/?’-TIL zg(sll 261.‘0 zi+aue tzéko (Pk‘)_d X

g=1....m ({61)

_;,?/(ph [— M 2‘(},-02,-4— mggzékotpk]dx-l—
—{-/(Ph"[— b;mz‘q;ozi”-Fbrazékof}?k”]dvx‘}“
+./(,‘P;,' Tféko(pk'*)dxzi'”/—mtf}?ht(éalZQ.'aZi-F

—i—ézetfaknq)k‘)dx h=1....n (62)




met de dimensielooze afkortingen {zie ook (50)

en {51)) .
G —4iBV 512=V,‘4‘13(V_-;_'i%)+i] (63)

4iPbV

a9y =

-2

- Co § .Ca Ca
i = VS B(V i) 4% (o)

en waarbij eraan wordt herinnerd, dat de vleugel-
beweging wordt gegeven door

tﬁﬂei’_”fékoq&

F—eTF 2§z

(65)

Tenslotte moeten nog arbeidscogfficiénten wor-~
.den vastgesteld voor de vergelijkingen (35) (verg.
ook (40)). Volgens (30) en (52) is nu:

d20=0qy2,— co0qCopy—10; (25—
en analoog ‘

co Copp)
. Bza=0ge(2y— CBCQ[PQJ

zoodat _ :

8A=[(K.oz,+ Radz)dx—=

-4 qrif[(asx 2qizit8: 2 qrCape) (zg—co Cog) -+
(@ XqeCepi) (2, — ca Cypy) [d x ==

:JQB_/[aél(Zg'— cCopg) Eqizit+ ;(a“’-—'_alﬂ)z“’_

- (Caa12+cva22')(:gq)g$zcht fpk]dx (66) )

Dus worden de bewegingsvergelijkingen van het
type (35), met in aanmerking genomen luchtkrach-
ten en de substitutie (36) invoerend:
2(Va— Uy ) Go=7 mifan 2y X Grozi+

At 2, X GreCepr+antCop, 2giozi+

48t Copg X o Crpe]dx: g=1....n (67)
a,,, 8, 4, en &,, zijn de door (63) en (64) ge~
definiderde dimensielooze luchtkrachtcoéfficiénten,
de gevolgde omwerking van (66) naar deze cogf-
ficienten kan gemakkelijk worden gecontroleerd.:
_ Er wordt aan herinnerd, dat de vleugelbeweging
ditmaal wordt gegeven door:

Ze=e 7t X G0 p=e " Xq, Cepe  (68)
4. Het gebruik van materiaal, verkregen door een
standtrillingsproef,

Wanneer in de vergelijkingen, die de trillingen
van het in een luchtstrooming opgestelde vleugel-
systeem beschrijven, de vliegsnelheid v nul wordt
gesteld en een periodieke uitwendige kracht op het
systeem wordt ingevoerd, verkrijgt men vergelij-
kingen, die de standfrilling van den vleugel be-
schrijven. De overgang wordt in de vergelijkin-
gen {57) en (61), {62) en (67) tot stand ge-
bracht door de rechterleden dezer vergelijkingen

te schrappen, en in plaats daarvan de symbolen te -

stellen, die de uitwendige periodieke kracht defi-
nigeren. De door (44), (45) en (46) gedefiniderde
wijzigingen van de massa-parametfers van het sys-
teern dient men aan te houden, omdat ook bijj de
standtrilling een virtueele massavergrooting van
het systeem door meetrillende lucht aanwezig is.

" Wanneer een standtrillingsproef is uitgevoerd,
kunnen de hierdoor verkregen resultaten (reso-
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nantie-frequentie’s, bijbehoorende trillingsvormen)
worden gebruikt ter contréle van de standtrillings-
vergelijkingen, en daarmede ook van de grondver-
gelijkingen, waarop het onderzoek der onstabiele
trillingen wordt gebaseerd. Men kan echter ook
voorschrijren, dat de standtrilling een, oplossing
moef vormen van de vergelijkingen, die geacht
worden haar te beschrijven, én uit dezen eisch de
waarden van bepaalde in de vergelijkingen optre-
dende parameters afleiden. Dit laatste procédé

"heeft vele voordeelen: niet alleen kunnen bepaalde

tijfdroovende berekeningen worden vervangen door
meetresultaten bij de standtrillingsproef, doch bo-
vendien wordt op deze wijze ‘

1o. goed experimenteel materiaal op de bereke-
ning ,.ge-ent’’, waardoor de betrouwbaar-
heid wordt verbeterd.

het gebruik van bewegingsvergelijkingen
van het type (67) mogelijk, met later te’
noemen voordeelen.

In het algemeen kan en zal van de resultaten van

20.

- de standtrillingsproef een dusdanig gebruik wor-

den gemaakt, dat een analyse van de stijfheid en
de stijfheidsverdeeling van den vleugel overbodig
wordt,

Op de samenkoppeling van standtrillingsproef
en basis-vergelijkingen voor het onderzoek der kri-
tische trillingen is een vereenvoudiging mogelijk,
wanneer " alleen gebruik wordt gemaakt van
resonantie-frequentie’s en bijbehoorende trillings~
vormen, vastgesteld door de standtrillingsproef —
hetgeen steeds het geval zal zijn *). In verband met
de relatief geringe waarde van de bij de standtril-
ling in het spel zijnde materiaaldemping op de_tril-
ling van den vleugel, kunnen n.l. de resonantie-
frequentie’s geidentificeerd worden met de eigen-
frequentie’s van het systeem, en de bijbehoorende
trillingsvormen met overeenkomstige eigentrillings-
vormen. Men kan daarom deze resultaten van de
standtrillingsproef invoeren in (of in verband
brengen met) de vergelijkingen, die de vrife tril-
lingen van het systeem in stilstaande lucht beheer-
schen, d.w:z. men kan de invoering eener perio-
dieke uitwendige kracht in de vergelijkingen ach-
terwege laten, Tevens kan de materizaldemping uit
de vergelijkingen der wrije trillingen worden ge-
schrapt. (De materiaaldemping wijzigt de reso-
nantiefrequentie’s to.v. de  ongedempte eigen-
frequentie’s nagenoeg niet, men kan beide gevoe-
gelijk gelifk stellen. Zie overigens onder no. I8,
Voor een discussie’ van den geringen invloed van .

"de demping op de resonantie-frillingsvormen wordt

verwezen naar rapport V1234 — lit, 22),

De formules, waarmede de gemeten resonantie-
frequentie’s en- -trillingsvormen zullen worden ge-
koppeld, luiden bij  gebruik van het stelsel {61),
(62): : .

1) Men kan aan de proef natuurlifk veel meer gegevens
ontleenen, daar bij de proef een willekeurig frequentiegebied
volledig bestreken kan worden. Andere gegevens dan de ge-
noemde komen echter ter vereenvoudiging van het complete
rekenprocédé niet in aanmerking., Het gebruik als meer vol-
ledige contréle op,de fermules stuit af op te groote bewerke-
lijkheid (wil zij doeltreffend zijn).



—v?fzg [mu Z Giozi— My Zékatpk]dx-'-

+ 27 (b1 ZGioizd’ ~ b EQropi” Jdx =0 {69)

'_‘7'2./-?9.}:[?_mlézﬁi'iozi+m222©ko§v*]dx+
+l o [— bl
—f—jqoh’TEQkaepkdx—O (70)

Gio 2" 4 bas EQuogi” Jd x +

(ﬁ:elwtz‘Qkoqjk'
i=l....m; k=1....n (71)

waarin de coéfficiénten m,,, m,, en m,, in overeen-
stemming met (44}, (45) en (46} zijn bepaald,
terwijl de stijfheidsparameters b, b,,, b,, en T
reéel aangenomen kunnen worden.

Heeft de standtrillingsproef aangetoond, dat
“eigentrillingen van het systeem worden gegeven
door 1)

Z=e Egpu

(va.zsl..fpa;) (vB:, 282, @B:) ; enz,

(,.buigings”-eigentrillingen )

(Vn . 2T tpr:) {vr:, 272, PT2) ; enz.

(..torsie”-eigentrillingen)

dan moeten .dit oplossingen zijn van de vergelij-
kingen {69), (70). Daartoe is in de eerste plaats
noodig, dat het stelsel der deformatiefunctie’s z;, @
200 is gekozen, dat de trillingsvormen

ZB1, PB1; + -3 ZT.PTL ¢ s

er althans in goede benadering door kunnen
worden beschreven. Veoldoen deze functie's aan
" dezen eisch, dan kunnen reeksen worden opge-
steld van den. vorm:

(ZB1)o EQ{o(B'_I) -4

(@Bl)o = Eékc(gl} Pk

enz,
(-,Q_QTI)O

enz,

(72)

(Zri)o == 2Gi' TV z; 2 ZQu' ™ g (73)

wier coéfficiénten
e ako(at)a .

voor bijbehoorende waarden (va.....vr.....) van v,
de vergelijkingen (69) en (70} bevredigen. ledere
eigentrilling levert zoo m -} n betrekkingen, die
kunnen worden opgevat als even zoovele vergelij-
kingen voor coéfficiénten der bewegingsvergelij-
kingen. Men vatte nu die coéfficiénten der verge-
lijkingen (69) en (70}, die stijfheids-functie's
(b, b

complete stelsel onbekenden liidt dan:

f bizg" 2z d x

Gio'BY.

._ql_o(n)‘_“Q'ko(T:),

g=l.....m i

1} De hieronder vermelde vastleéging- moet z66 worden
opgevat, dat b.v. yg de frequentie, en zp,, @p, den trillings-
lingsvorm geven. Het ware wellicht beter, voor de laatste
de meer gecompliceerde notatle (zp, )., {{p,J, toe te passen,
De onderscheiding van ,.buigings™~ en ,.torsie’ -eigentrillingen
is nog niet gedefiniderd, de beteekenis ervan is echter duide-
lijk genceg en sluit aan bij een gebrmkeluk geworden termi-
nologie. .

12 Py T) bevatten, als onbekenden op. Het-
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fbng”fpt”d_x g—1...mk=1....n
fblzzl}’f’h”qf’k”dx—l-fT(ph’ o d x _ )
: h—=1....ntk=1....n

zoodat er hoogstens
ym(m41)Fmatin(nil)=

—i(m+n)(mtnt1)
onbekenden zijn, die men als ondetlmg onafhan-
kelijk kan behandelen. Dus:

Wanneer de vormveranderingen van den vieugel
door m - n onderling onafhankelijke deformatie-
functie’s van het type z;, gr worden beschreven,
leveren p door de standtrillingsproef onderzochte
resonantie’s van het sySteem p (m- n) vergelij~
kingen tusschen de & (m +n) (m -+ n+1) coéf-
Ficiénten der bewegingsvergelifkingen van het sys-

. teem, die van de sfijfheid en. stijfheidsverdeeling

afhangen.

Hierbij wordt alléén verondersteld, dat de in de
resonantie’'s optredende trillingsvormen door het
stelsel der toegelaten vormveranderingen worden
gedekt. .

De vergelijkingen (69) en (70), met m -4 n
deformatiefunctie’'s opgesteld, leveren ook m + n
eigentrillingen. Kon' men deze ook alle experimen-
teel vastleggen, dan zouden hieruit {m.+ n)?* ver-
gelijkingen tusschen & (m 4+-n) (m +n--1) .on-

“bekenden kunnen worden gewonnen, zoodat alle

onbekenden zouden kunnen worden opgelost en
bovendien nog een contréle op de vergelijkingen
zou resteeren, omdat er meer vergelijkingen dan
onbekenden zijn. In de praktijk blijkt een zoo vol-
ledige uitbuiting van de gegevens der standtril-
lingsproef echter om de navolgende reden niet
mogelijk te zijn: .

Wanneer exact geldige reeksontwikkelingen
(72}, (73) niet mogelijk zijn, beschrijven de ver-
gelijkingen "de eigentrillingen van het systeem
slechts bij henadeting. e foufen, waarmede de
eigentrilling wordt beschreven, zijn, wat de eigen-~
frequentie’'s betreft, van de 2e orde, dus relatief
gering, en in de trillingsvormen van de eerste arde,
zoodat de trillingsvormen minder goed worden be-
schreven.

Deze verhouding wordt nog versterkt door de
omstandigheid, dat de eigentrillingsvormen in te-
genstelling tot de eigenfrequentie’s ook tamelijk
sterk worden beinvloed door betrekkelijk kleine
vereenvoudigingen begaan bij de constructie van
het model van het systeem, aan de hand waarvan
de vergelijkingen (69}, {70) werden opgesteld.
Een gevolg hiervan is, dat het gebruik van experi-
menteel bepaalde trillingsvormen ter bepaling van
coéfficiénten der vergelijkingen onvruchtbaar kan
worden. .Dan bh]ven daarvoor echter alleen de in

.den regel - weinig vervalschte eigenfrequentie’s

over, waatuit echter hoogstens m - n betrekkin-
gen kunnen worden gewonnen, dus te weinig om de

(rn+n).m+;—|_—l

onbekenden te kunnen oplossen.
- Men kan de situatie in theorie {de praktijk
brengt weer andere moeilijkheden) verbeteren door




het systeem der deformatiefrequentie’s’ z;, @, exact

met eigentrillingsvormen te laten overeenstemmen.
Men kieze daartoe

zlz(z.ﬂl)o,ZQE(ZBgJo .....
) Zp+1E(ZT:1)u,2p+2'E (‘ZTQ)O:-->
(PLE(WBI)o.CmE((PBQ)o .....

Pppr1= {ori)e. @pte={®Te)c, ...

De p onderzochte resonantie’s leveren, aldus te
werk gaand, 2 p -deformatie-functie’s, dus m + n
= 2p. Men kan nu ook de frillingsvormen ge-
bruiken ter bepaling van onbekende coéfficiénten,
die in getale $(m+nj(m-n-t1) =2p* +p
aanwezig zijn. De p resonantie’s leveren daarvoor
p(m 4 n) = 2 p* betrekkingen, dus opnieuw te

weinig. Echter kunnen in theorie nog juist p verge-

lijkingen worden toegevoegd, door ook de p eigen-
[requentie’s te meten, die de vergelijkingen buiten
de p volledig beschrevene opleveren. Men moet
dan échter hopen, dat deze eenigszins redelijk door
de vergelijkingen worden geleverd, hetgeen on-
zeker is, omdat men bij de constructie van de de-
formatiefuctie’s geen vrijheid meer had, op eeni-
gerlei wijze met de hier optredende trillingsvormen
rekening te houden. - .
Samenvattend moef, mede op grond van prakti-
sche ervaring, worden vastgesteld dat het niet ge-
makkelijk is, bij gebruik van vergelijkingen van het
type {69}, (70), allé coifficiénten, die van stijf-
heden en stijfheidsverdeelingen afhangen, op be-
trouwbare wijze uit bij de standtrillingsproef uitge-
voerde metingen te berekénen. Daartegenover
staat, dat wanneer een nauwe en betrekkelijk vol-
ledige overeenstemming tusschen de vergelijkingen
en de proefresnltaten blijkt te kunnen worden ge-
construeerd, de vergelijkingen het gedrag van het

systeem met zeer hooge nauwkeurigheid zullen be-
schrijven. ‘ :

Veel gemakkelijker wordt de volledige verwer-
king van de resultaten eener standtrillingsproef in
de berekening, wanneer bewegingsvergelijkingen
van het type (35) worden gebruikt. Dan bestaat
de mogelijkheid, het gedrag van het systeem te be-
schrijven in zijn normaalcodrdinaten voor stil-
staande lucht. (Tengevolge van aerodynamische
‘koppelingen hangen de normaalcosrdinaten van
een in een luchtstroom opgesteld vleugelsysteem af
van de stroomsnelheid). Daardoor wordt bereikt,
dat de standtrillingsproef wordt gekoppeld aan bij~
?onc){er eenvoudige vergelijkingen van- het type

40).

- Het is duidelijk, hoe men te werk moet gaan.
Men kiest de deformatiefunctie’s (29) in exacte
overéenstemming met de trillingsvormen, die in
volledig onderzochte resonantiepunten optreden.
(Men werkt dus hoogstens met evenveel deforma-
tiefunctie’s, als er resonantiepunten onderzocht
zijn). Dle bewegingsvergelijkingen voor het com-
plete, in een luchtstroom opgestelde systeem luiden
dan volgens (40) {!), (36) en (67}

('Vﬂg;i’g.ugg) ﬁ?gozi’z /mL[éngZq_'iazi“—
+512t292Qk0Ck§Dk—]—ézlfcgingQioZi'f—
+‘é2zt2Cgcp92‘qk°Cmok]dx; g=1....p (74)

(tesamen met .(36)):

(‘V;L'-—‘I’Q U11)Q‘1o=0
('st—- 5’2”22)([2050

en die van de standirilling

(75}

(VPP_":’EUPP)QPO_—"O

De eenige coéfficiénten in deze vergelijkingen,
die van de elastische eigenschappen van het sys-
teem afhangen, zijn (zie (33) en (34)) de V,'s.
Deze kunnen echter worden berekend met behulp
van de gemeten resonantie-frequentie’s »,...v,1).
Immers volgens (73} is

Viu=rlu: Vi =ws U‘r..'- e Vpp';‘l’pgu,p'p
of, kort samengevat

V=g Uy, (76) ‘

De bewegingsvergelijkingen (74) van het in een
luchtstroom opgestelde systeem worden na substi-
tutie van (76) -

U, (fg?— ) =e7‘-’me[éungc’[.-azf +
+§xsfz§2@kbck‘i’k+5ntcy€pgzqi°zi+
4 dnttCop, Z g Crpi] dx; g=1 cep (77)

In deze vergelijkingen komen géén van elasti-
sche eigenschappen direct afhankelijke coéfficién-
ten meer voor. Deze zijn verwijderd door de vol-
ledige’ verwerking (trillingsvormen en bijbehooren-
de eigenfrequentie’s) van bij de standtrillingsproef
bepaalde eigentrillingen van het systeem. De ge-
volgde werkwijze kenmerkt  zich bovendien door
een grootst denkbaren eenvoud: het is niet eens
noodig” den aard der aangetroffen eigentrillingen

te identificeeren (b.v. als fundamenteele —, eerste
harmonische — enz. — buigings- of torsie-eigen-
trilling). '

Men beschikt ook nu formeel over een contrdle
op de juistheid van bepaalde deelen van de bereke.
ning, doordat men kan verifideren, of Uy veor
g Fi inderdaad nul is. Men controleert daarmede
echter alléén de doeltreffendheid van de aar het
model toegekende massa- en massaverdeeling. {ver-
gelijk (33)), en bovendien is de contréle praktisch
niet erg nauwkeurig, omdat op plaatsen, waar de
massa's groot zijn, de amplituden vaak kiein en
daardoor bij de proef slechts onnauwkeurig te
meten zijn, Het verband tusschen standtrilling en
vergelijkingen levert dan ook een véel minder ef-
fectieve contréle op de juistheid van de mathema-
tische analyse van het probleem, dan mogelijk is bij
gebruik van de eerder behandelde vergelijkingen
(61), (62) als basis-vergelijkingen.

Aan de vergelijkingen '(77) moge nog het navol-
gende commentaar worden toegevoegd:

1. Het is essentidel, dat in de berekening slechts

" zooveel deformatie-mogelijkheden kunnen

s worden opgenomen, als er eigentrillingen
van het systeem experimenteel onderzocht
zijn.

1} De nummering van de »'s natuurlijk in overeensten-
ming kiezend met de nummering van de deformatiefunctie’s
(29).




2. Het ligt voor de hand, dat materizaldemping
in de formules zal kunnen worden opgeno-
men, door de eigenfrequentie’s v, complex
te stellen. Deze complexe getallen moeten
zoo worden gekozen, dat zij demping en fre-
quentie van de wvrije uittrilling beschrijven
van het systeém in -stilstaande lucht. (Men
denke aan formules van het type

e—% ghivr == pi (5“+V){Eeir}r,)A (78)

Deze werkwijze is volkomen aequivalent met
- de invoering van demping door middel van

complexe stijfheidsparameters (overeenkom-

stig no, 32). .

Dit hoofdstuk moge worden besloten met de
navolgende opmerkingen over de nauwkeurigheid,
waarmede de benaderingsformules (61), (62} en
(67) de kritische trillingen van den in een lucht-
stroom opgestelden vleugel zullen beschrijven,
wanneer metingen der standtrillingsproef daarin
op de beschreven wijze worden verwerkt: _

De theorie der gevolgde. approximatiemethoden
stelt als voornaamste eisch, dat de in de formules
gebezigde reeksen 266 zijn gekozen, dat de vleu-
geldeformatie’s, die zullen ontstaan, in goede bena-
dering door deze reeksen kunnen worden voorge-
steld. Aan dezen eisch zullen reeksen, die op de
beschreven wijze in nauwe overeenstemming met
de in de standtrilling van den vleugel optredende
tnllmgsvormen zijn geconstrueerd, zeker voldoen,
wanneer zij slechts genoeg termen bevatten. Want
de in de-standtrilling grootendeels ontbrekende be-
lasting van den in een luchtstroom opgestelden
vleugel door het systeem der aerodynamische
krachten brengt in ieder geval geen wijziging in de
randvoorwaarden voor de vleugeldeformatie, zoo-
dat deze deformatie in, principe zeker voor de ge-
volgde reeksontw1kke]mg ‘toegankelijk is.

Aan den gestelden eisch kan echter ook voldaan
ziijn, wanneer de reeksen slechts enkele (b.v. één
tot.drie) geschikt gekozen termen bevatten, die uit
de standtrillingsvormen van den vleugel zijn afge-
leid. Door dat n.l. het gebied der ook voor de kriti-
sche trilling in aanmerking komende frequenties zoo
klein is, kan men de deformaties," die in dit fre-
quentie-interval door een belasting zouden worden
veroorzaakt, die (zooals zulks in de standtriiling
het geval is} uitsluitend uit traagheidskrachten be-
staat, reeds goed met zeer korte reeksen beschrij-
ven, juist op voorwaarde, dat deze recksen aan de
in dit gebieds gevonden eigentrillingsvormen zijn
ontleend. Wanneer men nu nagaat, welke verdee-
ling over de vleugelbreedte de bij de kritische tril-
ling van den vleéugel exfra aanwezige belasting

door aerodynamische krachten in het algemeen -
ongeveer zal vertoonen, dan lijkt het al onwaar- '

schijnlijk, dat deze belasting den-vorm der defor-
maties ingrijpend zou wijzigen. Echter zijn deze
luchtkrachten, wellicht met uitzondering van ge-
vallen, waarbij de kritische waarde van de elders

gencemde gereduceerde snelheid uvitzonderlijk hoog

is, bovendien betrekkelijk klein, vergeleken bij de
aan de trilling verbonden traagheidskrachten,
Daarom is de conclusie gemotiveerd, dat de aero-
dynamische belasting van den vleugel in de kriti-
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sche trilling de mogelijkheid, de deformatie van
den vleugel met korte, naar ‘gegeven aanwijzingen
geconstrueerde reeksen te beschrijven, niet ernstig
zal bemoeilijken. Deze conclusie kan ook Zoo wor~

~ den gesteld, dat de verwachting gerechtvaardigd

is, dat de benaderingsformules de kritische trilling
reeds met goede nauwkeurigheid zillen opleveren,
wanneer blijkt, dat zij (de weinige) als ,,naburig”
op te vatten standtrillingstoestanden correct — en
eventueel zelfs exact — beschrijven.

Uit het voorgaande volgt tevens, dat de nauwkeunghmd

der berekening in principe op twee mameren kan worden
verbeterd, n.l:

lo. door het gebruik van lange reeksen,

20. door het gebruik van korte reeksen met door her-
haalde benadering (iteratie) verbeterde deformatie-
functies.

De laatste methode is de beste en eigenlijk de eenig ga‘ng-
bare. Ook zij leidt echter tot uiterst lange berekeningen. Het
wordt bovendien noodzakelijk, de elasticiteitsverdeeling. van
den vleugel ten volle mede in rekening te brengen, omdat de
verbetering der deformatiefuncties na uitwerking wan den
eersten stap moet worden afgeleid uit de deformatie, die de
uit de eerste oplossing verkregen luchtkrachtbelasting ver-
oorzaakt. Die afleiding is echter alleen mogelijk bij volledig
gegeven stufhetdsverdeelmg

Het is niet mogelijk, in deze verhandeliig in te gaan op
dergelijke verbeteringen van de berekening, wvooral omdat
het vermoeden bestaat. dat de te berekenen correctie het vele
extra werk bijna nooit zal rechtvaardigen. Bovendien zullen
de niet geheel juiste formules voor de luchtkrachten waar-
schijnlijk fouten wveroorzaken, die 'van minstens gelijke
grootte-orde zijn. L

5. De elastische as van een vleugel en de keuze
van de plaats van de beschrijvings-as.

In de literatuur over onstabiele vleugeltrillingen
wordt bij de formuleering van de elastische eigen- -
schappen van een vhegtulgvleugel vaak gebruik
gemaakt van een ,.elastische as”. De mogelijkheid,
deze {gewoonlijk niet duidelijk gedef:meerde) as
in de beschouwingen in te voeren, blijkt (bij na-
dere analyse) te berusten op de aanname, dat de
vleugeldeformatie’s met recht kunnen worden ge-
scheiden in een buiging en een forsie, en dat hewe-
gingen in beide groepen vervormingsmogelijkheden
onderling niet door elastische krachten, doch (in
stilstaande lucht) wuitsluitend door traagheidskrach-
ten zijn gekoppeld. Ware deze stelling juist, dan
zou het mogelijk ‘moeten zijn de zwaartspunts-as
van een vleugel z66 te verschuiven, {door ,,massa-
balanceering™), dat de vervormingen buiging en
torsie (in stilstaande lucht) onderling tofaal onaf-
hankelifk worden. Deze mogelijkheid kan wiskun-
dig aan de hand. van de vergelijkingen {17) en
(18) worden onderzocht. Wanneer n.l. buigings-
en torsietrillingen onderling onafhankelijk zijn,
moeten de variabelen z en ¢ door lineaire combi-
natie 1) van deze beide vergelijkingen kunnen wor-
den gescheiden. Vermenigvuldig de eerste dus met
i en trek af van de tweede:

(m;w-l—imu)-z-—(’my_-—]-lm‘,g)é;-}-
da* ’” d* 2 .
+E”bw+lbn}2 ]“Ix;[(b:a+)~b:ﬂ)ql I+
d .., :
+ Z2(Tv') —0(79)

1) Dus zonder differentiaaloperatie’s toe te passen. :




' De zwaartepuntsligging van den vleugel wordt
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volgens (6) vastgelegd door den parameter m,,. -

De vraag is dus: kunnen de functie m,, en de
constante i z66 worden gekozen, dat de variabele z
uit de bovenstaande vergelijking wegvalt?
Daartoe zou
mw—!—/lm'uEO en b12+ib1'i£0
moeten zijn. De tweede voorwaarde toont reeds

. aan, dat de operatie in het algemeen niet mogelijk

is, daar het quotiént van b,, en b, in het algemeen
niet onafhankelijk van x is.

Daaruit volgt: de koppeling van buiging en tor-
sie van een in vacuum opgestelden vleugel wordt
geleverd door elastische krachten én door traag-
heidskrachten. De elastische koppeling valt alleen
dan weg, wanneer

bl'_’ .
+— == constant is,

bll
in welk geval een fotale ontkoppeling kan worden
verkregen, door de zwaartepunts-as zoo te ver-
schuiven, dat (vergl. {6))

(80)

Com b

§= ——
my bu

is. Dit is een lijn, evenwijdig aan de beschrijvings-
as, waaraan men met recht den naam ,.elastische
as” kan toekennen. _

De voorwaarde (80) kan met behulp van {10)
in den vorm: -

e.B,+e.B.
B.+B.

worden gebracht. Teller en noemer van de links
staande breuk moeten dus, afgezien van een con-
stante, identicke functie's van x zijn, waaruit de te
verwachten conclusie wordt getrokken, dat het
quotiént van de buigstijfheden van de beide vleu-
gelliggers in iedere dwarsdoorsnede (x=const.)
dezelfde waarde moet hebben. Dit is in de praktijk
lang niet altijd het geval. .

(81),

= ¢onstant

(82)

Hoewel een elastische as volgens het boven-
staande strikt genomen bijna nooit aanwezig
is, kan in den regel weél een lijn in het vleu-
gelvlak, loodrecht op het symmetrievlak van
het vliegtuig worden aangewezen, die in min
of meer ruwe benadering de -eigenschappen
van een elastische as heelt, en die het mogelijk
maakt, in een vleugeldeformatie aandeelen buiging

en torsie te onderscheiden, waartusschen althans.

slechts een relatief kleine elastische koppeling be-

. staat. Nu is tot nu toe de keuze van de plaats van

de beschrijvings-as vrijgelaten, en in principe is
deze keuze inderdaad betrekkelijk onverschillig.
Het blijkt echter, dat het in het algemeen aanbe-
veling verdient, deze as ongeveer z56 aan te bren-
gen, dat zij tevens overeenkomstig de eerder ge-
noemde mogelijkheid als een min of meer ,goede”
elastische as kan worden opgevat. Groote nauw-
keurigheid komt er hierbij uit den aard der zaak
niet op aan, men vatte deze aanbeveling als een
richtliin voor de keuze van de plaats van de be-
schrijvings-as op. In het vervolg zal niet worden

aangenomen, dat de beschrijvings-as z60 is geko-

zen, dat zij de best-mogelijke representant van een

elastische as vormt, echter zullen — voornamelijk
ter wille van den eenvoud — de witslagen van den
vieugel ter plaatse van de beschrijvings-as wel
vaak als buiging worden betiteld, en de draaiingen
om deze as als torsie. Ben principiéel gebruik van
eigenschappen, die aan de beschrijvings-as in ver-
band met haar bovenomschreven plaatsing wellicht
in zekere benadering zouden kunnen worden toe-
gekend, zal nimmer worden gemaakt, zoodat hier
geen benadering in de theorie wordt geintrodu-

. ceerd.

6. Aanwijzing voor de verwerking van de lucht-
krachten in de vergelijkingen.

Zoowel de coéfficiénten van de vergelijkingen
(61), (62), als die van de vergelijkingen (77).
bevatten integralen over den vleugel, die in het
algemeen natuurlijk door toepassing van numerische
(Simpson'sche regel) of grafische (planimeter)
methoden moeten worden  bepaald. Dit is een
nogal tijdroovend werkje, en het wordt hierbij als
een .complicatie aangevoeld, dat de gereduceerde
sneiheid V, waarvan de termen afhangen, die de
luchtkrachten beschrijven, een in het-algemeen van
de variabele x afhankelijke grootheid is. In ver-
band hiermede mogen functie’s van V niet véér
de integraalteekens worden gebracht. De waarden
van V echter, waarvoor deze integralen moeten
worden uitgewerkt, zijn van te voren niet bekend,
omdat de kritische snelheid ¢ juist één der on-
bekenden van de berekening is. {Men heeft:

= ﬁ == "i . tj = Vu . E
ve v, & t .
andere willekeurig te kiezen koorde ¢, befrokken
gereduceerde snetheid is. V, is dus onafhankelijk

waarin V, een op één of

2

- van x, het quotiént 29 beschrijft de afhankelijkheid

van de gereduceerde snelheid van de coérdinaat x.
V is dus alléén voor den rechthoekigen vleugel een
constante. } .

De oplossing van de vergelijkingen — de bepa-
ling dus van de kritische trilling — moet, daar de
onbekende V op zeer gecompliceerde wijze in de
vergelijkingen optreedt, eveneens langs numeriek-
grafischen weg, di. in wezen door probecren,
worden” bepaald. Het is daartoe noodzakelijk, aan-
vankelijk een min of meer omvangrijk complex ge-
tallen voor V, in de vergelijkingen in te voeren.
Die integralen over den vleugel, wier integrand
van V afhangt, zouden dan voor iedere getallen-
waarde van V, steeds opnieuw moeten worden
uitgewerkt, :

Men kan dit door de onbekendheid van V..
veroorzaakte extra aantal bewerkelijke integratie’s
op tweeérlei wijze ontgaan. Ten cerste kan men
zich met de benadering vergenoegen, die kan wor-
den verkregen door V als een nief van x afhanke-
lifke grootheid te behandelen, en ten tweede kan
men gebruik maken van een na ,weinig’ termen
afgebroken Taylor-ontwikkeling van de Iucht-
kracht-functie's in de omgeving van een geschatte
oplossing V4. {eventueel de oplossing, die langs
den eerstgenoemden weg wordt gevonden). Een
korte toelichting wordt hieronder gegeven.




61. Behandeling van V als constante,

Mer brenge functie's van V-alléén voor de inte-
graalteekens, die integratie’'s over den vleugel for-

.muleeren. De vergelijkingen kunnen dan nume-

nek/’grahsch -worden opgelost door ,,probeeren”
van een aantal geschikt gekozen getallenwaarden
voor V. Deze bewerking omvat géén integratie’s

meer. Men vindt voor V en voor » als oplossing

kritische waarden:

V= Vjc;,’t ; ]'=.—Vkr|'t - (83) .

waaruit men een kritische snelheid kan berekenen,

wanneer men’ tevens een keuze heeft gemaakt voor

eenals effectief op te vatten vleugelkoorde,
Immers:

” .
Vz';t cen dus Uirie— Vinie Ve £ {84)

Het lijkt aannemelijk dat ¢en geschikte waarde
van t op grond van de navolgende overweging zal
kunnen worden aangewezen:

Woanneer de materiaaldemping op de vleugel-~
trilling wordt verwaarloosd (hetgeen in eersfe be-
nadering meestal wel geoorloofd is), moet de krifi-
sche toestand de eigenschap hebben, dat de arbeid,
dien de luchtkrachten per tijdseenheid op het sys-
teem verrichten, juist nul is, De kritische toestand

‘is immers juist het grensgeval tusschen negatieven

en positieven energiefoevoer aan het trillende sys-

-teem.

De waarde van den per seconde door de lucht-
krachten verrichten positieven arbeid wordt echter

" _binnen het kader van ook in deze verhandeling

steeds aanvaarde onderstellingen, volgens rapport

" V1237 (lit. 23. Zie de formule (14} op pag. 7)

gegeven door de integraal:

: .E=mev“qJ£t?V[——2A§o‘—’—|—

+(A—2BV -4jcosy —
—(2AV4B)sinylt,—1]dx (85)

waarin &, en y eigenschappen van den kritischen
trillingsvorm zijn, bepaald door de betrekking:

Zo—~ Co(P3
Leir— (L — ”g—‘?)'
(Pcf krit

of, gedachtig aan de twee manieren, waarop de
vormveranderingen van den vleugel werden be-

naderd:

et Cv (3-“_31;) "
§ ¢ t + tszoq)k krit
Eq“:z: )
+(t2q5:oCk(Pk kit (86)

A en B zijn functie’s van V alléén, die met de

eerder gebruikte complexe functie P (zie b.v. de
formules (42) en {43}) overeenkomen volgens de
formule :

P=A—iB . (87)

" "z, en ¢, zijn tenslotte vanzelfsprekend de reéele
trillingsamplituden:

2o=VE 5% o= 1Pa gt (88)

Men legge nu de effectieve vleugelkoorde f

vast door den eisch te stellen, dat E=0 is. Deze
ecisch kan volgens (84) en (85) mathematisch als

volgt worden geschreven (_N‘B.:mL=§Qt'):

20 T 10 )
L 1l A |
L_B T s T / // :
. T
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oe A ™
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F1g 2. Funct1e s van de gereduceerde snelheid, die optreden in de integraal, “die de per tijdseenheid door Iuchtkrachten
verrichte arbeid bepaalt.



[fpo?t‘ [—ZAVrEc‘-"—}— ;(A".— 2BV 1) cosy —

- —(2AV 4+ B) sinw%V&o;—gl dx=0(89)-

met

V=Vkrif-'t_:{_fEV(x)
en A=A(VYy=A(x) B=B(V)=B(x}")

waarna Ukeie= Vit Vhrir. teff

genomen wordt. Ten behoeve van de ntimerieke
uitwerking zijn de grafieken van fig. 2 geconstru-
eerd, waaruit getallenwaarden voor de grootheden
2AV,A—2BV+4 en 2AV4B direct kunnen
worden afgelezen. ,

De betrekking (89) is een vergelijking voor t.,
die opgelost kan worden door 2 geschatte waarden
VOor f. in te voeren, de integraal (door grafische
of numerieke integratie) uit te werken, en aan de
hand van de uitkomsten (lineair) te interpoleeren,

Een kleine verbetering van de uitkomst zal men
waarschijnlijk nog kunnen verkrijgen, door bij de
integratie (89) de’uiterste tip van den vleugel uit
te sluiten. Het is n.l. wel zeker, dat de formules
voor de luchtkrachten aldaar incorrect worden, en
dat minder arbeid wordt toegevoerd dan door de
formule (85) wordt gegeven. Zij & de afstand van
den vleugelwortel tot de uiterste tip, dan integreere
men de uitdrukking (89) byv. van x=0 tot
x=0,9b, met de bedoecling daardoor een correctie
aan te brengen, die het voornoemde in zekere mate
in rekening brengt. ;

62. Taylor-ontwikkeling van de luchtkracht-

'} Functie's. :

Men kiest een ,gemiddelde vleugelkoorde' f,.
Deze wordt gelijk genomen aan een koorde van
den vleugel, die tamelijk dicht bij den -tip is gele-
gen, b.v. bij het midden van het rolroer, of nog iets
meer naar buiten. Vervolgens ontwikkelt men

iedere functie van V-alléén naar het Taylor'sche
schema:

F(V)=F (Vi) +F-(Vo) (V= Vo) -+
F3E (Vo) (V=V.): ... (90)
V=2V V.= Va.(tf— 1)(91)

v

Vo=—
? vt,

met
"Dus
F(V)=F(Ve)+V.F (V) .5’4}‘43

—_— 2
) V2F ('Voj.(’it—t) 4..(92)

Deze reeks kan gevoegelijk tot de hierboven uit-~
geschreven termen worden beperkt. Na substitutie
van de reeks kunnen de factoren, die uit functie's
van V, alléén bestaan, voor integraalteekens, die
integralen over den vleugel definiéeren, worden
gebracht,

Daarmede is het gestelde doel — de verwijde-
ring van functie’s van V' als variabele uit integra-
len over den vleugel — bereikt.

De hierbij begane fout is, binnen het kader van
de theorie, in dit geval onbeteekenend.

1} Men behandelt dus V bij de bepaling van de inte-
graal (85) wel als een functie van !
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Voor de uitwerking heeft men tabellen noodig,
waaraan ook de waarden der afgeleiden F’(V,),
F"(V,) kunnen worden ontleend.

7. De vleugel met twee toegelaten deformatie-
componenten,

- De in voorgaande nummers afgeleide vergelij-
kingen zullen in dit nummer worden uitgewerkt
voor die gevallen, waarin het voldoende is slechts
twee onderling onafhankelijke en verschillende
vormveranderingsmogelijkheden aan den vleugel
toe te staan. Dit zijn in wezen buiging en torsie.
Men kan deze uitwerking toepassen ter berekening
van de kritische snelheid voor gekoppelde symme-
trische vleugelbuigings- en vleugeltorsie-trillingen
met de meest eenvoudige trillingsvormen, Voor-
waarde is, dat niet in aanmerking genomen eigen-
schappen van het systeem of als verwaarloozing
buiten beschouwing kunnen blijven (rompbewege-
lijkheid, draaiing van een gebalanceerd rolrcer), of
een de kritische snelheid verhoogend effect heb-
ben (vermoedelijk: de trillingsvorm der eerste bui-
gingsboventoon van den vleugel), in welk geval
men een vaak belangrifke conservatieve uitkomst
voor de kritische snelheid krijgt.

71. Het procédé van Kassner-Fingado.

De meest simpele methode, om tot een kritische
snelheid voor gekoppelde buigings- en torsie-tril-
lingen van een vleugel te komen, is het zeer vol-
ledig uitgewerkte rekensysteem van Kassner-
Fingado, gepubliceerd in Luftfahrtforschung, Bd.
131936 (lit. 5). Feitelik wordt daar de behan-
deling ontwikkeld van den — slag- en draaitril-
lingen uitvoerenden — oneindig breeden vleugel,
men kan echter ook een categorie eindig-breede
vleugels na een kleine omwerking precies volgens
de daar gegeven aanwijzingen behandelen,

Een bezwaar is, dat de vleugel aan een aantal
zeer bijzondere eischen moet voldoen, wil de me-
thode betrouwbare resultaten opleveren. Strikt ge-~
nomen moet n.l. voldaan zijn aan de navolgende
voorwaarden 1)

a. de vleugel moet rechthoekig zijn (taps-
heid nul),

b. -de knooplijnen, die in de fundamenteele
resonantie der vleugelbuiging en der
vleugeltorsie optreden, moeten rechfe
lijnen zijn, evenwijdig aan de beschrij-
vings-as,

Men kan echter ook voor tapsche vleugels tot
redelijke benaderingsuitkomsten komen door toe-
passing van de in 61 beschreven kunstgreep, die
de gereduceerde snelheid V tot een van x niet af-
hankelijke grootheid terugbrengt (hetgeen de fei-
telijke voorwaarde is voor de toepassing van Kass-
ner-Fingado). Deze benadering accepteerend, kun-
nen de voorwaarden a en & worden samengevat in
den eisch '

ab. dat de beschrijvings-as z66 moet kunnen
worden gekozen, dat de voorste neutrale
as en de knoopliinen der fundamenteele

1) Deze voorwaarden moeten buifen de reeds in den aan-
hef van no. 7 genoemde, vervuld zijn.



buigings- en forsie-resonantic lijnen
worden, die in iedere dwarsdoorsnee op
een constant (niet van x afhankelijk)
percentage van de plaatselijke koorde
voor of achter de beschrijvings-as lig-
gen. De betreffende constanten kunnen
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voor ieder der drie lijnen overigens w11~ ‘

lekeurig verschillend zijn.

" De beteekenis van dezen eisch is duidelijk: wan-
neer eraan voldaan is zijn de bewegingen van alle
vleugel-dwarsdoorsneden in zekeren zin gelijk-
vormig. De aan de knooplijnliggingen gestelde
eisch kan ook worden opgevat als een eisch voor
de verdeeling der buigings- en der torsie-amplitu-

den over de vleugelbreedte., Immers:

Zo geeft
, . CoTEER g 8

(wanneer dit quotignt reéel is) den afstand van de
. knooplijn der trilling z = z,e""; p— e tot de

beschrijvings-as, deze moet als fractie van de koor- :

de-constant zijn, dus:

Zo
*Mt—reeel en constant.

Do

(93)

Beschrijf de beweging nu door bewegiﬁgsverge;
lijkingen van het type (61), (62), daarbij voor de
vormveranderingen z en ¢ ieder slechts één ge-
daante toelatend, d.i. volgens (65):

(94)

Z:E”'r.qon[ CTJ‘;EWT~Q10‘}”1

en kiles bovendien, naar aanleiding van (93):

zi=¢t= (ter alkorting ) F. {95)
: :,Het resultaat is |
— /F[mqul'%-—ﬂl—iQmF]dx-l— |
o 4[E g _bJ.,Qm(F)"}dxz
L — i /m FlangoF 4 a:QiwF)dx (96)

= fF| = TP+ Qe
+/(§) — b Guo F” +b2,Qm(F)”:de{r
T 70 -

2 (i F (& GioF + 820 Qo F ) d x.(97)

Stel - [Pdx—N

en . . . .
1/ L 1 .
'I_V./m”dex:m‘ —/b,,F"'—‘dxzc o
1 "rrllg s . . F)i/ . .
N/ ; F'dx=ms, N, /pr ( .dx—eoc {98)
1 [ " - ‘g
N{?- F-dx=m(sa~+]o') ]
ILV{ /bsg(g) dx-{»/T(?) ;dxrz%—f—'eoﬂc

be: evens A

) 1 i o -

N/mLF'-’de‘}zot.ﬁ’=% (99)

dan kan, de coéfficiénten a,,, a,,, 4,, en 4&,, vol-

gens de in no. 61 gegeven aanwijzingen in hun ge-
heel voor de integraalteekens brengend?), inplaats
van (96) en (97} worden geschreven:

( '_m'f;'-’--’néu‘l_f"’) 5
C n 1o
—(eoc—msoffs-{-mauiﬂ)Qm—O (100)
—(egc—- mso v* 117;-’) Fio-
+(M +e02c—m(so + ot 9 — m,aq""")Qm—O (101)
Dus moet
- may, —y . _E_mém -
c— my —'{u 7 €5C f~ ms, ¥ ,u_y

ma
8211_"_,

0

—e.Cc+ ms, v —

fe—m st jot) V — m;” 52| (102}

zijn. \f/grmeni_gyul,dlig de eerste kolom met %‘ en tel
op bij de tweede. Vermenigvuldig in de resultee-
rende determinant de'eerste:rij met Stf en tel op bij

de tweede rij. Men verkrijgt dan, na bovendien alle -
elementen met —| te hebben vermemgvuldlgd de
volgende uitkomst:

- m_ s Ca) _ m
_C-i—r'rlv?.{_.‘;éu »* (eo———?)c—- (So—.?)v'-’—{-— “ (au -|-an)
. __M:,_C(ca?cp_eag_8u3+e°g)+ -
.C\ . o . . £y t t s . —0 (]03!
v )=, v — v - ‘o Ca aCyo —o
(e ) emm (Gt a3 (s S s S S0 e
' L Ca L Col | CaCy_ Y.
+‘t7 (a-."_- + 7&31 —+ 't—élm.'-f— :,_, &1:) »*

Tusschen de. hier gebruikte notatie voor de
parameters, die de vleugelconstructie vastleggen,
en de door Kassner-Fingado gevolgde bestaat het
hieronder. in een tabelletje samengevatte verband:

C C
1) Men bedenke, dat ?a en — in het gegeven geval con-

t

stanfen zijn.




Enkele notatie’s van Kassner-Fingado

Kass:nep & or |melpimr|tric| gt |y
Fingado

M.,
ct,’?

om0l so—eo | m | |
o R o # P

Schrijft meén de determinant (103} met de nota-
ties .van Kassner-Fingado, dan vindt men, mede
lettend op de formules (63). {64), na een korte
~ herleiding:

aequivalent jo|c v

mg¥ —c+m . 4iPV

_C(J].J._Jf-"""_

In aanmerking genomen, dat de traagheidswer-
king der meetrillende lucht in de formules (96) en
(97). waarvan de berekening uitging, opgenomen
is in de coéfficiénten m,, m,, en m,, {zie de for-
mules (44) t/m (47)), blijkt de determinant {104)
exact overeen te stemmen met de karakteristicke
vergelijking” van Kassner-Fingado (coéfficiénten-
determinant van de laatste vergelijking op pag. 381
en de eerste op pag. 382 in lit. 5). Hiermede is de
mathematische aequivalentie van de geschetste be-
handeling van den vleugel van eindige breedte met
de behandeling van den oneindig breeden vleugel
van Kassner-Fingado aangetoond.

Voor de humerieke oplossing van de vergelijkin-
gen (96), (97) zal men in verband met het boven-
staande zonder meer gebruik kunnen maken van
de fraaie, door Kassner en Fingado uitgewerkte
nomogrammen.

Het eenige, wat hierbij in het oog moet worden
gehouden, is dat dan ditmaal de traagheids-
wetking van-de meetrillende lucht niet in de
coéfficiénten my,, m,,, m,, moet worden verwerkt,
daar de genoemde nomogrammen 266 zijn gecon-

ec—mgletap )

strueerd dat zij dit effect zélf reeds in rekening

brengen.

De vergelijkingen {100), (101) bevatten drie
constanten, die afhangen van de elastische eigen-
schappen van den vleugel, nl. ¢, e, en M, . Het
aeguivalent in de formule (104) wordt gevormd
door de Kassner-Fingado'sche parameters ¢, ¢ en
#°. Twee dezer parameters kunnen steeds worden
bepaald, door den eisch te stellen, dat de vergelij-
kingen (100}, (101), wanneer hierin &,,=3,=
d,,=—4,,—0 wordt gesteld, eigenfrequentie’s moe-
ten leveren, die gelijk zijn aan de beide door de
standtrillingsproef bepaalde. Zij v3 de experimen~
teel vastgestelde fundamenteele eigenfrequentie der
vleugelbuiging en rr die der vleugeltorsie, dan moet
zoowel 1) .

c—mvg* —eoCFmsorg®

—eoC - msargt

e =0 {105)
b e —m(sHid )y

1) Vanzelfsprekend moeten m, s, en j nu wel worden be-
paald, ultgaande van door (44) f/m {47) gegeven functles

my. o, enm,,
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als
.

)

c—myp? — e, mSsoryt

=0 (Vloa)

—€oC+ mSorp®

M, _ sy
Tt edemmlsi+ i)

zijn. Dit zijn twee vergelijkingen voor de 3 onbe-

kenden c, e, en M, die steeds bruikbaar zijn.
Volgens no. 4 T(an een derde en een vierde

betrekking uit de bij de standtrilling bepaalde tril-

o — &) mp(d —e—0p)F 4 m, #(4BV V)
o I R =

=0 {104)

ag] - - ,
Flv‘—’—me'-’.f}zV

lingsvormen worden verkregen. Men heeft n.I, vol-
gens (100):

(_q_lg) _ eoC—mSobp’
Q'8 c—mvg
- R (107)
(qja) _ eoC—mSovy®
Qi T c—mvy®

De waarden van de linkerleden dezer betrekkin-
gen kurnen theoretisch worden ontleend aan de
resultaten van de standtrillingsproef. Reeds is
echter viteengezet (no. 4), dat de vitkomsten van
de formules (107) vaak van problematische waar-
de zijn. In het gegeven geval geldt dit te  meer,
daar een vleugel slechts zelden z66 nauwkeurig aan
de voorwaarde (93) voldoet, dat zonder moeite
éénduidige waarden voor. (ﬁﬁ) en (iﬂ) kunnen
B T

107, to

worden vastgesteld. Mocht dit laatste wel het ge-
val zijn, en leveren de vergelijkingen (105} en
(106) in combinatie met ieder der vergelijkingen
{107) bovendien geheel of nagenoeg overeenstem-
mende waarden voor ¢, e, en M,. (deze 3 onbe-
kenden zijn door de 4 vergehjkmgen 6verbepaald )
dan mag het zeker worden geacht dat het procédé
van Kassner en Fingado tot zeer nauwkeurige uit-
komsten zal voeren.

Men kan het gebruik van de formules (107)
ontgaan, door de constante e, die de plaatb vast-
legt van ,,de” elastische as van den vleugel, vast te
stellen door een torsieproef met den vleugel 1} (zie
no. 19}, Deze proef levert n.l. juist voor vleugels
van het type, die volgens Kassner-Fingado op
eenigszins redelijke wijze kunnen worden behan-
deld; in den regel bruikbare resultaten. De con-
stanten ¢ en M, worden dan uit de vergehjkmgen
{105), (106) opgelost

Nadat de waarden van alle in de tabel op deze
bladzij genoemde Kassner-Fingado'sche parameters
zijn vastgelegd, leveren de nomogrammen van Kass-
ner-Fingado (/. 5) direct de kritische waarden van
V en v, voor het geval, dat materiaaldemping kan

1) Nu moet de positie van de elastische as nauwkeurig
warden vastgesteld. Zij behoeft natuurlijk niet samen te val-
len met de beschrijvings-as, daar bij de keuze van de plaats
van deze as volgens no. 5 slechts een geschatte ligging van
de elastische as als richtliin is gebruikt,




worden verwaarloosd. Is dit niet het geval, dan
kan de grafische methode van Kassner, bes¢hreven
in lit. 6, worden gebruikt. Men kent aan de aldaar
gebruikte parameters A, &4 en 94 de uit de navol-
gende betrekkingen volgende waarden toe:

’ Ed.=£='€o—c—; (108)

h=—ag (zie no. 32 en, 18) (169)

/ :

nd=],f_a_r; (zie no. 18) (110)
agty® .

De kritische snelheid zelf volgt uit de forimule

Ukrig=: Vkrrt Vierie. tcff ( 111 )
De effectieve koorde t.; wordt bepaald volgens
de in no. 61 gegeven voorschriften,

Samenvatfend gaat men als volgt te werk:

a. Men construeert aan de hand van amplitude-
metingen tijdens de standtrillingsproef ampli-
tudeverdeelingsfunctie’s, die voldoen aan de
betrekking (95). Verondersteld moet worden,
dat dit op geschikte ‘wijze met een redelijke
nauwkeurigheid mogelijk is.

b. Men berekent, uitgaande van vleugelteekenin-
gen en van een gewichtsanalyse van den vleu-
gel, de navolgende constanten!):

N=|Fdx
I
So= Nm/mpF dx
t =if (112)
.I o~
m=ﬁjmnF dx
j02=i/'m«-gF?a'x-so'-'
Nm/ ~

Voor m, s, en j,* worden ieder fwee waarden
berekend, de eerste door de traagheidswerking
van de meetrillende lucht volgens (44) t/m
(47) in m,,, m,, en m,, op te nemen, de fweede
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delde. (geschikt is in het algemeen die waarde,
die het quotiént bij het midden van het rolroer
' heeft).

. d. Men lost de constanten ¢ en M, op uit de ver-

door geen massavergrootmg voor meetrillende -

lucht in aanmerking te nemen. et eerste stel
waarden wordt gebruikt bij aan de standtril-
lingsproef gekoppelde berekeningen, het twee-
de stel vormt een deel der getallengrondslagen
voor de toepassing van de nomogrammen van
Kassner-Fmgado

¢. Men bepaalt de ligging van de elastische asvan
den vleugel door vitvoering van een torsieproet
met den vleugel (zie no. 19), De grootheid e,
is gelijk aan het quotignt van den afstand van
deze as tot de beschrijvings-as (positief te
rekenen wanneer de laatstgencemde as voéor
ligt) en de vleugelkoorde. Dit quotiént is ge-
woonlijk eenigermate athankelijk van de ligging
van de dwarsdoorsnede van den vleugel, waar-
voor het wordt bepaald. Men aanvaardt voor
de constante e, een doelmatig te achten gemid-

'1) Integratie’s over den vleugel worden langs numerieken
weg, of door planimetreering in een figuur, nitgevoerd.

gelukmgen (105) en (106), nadat daarin voor
m, s, en j, de waarden zijn gesubstitueerd, be-
rekend onder inachtname van de traagheids-
werking der meetrillende lucht.

Deze determinanten leveren na uitwerking de wverge-
lijkingen:

M.
% {c(so—eg) +Cfot - — }mva +
+m ]o'vﬁ"ﬂ
cge-— [c(so—~e0=)2—{—cj05-{—nf§]mvrﬂ+
1
) me ity =
Men stelle + Jobr
\ 2 s ad M!r
ci(so—eo)?H-jor{ + e =X (113)
) o ‘
c tlf=y (114)
en vindt: .

x=mjifrE vt} y=mjrtrgfvs: (115)

Daaruit volgt voor ¢ de vierkanfsvergelijking

—0 (116) -

x ¥
= o et T N
(so—ea)’+jo* (so—es)*+jo’
Men neemt c gelijk aan de kleinste wortel. (Feitelijk: mits
vp<pp is. hetgeen echter steeds het geval is. De groot-
ste wortel heeft geen beteekenis, tenzij yg>»v¢ zou zijn).
Daarpa wvolgt:

ytlﬂ
- .

M

o=

e. Men verifiéert, of de bij de standtrilling gevon-

den fundamenteele trillingsvormen der vleugel-
buiging en der vleugeltorsie globaal genomen
de betrekkingen (107) toelaten. Is dit in geenen
deele het geval, dan kon de Kassner-Fingado’
sche methode niet met betrouwbaar resultaat
worden toegepast,

f. Men berekent V. en »;, met de nomogram-
" men van Kassner-Fingado, of, wanneer mate-
riaaldemping in acht moet worden genomen,
volgens het recept van Kassner in lit. 6. Men
gaat daarbij uit van constanten, berekend uit de
betrekkmgen van de tabel op pag. 19 en.uit de
formules (108), (109) en {110). Voor m, s,
en j, worden daarbij die waarden gebruikt,
waarin geen traagheidswerking van meetrillen-

de lucht is verwerkt.

g. Men berekent v, volgens de formule (111},
na t. te hebben bepaald in overeenstemming
met onder 61 gegeven aanwijzingen.

Wanneer geen torsieproef met den vleugel is uitgevoerd,
kan men e, ook trachten af te leiden uit de betrekkingen
(1G7). (tesamien met {105) en (106)). Schrijf ter afkorting:

(:gi) =8 ; (-gw)T=f-T (117)

dan vindt men uit (105), {l106) en de eersfe betrekking
(107): -
=5°"’Bﬂ‘[ (Ap—so)* + o' [+ Anjot (vy? —15’) (118)
"’Bﬂ[(AB - 50)2 + joE]—I" joﬂ(VT2 - 1'31'2‘)




Gebruikt men ip.v. de eerste de frveede vergelijking (107},
. dan lost men op
sl (s b i) a2 —22) o
o= T 7 - o . . .
vl (ir—so )y i gl —vg)
Beide formules moeten dezelfde uitkomst opleveren (d.w.z.
zij mogen in de praktijk niet fe zeer wifeenloopende getallen
geven!} Het komt vaak voor, dat slechts é¢n der beide in de
fundamenteele resonantie’s gevonden knooplijnen redelijk
nauwkeurig aan den gestelden eisch, op een constant percen-
tage van de koorde t.o.v. de beschrijvings-as te liggen, vol-
doet. Men kan dan trachten e, uit de eene ,correcte” knoop-
liin af te leiden, en de andere buiten heschouwing laten.
(d.w.z. men gebruikt slechts ééa der formules (118}, (119}.)

Men controleere in een dergelijk geval echter steeds zooveel
mogelijk, of de uitkomsten aannemelijk zijnl

72. Berekening, gebaseerd op de toelating van
één vormveranderingscomponent voor vleu-
‘gelbuiging en één voor vleugeltorsie.

Deze berekening sluit nauw aan bij de vorige,
het eenige verschil is, dat de betrekking (95) ver-
valt: d.w.z. de vorm van de amplitudeverdeeling
over den vleugel van de buiging mag ditmaal wil-
lekeurig verschillen van den vorm der torsieampli-
tude-verdeeling. De bewegingsvergelijkingen zijn
van het type (61), (62), zij luiden:

‘—?_"’ Z;[mucnf’rah—mlu_élofpljdx'{"
+ zl”[bquzl”— b;z—dmfpl"]dx=
=1';'3me21(§“(11021+512t6=mfpx)d-x (120)

—f’&f%[—v M1z Gro2s + mggélu;p‘]der
[ b quoz” 4 b Qo Jd
+/610TqJ1’°’dx=
=¥ mUPlf(fieiq_lnil'f'antamqh)a’x {121)

“Buiten de in den aanhef van no. 7 genoemde
voorwaarden behoeft aan de vleugelconstructie in
principe geen enkele bijzondere eisch te worden
gesteld. Dit wil echter niet zeggen, dat de nauw-
keurigheid van de uitkomsten altijd even goed zal
zijn. Hier vormt de nauwkeurigheid, waarmede de
experimenteel onderzochte fundamenteele eigen-
trillingen der vléugelbuiging en vleugeltorsie wor-
den beschreven, weder de foetssteen.

Men kiest de deformatiefunctie z, gelijk aan de
grootste uitwijkingen (amplituden) van de beschrij-
vings-as van den vleugel in de fundamenteele reso-
nantie der vleugelbuiging, en de deformatiefunctie
@, overeenkomstig dc verdeeling der torsie-ampli-
tuden in de fundamenteele resonantie der vleugel-
torsie. '

De voornoemde amplitude-verdeelingen worden

door de standtrillingsproef vastgelegd. Is deze
proef niet uitgevoerd, dan kieze men voor z, en ¢,
aannemelijke, algebraisch gedefiniéerde functie’s!).

1) Men gebruikt in dif geval algebraisch gedefiniéerde
deformatiefunctie’s, teneinde afgeleiden van z, en @, naar x,
nrq;)dig voor de stijtheidsberekening, analyfisch te kunnen be-
palen,

.
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Leiddraad bij deze constructie vormen in ieder ge-
val de randvoorwaarden voor de deformatiefunc-
tie's (zie b.v. (19)) en voor het overige de erva-
ring, .

Het spreekt vanzelf, dat de heele berekening
beter zal zijn, naarmate de vorm der vleugeltorsie,
die optreedt in de fundamenteele buigingsresonan-
tie, beter blijkt overeen te komen met den deforma-
tie~vorm @, en naarmate de vorm der vleugel-
buiging, aanwezig in de forsie-resonantie, beter met
z, overeenkomt. In het algemeen blijkt dit vaak vrij

goed het geval te zijn, hoewel de buiging, gevon-

den in de torsieresonantie, moeilijkheden kan geven
(door ..bijmenging” van den trillingsvorm van den
eersten buigings-boventoon in den trillingsvorm
der torsie-resonantie). ,

De laaistgenoemde afwijking behoeft de nauw-
keurigheid van de uitkomst voor de kritische snel-
heid niet aanmerkelijk te beinvloeden (men ver-

* krijgt vermoedelijk een conservatieve uitkomst),

echter kan zij de afleiding van elastische constan-

ten vit de samenkoppeling van formules en stand-

trillingsproef min of meer ernstig bemoeilijken.
Ter afkorting worden ingevoerd:

[zl%dsz
1/ 1/
ﬁ./muzf’dx:=m N_./bil zl"ﬂd.x=c

1/ l
N /mw z,pd x=ms ;}ir&[‘bu‘zl”qn”dx-—wec

17 (122)
N—/mgglcp{‘dx=m(sﬂ+r2)

1 Iy
E’.fb” o d x -!_N—.,’T p2dx=M,+e*c

Daarmede kan voor {120) en (121) worden ge-
schreven: '

(c—m3*)Gio—(ec—ms5)Qua—
=;[(;¢‘m my dnztd x4
. +61o{mLéutz1<P1dx] (123)
(cemm 5 Gurb (M 4-etc—m (st 1) 7 [Quom
=%[q‘rmfm,:.§wtzlgndx+
‘!'élod[mLégét?fpl”dx] (124)

"Wanneer geen standtrillingsproef is uitgevoerd,
moeten alle constanten (122) worden berekend
{Integratie’s langs numerieken of grafischen weg).
De functie's m,, ....m,, worden overeenkomstig
(44) t/m (47) genomen, men bepaalt hen in ieder
geval ,.voor de luchtdichtheid der standtrillings-
proel” en verder voor alle waarden van p, waar-
voor men de kritische snelheid wenscht te bereke-
nen. (Men heeft volgens (44) en (47):

1 : .
m=ry; (m11}0z12f1x+3419‘/t2;19dx.

N

Men berekent dz' beide integralen natuurlijk
apart en vindt dan verder zonder moeite de



waarde van m voor iedere gewenschte lucht-
dlChthEId) '

Is ‘wel een standtrillingsproef ultgevoerd (en
eventueel ook een torsieproef), dan worden de
constanten ¢, ¢ en M, wit den eisch afgeleid, dat
(123) en (124) de twee fundamenteele eigentril-
lingen van den vleugel in stilstaatide lucht moeten
beschn]ven _

De experimenteel bepaalde eigenfrequentie’s
vp en yr moeten voldoen aan de vergelijking:

_ -—(ec—'msv‘-)
—(ec—~ms»?} M,+e*c—mfs*+r )|
Dit geeft twee altijd bruikbare vergelijkingen
voor e, ¢ en M.

De exper:menteel bepaalde: fundamenteele eigen-
_ trillingsvormen, vastgelegd door

C—my?

=0 (123)

1 =(iﬁ‘ en h:(ﬁ;ﬁ) (126},
B .QlaJB Q'lo T.
moeten voldoen aan de vergelijkingen:
;‘B:ec—-msirf‘-' ; Ar=ec“ms'v32 (‘127)'
c—mg c—mvg

waardoor in het geheel 4 betrekkingen zijn verkre-
gen, die de onbekenden e, ¢, M, over bepalen.?)
Onderlinge overeenstemming verzekert hooge
nauwkeurigheid van de formules. Het gebruik van
(127) kan echter op de bekende bezwaren afstui-
ten. Men kan dan trachten gebruik te maken van
een torsieproef en e gelijk stellen aan een gemid-

" delde'van den afstand tusschen elastische as en

beschrijvings-as (e wordt positief genomen wan-
neer de laatste as v66r ligt). Wanneer geen defini-
tieve en betrouwbare waarde voor e kan worden
" gevonden, moet de heele rekenmethode in het be-
treffende geval minder géschikt worden geacht.

. Om de kritische snelheid uit te kunnen rekenen,

moeten ook de integralen in het rechterlid .van
(123} en (124) worden bepaald. Men volge hier-
bij één der onder no. 6 genoemde methoden.

721." Verwerking der lichtkrachten volgens in
no. 61 gegeven aanwijzingen,

Valt de keuze op 61, dan wordt (21e' (63), (64)
en (87)):

/mLémzl"’dx=——4iVI_)/mLz,'-’de
=—(4BV +4iA V). [mz0dx
c—m* +,‘111”2(P1+1P1 J

—ec-t+msp? —‘f.llguljg(p1-+ ip;-')

(118)

1) Men kan gébruik maken van naar analogie van
en (119) gevormde formules:
ey ) .

svgf{is —s)?-L e ] L Aprifny
___,,B)

T wlla— s el F e - (130)
J.e-_;:svr'[(/r—-—s) F 2] —Arei(vg? _],B—)_
'VT%[(AT_"S‘)?‘}' r:’]._T *{vpf—rpt)

22.

M, +etc— m(st )5 b a5 (ps—ips' )+

meag.,gt;zlq) dx—
| (4P V4 V)ijtz,¢,dx+
—|—‘i:VP/mLCaz1%dx_,[4AV"—}-
—{—r(V—‘lBV:'{)]ijtzlfpldxﬂ—
| +n4BV+4fAV)./}nLcaz,¢ldx.

(128).
meautz[rpa'x 41VP/mLc,,zlqv1dx#
M(4BV+41AV)/mchzlqvldx
j.m;&g-_;ﬁqo.fdx: —.4P'Vi’jm1_cutq)1‘~‘dx—
.—;41§lem;‘dac.,q11?dx—iV/‘m,_catq:.l‘-'d:x=
— _(4AV*_4iB V‘-’)/-mLc,,t(de‘x"-—
—(48B V—|—*izAV)/nrzic.z.c,,tp1 dx—

. —“IV[mLCatq)l d x
Stel ter afkorting: '

| '
N./m;_zl'-'dx=‘u-“

1 X .
Nd[mLtz1q51dx=,r11;.

My CaZapred x = 1522

5

jm,_cvzltpldxzu,q Y.

1129)
l .
/mLCat(p. dx—uqn

N,

17 . .
_N'/ml Col q)l."d X ='ilggv

Al deze constanten kunnen gemakkelijk door
numerieke of grafische integratie worden bepaald.
Stel vervolgens

4BV=p,  4AV=p/ )
4AV*=p. 4BVi=—p, \

Deze functie's zijn alle in tabel 1 {(aan het eind
van het rapport) in getallenvorm gegeven.

{131}

De determinant der vergelqkmgen (123), (124}
wordt dan:
_ec_|_msv-—ulov[p +ifV— p»)]—
— it Apr+ip) —0 (132)

P (pitip) )+ i V

In de vergelijkingen kan materiaaldemping wor-
den ingevoerd door de elasticiteitsparameters ¢ en.
M., complex te stellen:

M,=M,=M,(1+ia,) )
c=c=c{l+iag) '

~ 'De dempingsparameters ug en g, zijn altijd klein

(133)




t.o.v. de eenheid, zoodat quadraten en onderlinge
producten ervan kunnen worden verwaarloosd,

. De kritische trilling wordt door (132} bepaald:
men stelt dat » reéel is (ongedempte trilling!) en
verkrijgt dan uit (132) twee reéele vergelijkingen
voor de onbekenden V en ». De oplossingen zijn
kritische waarden van V' en ». Schrijft men voor
{132) (eventueel (133) eerst substitueerend):

An+iAu’ Axg—l-iAu’
A, -t iA. Ase + iAx

dan ontstaan hierunit door uitwerking en splitsing
in regel en imaginair de vergelijkingen

=0 (134)

A Avs = Ary’ Ant — App Auy+ A Auk' =0 (135)
Andn' + AL A=A Ay —Ap’An,z y

Men heeft:
A“=c—}—vﬂ[—m+‘ullp']'
Al'=__ec+,\r:[ms—~z.ll.gpg—ﬂiwapl]
A —agec+r o p!
Ay =—engc—* [fh"(v*‘F“ )t p‘ ]
A2,=—ec—i—v[ms—"‘-w piJ - (136)

A22=qu‘f-eg‘3+l’2[-— m(‘52+rﬂj+'
+ o po - 11 pu]

A= —eagc-— VL ftge” p1

A . —cz,,qM,,,-f-—e g€~ V¥ — ta:"pa + '
‘ st pi it VI

Men losse steeds eerst de vergelijkingen voor
het dempingsvrije systeem op (uz=0a,=0).Deze
oplossing levert een uitgangspunt voor de uitwer-
king van het systeem mét demping. De werkwijze
is in principe de navolgende:

Substitueer een aantal waarden voor V in
(135). Los » op uit de tweede vergelijking
(135) voor al die waarden van V. Substitueer
de wortels in de eerste vergelijking (135} en

maak een grafiek, die het linkerlid van deze’

vergelijking op V uitzet. Het nulpunt van die
curve geeft V..

Men vindt daarbij (uit-een grafiek van de
wortels van de eerste vergelijking (135), o
V. vitgezet] gemakkelijk vy
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722. Gebruik van Taylor-reeksen voor de func-
tie's der luchtkrachten.

Behandelt men de ternien die de luchtkrachten
weergeven op de onder 62 geschetste wijze, dan
wordt de uitwerking wat ingewikkelder, haar het
zich laat aanzién echter in ruil voor namwkeuriger
vitkomsten. Het lijkt in den regel voldoende, in de
nu naar het voorbeeld van (92) toe te passen
reeksontwikkelingen slechts fwee termen aan te
houden. Alleen wanneer de vleugel zeer tapsch is
kan het aanbeveling verdienen, drie termen in aan-
merking te nemen. Hieronder wordt eenvoudig-
heidshalve alleén de ontwikkeling met reéksen van
2 termen uitgewerkt, men kan naar dit voorbeeld
het meer volledige geval zoo I‘lOOdlg echter gemak-
kelijk zelf ontwikkelen, .

Men: kiest volgens in 62 gegeven aanwuzmgen

_ een gemiddelde vleugelkoorde ¢, en denkt zich de

gereduceerde snelheid V, steeds op die koorde be-
trokken, Naar het voorbeeld van (92) vormt men
vervolgens de na twee termen afgebroken Taylor-
reeksen

pr=pi(Vo)+ V. (dp‘) ' f" pm—l—pu fot
p(%pm,_}_pﬂ,ta—t.
P2 =P - pu t°——t (137) -
pd="p2 +p —w-t‘
V=V, +V, L‘“—t

De functie’s p,,....p", komen overeen met de
in tabel 1. opgenomen functie’s p, . . .p% (alleen
heet de variabele nu V), de functie's P p s
zijn in de tabel apart in getallenvorm opgenomen.t)

Men vult nu het stelsel (129} aan met de afkor-
tingen: ' S

N. my (to-— ¢ zl’r'idxrh* '

/

I-Iv/mf_ at-o-—:—— Z;q,dx—(—i..fg'“ .{138)
|
Jm,

Cc
.. Tenslotte wordt ' { ‘ ot ' i
; o— ‘ L .
Okeit=V grit Virie - Eeff NG Bl dx =t
ot
waarin fyf volgens de in 61 gegeven aanwijzingen I . L
wa — t) oo dar = duu?
wordt vastgesteld. : N ca(lo— ) P2 dox =i
'}y Wensch nen aan de reek {137) een derde, i fo—t ’ ‘ ot Loty
e t me eeksen en derde, _n —_ D2 = pPro +pﬂl ; _*_pzﬂ —
quadratische, term toe te voegen, dan kan men schrijven )
t. ‘*‘t ' - (' '—f z (o_f " to"—f E
Pt = pio+ Pt — +pr= ( ct ) V=V.+V, 2 '\L‘évo'( ) (137a)
. ‘ t ’ (I" t) ’ Ock de functie's l bel 1
i — e [ ——— pn,l:l],p,en,p2 zijn in tabe in
P pro’tpu +ps t getallenvorm gegeven, De in dez bovenstaandg formules ver-
fo—t foet _ : vatte uitbreiding wordt, zooals zoo juist werd vermeld, in
pr = pao+ pa 2 + pue ( ° ) (137a) den tekst verder niet in aanmerking genomen. Zij kan echter
t 14 gemakkelijk worden -aangebracht. .




to—
Ilvmecacv——t—t(pﬁdx=ﬂee” 8
: {138)

%]mLCu {to—t) g2d x =12

Al deze constanten kunnen weer gemakkelijk
worden bepaald.

Na een korte herleiding vindt men vervolgens uit
- (128), (129), (137) en (138):

1 ‘ .
meLéuzf"d'x:—,un (p10+1pm')— \l
— Ay {p,n [pu"}
meautziqhd.x—-
= sz [pro+i(Vo—p2’) [+
+Aie [per (Vo paa"} ] +
+.u12 (p1o+ tPio )—5—212 (pu-{—tpu )
]mLaz1f21¢31dx_
= M1s" (Pm + Lo )—I- A" (Pu i Pn’r)
1 S
ﬁmeégg Perdx=—un’ (pPro—ips"} —
—122"(‘[321'—!.?21’;) — 2 (Protipso” ) — ,
— g (Pli + ipu") —iVo (,U‘.’Ea -+ }»225) i

(139)’

Substitueert men deze uitdrukkingen in de be-
wegingsvergelijkingen (123), (124), dan wordt de
coéfficiéntendeterminant opnieuw een uitdrukking,
die zich laat splitsen in reéele vergelijkingen van
het type (135). De formules {(136) moeten dan
echter worden vervangen door de navolgenden:

A117=C+V2 [—m-}-#npx"o-‘l—;tupuj Y
Ay age -+ ‘V_? gz pfo' o+ Ay Pu")

~A21 _=-—eC—'——T’Q[ms—,ulgvplo_jJEvpll] (140)
An' = —eazc— " (" pio’ + A pu’) ‘
A =—ec+v*fms— pi pro—
— Az P — prea® pio— A pul
Ay == ety — 9 [t (Vompio') +
F 412 (Vo — po’) + p1s® pro” 4 Az pt’)
Agg—M -+ e? C+"'[ m (s* +r2)+
+ ti22” Pao +Aer? pis gt ProtAn®® Pn]

A22 =G,qu,+ E2GBC+'V"2 [—,ugz» P?,Q —
— Ae2? Po” - prae?? pg'o' + 22 piy’ +
+ Ve { p22® -+ ;»92"!)]
De oplossing van de vergelijkingen {135) met

{140} geschiedt op de reeds eerder genocemde
wijze, de uitkomsten zijn kritische waarden

(Vo)krit €n Pkrie

voor V, en v. De kritische snelheid wordt dan ge-
vonden uit; .

Vkrem={ Vo) sit Vieit bo (141)

(140)
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73. Berekening, gebaseerd op 2 vormverande-
ringscomponenten, aangepast bij normaal-
cobrdinaten van den vleugel in stilstaande

lucht.

Men kan alle moeilijkheden, die zich bij de
rekenmethoden 71 en 72 voordoen bij de bepaling
van de elastische constanten e, ¢, M, (e, c M, ).
ontgaan door de analyse te fundeeren op bewe-
gingsvergelijkingen van het type (67). De conse-
quentie hiervan is echter (zooals reeds eerder is
vermeld), dat de standtrillingsproef dan geen
goed-bruikbare contréle meer levert op de formu-
les. De nauwkeumghmd van de uitkomsten kan zeer
hoog zijn, in principe beter dan wordt bereikt met
methoden 71 en 72.

In overeenstemming met.bij de formule (74) ge-
maakte opmerkingen kieze men’ de 2 deformatie-
componenten

(z..Cipu} en (2..Coqy)
in exacte overeenstemming met de beide door de
standtrillingsproef bepaalde fundamenteele eigen-

trillingen van den vleugel. Volgens {74) luiden de
bewegingsvergelijkingen dan: ‘

(Vi 57UL) Guome
= igme‘[éuzir(qmzl - G20 22)
Tt @tz (e Cipit G Cope) +
‘ + a1 Cigs (Gro 21+ Gro22) -
+ 8 P Ci@i{Gro Crps + oo Cope ) ] dx (142)
(Ves— 7 Us) Goo= 4
—w~me[auz (q1021+q2022) +
+ 8tz (GisCh ‘P1+CI°DC2‘P2) +
+ 2.t Carps {'qmzl—}— Gro22) +

+azﬂt Czwz (Q10C1(P1+Q20C2W2)]dx (143)

De constanten U]1 en U‘,‘, worden volgens (33)
berekend uit: -

U11= [muzf"ﬁZ m@;zl C.j,(pl—f‘—mn qum-'—’]dx (]44)

U?? [[m1122 -—2m1222C2%+m-9 Cz rp:.?]dx (1‘15}

Beide integralen’ kinnen gemakkelqk langs nu-

"merieken of grafischen weg worden bepaald. Van-

zelfsprekend moeten de functie's my,, m,, en my,
in overeenstemming met (44} t/m (47) worden
geconstrueerd,

In dit verband moge tevens de eenige controle

. worden vermeld, die op de in djt nummer vermelde

bewerkingen beschikbaar is, Deze wordt verkregen

uit (41). Volgens deze formule moet, gebruik ma-
kend van (33):

f[m112122—m1221C2(P:; —_
— Mi2Z2 Cf'}?l—l— m;’e' C, C-.aqm_fp:»]dx=0 (146)

zijn. De uitwerking van deze integraal moet dus
een uitkomst opleveren, die tenminste klein is ver-
geleken bij [, en [, Is dit niet het geval, dan
zijn bij de modelconstructie deelen van het systeem
geélimineerd, die sterk meetrillen, of de gewichts-




analyse van den vleugel is niet correct, of wel de
fundamenteele e1gentr1l]1ngsvormen zijn niet goed
vastgelegd.

De constanten Vi, en V., in (142) e (143) zijn
met [I,, en U, verbonden door uitermate_ eenvoul-
dige betrekkingen van het type (76), te weten |

V“——I«’B' Uql Vm-fT' 2U29 . (1‘}7)

waarin »g en »r de experimenteel bepaalde funda-
menteele eigenfrequentie’s zijn. Ondersteld is daar-
bij, dat {z,; C,¢,) den trillingsvorm der buigings-
resonantie geeft en (z,; C,p,) die der torsie-reso-
nantie. -Hiermede zijn de experimenteel bepaalde
fundamenteele eigentrillingen van den vieugel ge-
heel in de formules verwerkt, met het bevredigend
resultaat, dat alle van elastische eigenschappen
afhankeh]ke parameters ( V en Vu,) geehmmeerd
Zijn.

De vergelijkingen (142), (143). kunnen na sub-
stitutie ‘'van. (147) in den navolgenden vorm wor-
den gebracht:

[(1 -—y)Unew—‘[mLauzl dx—|—
\ +ijt(a12—|-a21-)21C1q71d3_c—}—
‘ +];11‘Ltﬂégéclﬂ¢lééix€ c‘lm—__.
— &‘-"Uﬁléuzlz?dx—kfmta'l._.zlngogdm}Q
| +[mLtém;2C1qux+
J—fm,_ﬁém,c Copiqd ;
— 5} [myaizzedxt fmy Clqaldx+
+ijta“z1C ged x4
-|~/mLti’é?eC.1Cn¢1qJ2dx%qm—F
—}-[(VT-—VJ)U”—v';[mI_auZ dx-+
/mLt(alu+an1) 2 Cogndxde
+ijt 322C2 72t dx”qeoﬁo (149}

731, Behandelmg van de luchtkracht-termen vol-

gens 61.

Wanneer de termen in (148), (149) die de
- luchtkrachten weergeven, volgens de in no. 61 ge-
geven aanwijzingen worden behandeld ga men
als volgt te werk:

Stel ter afkorting:
jlmLzlfdx=p11
fm}_zl z;.d'x=,u13'=,u::1
fm;_zggdx=‘,un
_/‘mLtleuPldx=‘u33 e
metzlcgtpzdx=,u34

(150)

Geo— 0 (148)
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+ ({P»x‘—_f P2’} { pas—

mLtzncl(pldz—-uu
mptze ;(p»dx——~1'h‘4

myf(ca+ co)21 Cogad x=ptgs™

- fmpcazy Cogpad o= pt1°

mycaz: Coprd x = 1497

v

N my(ca—+co) 22 Coprd x = ptar®”
Jmpe 121 Copad 2= 13"
fmyeeo zncltpldx—u,,_.,
(150)
mycot Cpy?d o= p15°
. my CaCo Clp2d x == 57
- fmyc. tC, Ccrpl(p.dx—,ude ==Ll g5"
nthutC Cz(pl(pzdx—u,,ﬁ = ig5® 2
C Co pups didemm 13470 == 152
) mLcath 2t d X == pe®

i
[
[
/
f
/
[m
[
' l/mLC tC2pddx=us?
f
/
J
/
[
/
f

mpcot CFetd x = g’

/m,_ca o Cot o d xx = prog®

Deze 22 parameters kunnen alle door numerieke
of grafische integratie worden bepaald. Mede vol- -
gens.(131) wordt nu:

/m[_ 511219dx= —_- ”11([31 + ip1’)

/mLf(Blg+a:1)Z1Cu([1d-\x_
! —U:H[Pz‘i—l(V_P? )]—|—;133""(p1—|-“lp1)

frige

522C12(}912dx=—,ﬂ55"([32——ip'z’) .
—‘nsﬁ‘”(pl—{—pl")—,u;,f.i'v

som =— (pi~+ip ) (#i— pa® = pss*") +

,Uaa")—|~fV(lU:sa‘*’,Uaaa) (151)

optellen

/.m,_ é-‘n-zl zed x— — p(p1-ips)
m,_tals.zlcggogdx—
=wal[pa+i(V— pz')]+#aaa(p1+!pt)
jm,_tém 2. C, qndx=jias"(‘p1+ip¢')
[mLt 820 C. Copupd i — —tae”(pe—ips') —

. — s (paf-ipy ) fhsa® - 0 iv optellen

som —— (paitips’) (Hir pad— e ) -
+(p:—ip’) (ttaa— pse®) + i Vit — pten®) (152)




mLanzlud.x=~ fefpr+ipd)

i(V—p) ]+
A st (pe+ipd)

/ 1P d x=‘rua[ps
/mLtanleq )s_,dx%um"(pl—f—!p;)

mLtalng

fmt 312CL|C2(P1(}TM x= = ps* { pr—ipo’ ) —
s (pr+ipd) — pee”.i V

, optellen
som =—{pid-ip) (ter— pas® — psa” 416" ) +
(P~ ipe" ) 1tas— p1se®} + iV {1az — p156®) (153)

/mLauzn dx=—=—efp1+ip/)

/mLt(é.’g+églJz;-CErp2dx=
T o=pnfpti(V— P:*')]‘f‘.“ma"(.?l +ipd)

/mLt a‘!gCn g~ dx——‘ﬂﬂﬂv(puk*lp )_
—ta®(pi+ip’) — proe®.i V

26

optellen
som = —(p1tip/} {2 — paa® Ft16® )+
L fp:—ipa") (o — ,uﬁf,”)—l— IV — e®) (154)
De coétficiéntendeterminant van (148), (149)
schrijve men nu:
Au +I.A11’ A12+iA12’ :
Autife  Antids| )
welke, nul gesteld, de reéele vergelijkingen:
Au Aez - An’ A:_":’ — A;’fz A-n -|— Am' Agl, =0 ( 156)
Ail Ab"’ + Au’ Aea —_— A12 ALU’ —_— A;lg'As_qI 0 ( 157)

~ oplevert.
Materiaaldemping wordt ditmaal vanzelfspre—
kend ingevoerd, door »g en ¥ complex te stellen:

V=Tt =(vytiag)—vy+ 2iagr, (158)
‘vTﬂ_vT-zﬁ(vT—}-zar)*gvT—{—ZlaTrT (159)

Dan wordt, mede volgens {151} t/m (154) (ter
oplessing van de kritische snelheld » meteen reéel
stellend):

Au:T’B Uu""‘?" [Uu -

= paf i — P30 4 s} po f par — pras? )] i
Au j——ZGBi’Buu+1’2[p1 { P—piaa® + 11552Y ) -

+ p2’ (paa—pss®) =V (t3a — p16s2) ]
Aﬂ-—?"[PL(Uv—,”:u -—Haa —[—1153”) —
— P:- { taa— ,urm")]
. A:zlﬁvq[Pll (}uu*‘,u:u — 443" ,Uaew)—|—

+ p- (#34*#56 ,) - V{,Uza—',uuea)]
An1—1"[P1(#21 - fhay® =~ Han¥ —i—#'ﬁa”)—
— P2 { ftaa—ften’ ) |
A=t [Pi (#31 = Hag®— Hgs —‘—Maew‘)—l*
+pz (,U«isﬁ,usc ) V(P«:s““#sﬂ )]
Avvmvgt Uss — 2 [Un
TP fer = as a6 ) P pa— phen”) |
Av’ =2apvplss -
¥y (Hoe— pad o pioet ) 4 !
P () =V (g — o) ]

(160)

Op de bekende wijze worden uit (156) en (157)

_kritische waarden van V' en-» opgelost. De kriti-

sche snelheid volgt dan uit
Ukept = Vkrtt Virit te”

waarin te,s,: volgens de in 61 beschreven methode

wordt bepaald.

732. Behandeling van de luchtkracht-termen vol-

gens. 62.

Men kan de termen in (148), {149), die de
luchtkrachten weergeven, met grooter nauwkeurlg—
heid naar de in 62 gegeven aanwijzingen-behande-
len. De consequentle is, dat het reeds groote aantal
integratie’s van het type (150) dan nog belangrijk

wordt uitgebreid, zoodat de heele berekening tame- ~ -

lijk bewerkelijk wordt. De noodzakelijke bewerkin-
gen kunnen gemakkelijk worden opgeschreven. De
grondslagen leveren de formules (137), {63), (64),
(148}, (149), en, als uitgangspunt voor een analo-
gieseering: (150) en (160}.

De reeksontwikkelingen voor de 'luchtkracht-
coéfficiénten worden in overeenstemming met
(137) genomen: van iedere reeks worden dus weer
slechts fwee termen in aanmerking genomen, Men

- kiest een gemiddelde koorde f,, en berekent de na-

volgende constanten:
to—t . : 7]
[mf_ °t zidx =1y ;-
[m fo—t '
St
fm to—t
i

[mL(toLt) Zlcl(,mdx:;-:m

zlzgdx=/".1-_w

z‘_‘.')dx=j-g-_a

/’”L(to'—f)zlcaq%dx=?_h
/mL(to*t)Z»Cupldxx—/“
/-mr,(fo—"t)z Copad x=1n
./mL t
/f:l’n to_t
JUL
[m to—t
SRt
/ t
L my
Jmi
o
Lf £

]}nl. (to_“t‘) Ce C12¢.12dx=/155“

(Ca—I—Cy)Zl C1(p1 dx=;~:;3a”

Cazs Copod X = fny? (161)

CaZn clfp1dx=£43la

ogt(ca—}‘Ca});zczfé)?dx:j-u“

Co2s niPzdx:)taau

Cl,z‘,clqﬂl x——)u

fm,_ fto—t) coClrop2dax=ls"

fo—1t \
/mL ot CaCuCﬁWﬁd-’C:ﬂsaa"

.ij (to—t) c.C,Co.pu CPzdx“_*}dsa"J




/mL {to—t} co C[ Cogpips diox =ise®

[t
m
, t

CaCuC1C (pl(pndx___/mav.
my (ta_t) caColptdux=—1Aw® (161}

£) co C2p2dix— log®

/
I
!

CaCuC (pv dx"“/lﬂﬁav

¥ mL

De vergeh;kmg voor de kritische waarden van.

V, en » wordt dan van het type (155), splitsbaar
in reéele vergelijkingen (156), (157). In plaats van
{160) moeten nu echter de navo]gende formules
worden gesteld (zie ook (137}):

Anﬁi’sguu_l#[[lu— . . 7]
— Pia (1 — paa®® - p5s")
- Pit Ay — A3s2 - da2?) +
+ P20 (,lfs:s*‘ J”hr»v) + P (33:1 - er"-)]
A],'EZHBVBU“ + :
v [ peo” (pan— psa® + 112570 +
+p.n' (Aii— Aga® - Ag® )} - -
+ P‘_'o’ {ptss — pss® ) - po_n' { Az — Aas”)—
— Vo ttss — ptos? 4 2gs — jnna_a)]
Ap = [plo (,“12 — Maa® — fas® ﬂ—ﬁaﬂa") -+
+ pu (Ain— Aan? — Aog¥ = Agg®) —-
e Cin— o) por s — ) ]

A= p" (e — pa® — ts® + Ha’) +
+ pn’ (Aya — Aaa® — Ly + £5e%%) +
+ oo’ (pas — wse® ) + pe (Ada— Ase®)—
—V, (111‘34—-;153“4—.234—-—153")‘]
Ay =2 [plo {Ho1 — Hag® — Hza"” -+ reett)
- P (/n — A — Il + Ase®? ) —

— P (,uau“‘,uﬁﬂv) — Pu (Aazs— iaﬂv)]
As= 'VE‘[Pt‘a’ (3,1121 — Maz® - flaa® }156“) -+
- pn’ (e — A — d® + Ase®t ) +

+ P?o’ (,U-is— ‘Una") +P21’ (;-4:1**;»56”)—*
— v, ('/ia:s“‘ Hse® + Aag— ;{_,ma)]
oy — i" [Uzn——
—Pio{ fhoa— )Uu‘w - pes??) —
— Pu (';»92 ftuau + ﬂnsa”) +
+ pro (;uu fae” )+ P‘i { Zin Wl‘iﬂ iy
An —~2(£Tl’ruli+
12 [ pao” { frae— ptaa™ - o) 4
"I“ Pu’ (122 - l-n““‘f— ;’tﬁﬁau) +
b puo” (10— pron®) 4= Poi’ {Fua = ae® ) —
+V, (,“n — Mec® + Aaa — ;Laﬂa)] -

De Lritische snelheid zelf wordt tenslotte gevon.~
den uit de betrekking:

(162)

A;m bl 'J’T.'

Vkeit =— (;Vo) krit« Vkeic+ Lo

8. De vleugel met drie toegelaten deformatie-
componenten. ’

Tegen de in no. 7 beschreven rekenmethoden
kan het bezwaar worden aangevoerd, dat niet alle
vervormingen, die de vleugel binnen het in aan-
merking komende gebied van frequentie’s kan ver-
toonen, in-redelijke benadering door de toegelaten
deformatie’s worden gedekt. Een directe aanwijzing
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in deze richting geeft de standtrillingsproef: men
vindt bij betrekkelijk lage frequentie’s in den regel
drie resonantie's met symmetrischen trillingsvorm,
die men kan identificeeren als fundamenteele bui~
gings-eigentrilling, fundamenteele torsie-eigentril~

ling en eerste buigings-boventoon. De frequentie

van de laatstgencemde resonantie kan tusschen de
frequentie’s van de beide ecerstgencemde in liggen!
Hct type van den in den eersten buigings-boven~
toon optredenden trillingsvorm wijkt sterk af vam,
den trillingsvorm van den grondtoon.

. In verband met het bovenstaande is het vermoe~
dén gewettigd, dat de uitschakeling van’ den met.
den eersten boventoon der buiging ‘overeenkomen-
den deformatie-vorm de uitkomsten der berekening

. — vergeleken bij de werkelijkheid — tamelijk sterk

zal kunnen vervalschen. Dat hieraan in den regel
geen aandacht wordt .geschonken {er worden in de
literatuur geen verhandelingen aangetroffen, waar-
in met de genocemde deformatie-mogelijkheid van
den vleugel rekening wordt gehouden) berust op
de overweging. dat de onderdrukte deformatie-
vorm naar het zich laat aanzien relatief ongevaar-
lijke wijzigingen in den trillingsvorm mogelijk
maakt. D.w.z.: men zal de uitkomst van een be-
rekening, die slechts vervormingen, overeenkomend
met de fundamenteele eigentrillingsvormen toe-
laat, vermoedelijk altijd als een conservatieve uit-
komst (te kleine kritische snelheid!) kunnen opvat-
ten. Het arqument, dat tot deze conclusie voert, is
dat de mogelijkheid eener onstabiele trilling nauw
samenhangt met de aanwezigheid van de massa-
kracht-koppeling tusschen als buiging-" en torsie
op te vatten deformatie's. Men kan zeggen, dat de
kritische snelheid hooger wordt naarmate deze
koppeling geringer is {massabalanceering van den
heelen vleugel!). Vergelijkt men nu de grootte van
deze koppeling bij deformatie’s, overeenkomend
met de trillingsvormen der fundamenteele buiging
en torsie, en bij deformatie’s, overeenkomend met
den trillingsvorm.van den eersten buigingsboven-
toon en de fundamenteele eigentrilling der torsie,
dan blijkt zij in het fweede geval tengevolge vande

 dan gedeeltelijk tegengesteld gerichte buigings-

amplituden. beduidend kleiner 'te zijn, dan in het
eerste geval. Daaruit volgt, dat de tweede combi-
natie vermoedelijk ongevaarlijk is, vergeleken bij de
eerste.

Algemeene overwegingen leiden dus tot de slot-
som, dat de mogelijkheid van deformatie’s, overeen-
komend met den trillingsvorm van den eersten
buigings-boventoon, de kritische snelheid vermoe-
delijk zal verhoogen met een wellicht niet altijd
onbeduidend bedrag. Daaruit volgt dan echter, dat
een nader onderzoek van dit punt gerechtvaardigd
kan zijn, zoodat het geschikt is, een methode daar- °
voor te ontwikkelen. De mathematische opzet van
een dergelijke berekening kan het best weer op
tweeérlei wijze geschieden, n.l. door keuze van be-
wegings-vergelijkingen van het type (61), (62}, of
van het type {67). In het laatste geval moeten
weer resultaten van een standtrillingsproef beschik-
baar zijn. Het is dit geval. dat hieronder zal wor-
den uitgewerkt. De eerstgenoemde mogelijkheid
blijft verder buiten beschouwmg, het is duidelijk,
dat men nog meer dan in no. 7 zal stuiten op moei-




lijkheden bij de vaét]egging van elastische constan-
ten met behulp van de standtrillingsproef.

- Men construeert drie paren deformatie-functie’s:

(z( CNP;) (z2. C"?’) (zs, Caps)

exact overcenkomend met de amplitudeverdeelin-~
-gen, aangetroffen bij de standtrilling resp. in de
fundamenteele resonantie der bmglng, in de eerste
hoogere resonantie der buiging, en in de funda-

menteele resonantie’ der torsie. De bijbehoorende

- ¢igenfrequentie’s ') zullen worden genoteerd.
PiiPei¥y
De algemeenste deformatie wordt geschreven’

Z=qi1z1+ @2 2: 4+ ¢z 25 :
#—a.Capi+ @ Copat 4 o (165)

De bewegingsvergelijkingen luiden volgens(74).
(Vi—3# 1) Gro— '
[ M {anz(Gozi+ G0 22+ qng) +
‘4‘512 th(q:a Cipi+ GroCopr + Goo Cogpa ) -
) —[Ta_gth1(Pl (Gio2c -+ Gooze + Jao 2s) +
éggt‘-’C,(pl(qm'Cgpl-{- GooCatpat GaeCupe) Jdx |
(V2 — Uﬂ?)v’{%ﬁ |
My & 22 (Gro Za t Gro 22 4 Gao z-ﬁ)l +
+ Gz t2e (Goo Co Prt-Goo Co ot G Caa)
A+t Caga (Guo2i+ o2+ Goo 26) +
+‘éggt‘-’ngog(Q.1oC1qi1+c}-zuCgcpg_ +GsoCaps) Jdx
Vi — 22 Uas) Guo==
¥ [mL[anZs (Groz1+ Grozz qﬂoZa) +
+ a1 23 §10Co @1+ Goo Copa - s Cas) +
. &t Capa (Gro2i + Goo 2+ Gro 23) +-

—I—a"st C:s‘P.s(CIm :‘PL—’—Q C~@2+Q3ocs(})3)dx
met

U11_/[m1121 —2 m12zlclqj1+m‘“’ Ce (p12]dx

"

- P

ﬂ

(166)

—

i'|

Uw—}[m“z, — 2100 2, Cagafma Cor e Jdx (167)
u:m-:[[mu 23 —21Mye 24 Caffja‘{—"mn ng fPse]dx
: Er zijn drie contréle-formules, n.l. '

Up—0; Uy=0; Usu=0 (168)

- die naar het voorschrift van formule (33) moeten
worden gevormd. : :

Volgens (76). heeft men verder

“/11=‘7’12 Un‘ ; V22='T'22 Uw'; Vzm:i':}E U:m ( 169)

in welke formules men », », en v, complex moet
stellen, wanneer materiaaldemping bij. de bereke-

1) Die, behoudens een eventueel aan te brengen kleine
correctie, met de resonantie-frequentie’s overeenkomen,

(163)

(164)
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ning in aanmerking moet worden genomen. Men
substitueere dan in {169):

ri=p =2 2iav ;
PE=Sl =g+ 2id.v. ;
r1= ?':’32 = py? + 2 iaa Ya

(170)

De linkerleden van de vergelijkingen {166} gaan -
na substitutie van {169), (170) resp. over in:

('J’lu+ 219011’1'—1_"2) Uuélo
(J"'—l—ziﬂ;?’n 'l-’o)U"Jq“u
(V:. ~|~2!Ct.;1’.1*1’ ) U'anm

De uitwerking van de rechterleden eischt de be-
paling van een. groot aantal integraaltjes over den
vleugel. Men ga te werk volgens de in 61 beschre-
ven methode en beschouwe de gereduceerde snel-
heid dientengevolge als een niet van x afhankelijke
grootheid. Dit is in het gegeven geval de eenige
rationeele methode: de werkwijze 62 leidt tot een
verdubbeling van het reeds onaangenaam groote
aantal integratie’s.

Men stelt:

meZu dx= it

/mL ZiZad x —=,|ul._.

7))

. mezlzadx-:,um
jml_zﬂ'ﬂ‘dx=,uq-.
.mezuzddx»—,u.,;

[mqu dx—u:,‘,

. [m‘,_tzlc,qudx— Hag
[rchizl Cigidx=tn?
mecvzlclqndx=,u“"
/qm;_tzj Cg(pzd‘xz,u—m
]m,_cazl Cogod x = s

‘ jniLcuzg Cll‘(]?1dx=.;‘um"

(172)

/ﬁmL' £2,Cyips d X == fhug
[m}‘fca z,; C‘3 gwd'x = ta®
. [mLCvz&Cx‘P-l.dx:_.“ﬂﬂ"
/‘mLtzﬂCItpldx=,um
/-mLcaéacgqvgdx=,uma
’/ImLc,,le._,qi-_,dxz',uM"..
[rﬁ;_tégcgfpﬁdx=ysa )

[mL Cazs Coprd x=puss®

[mL Coza Cogpod X = fiss®




fz. Caff.s x';,llsu ’
My a2y Copod x == pige®
my ¢, 25 Copad x = plos®

mLcaz~ Cimpod x = pa®

fm,
[
|
‘/mltzuClgmdx=,um
f
|

Impez Capyd x= pay”
/ﬂl‘{_fz;;Cg(pg'dI——:‘Meﬁ
'[mlcazaC Pad X == o
[mLcuzi,Cﬂ,mdx_ fse”
/mLtz:.Ca(pg d X = oo
) /;riLcazacuqzsdxsluaea
fm,_cuzncnqﬁadx;,uaa"
/.rrchutcqulCupidx=/17}”-
/m,_cac.,c P, Crgnd x=pt772
[m catCip Cop d x — pi® (172)
vfnch,,tC.rplcgrpga’x=pw”‘
[y coc.Con Capact g
/-mLcafC P qupquz,um;
/m‘,_c.,_erp;ch;;'x;d';tc-—u~B
/m!‘ 2o Cips Cogpad x=j120%" -
mecatC.lfpl Capsd x = ttz0*
/'mL ot CowaCopod x — tiss” -
ImLCaC C tpuC;.cpr. X=flgs™"

e

"/m,_c t Cope Capad x_,ttsu

fC q%C;u,v d x— piss?

[r cacuCnrp quindx ,usu'“’ )
/m tcz(}?wcn@quﬂ,usa
/mLc tCopy Copsd x — pop®

mLCa Cvc-’!(Ps xfpa d‘x__#wav

/‘mLCEtCQQHC‘;(P‘;dXZIUQQ .

* Dit zijn 51 in principe gemakkelijk door nume-
rieke of grafische integratie te bepalen constanten.
(Het zal in.de praktijk wel niet noodig zijn, voor
iedere constante de vereischte bewerking ,.letter-
Hjk™ uit te voeren. Vele constanten zullen onder-
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Aw — [ pr’ (s - flag® — psa® - ) -

Agy =2 [pa ((p1s — faa® — piae® = pee® )} F

ling ‘slechts weinig verschillende waarden verkrij-
gen, en het is op grond daarvan aannemelijk, dat
men zal kunnen volstaan met de berekening van
een aantal geschikt gekozenen van de constanten
(172), waarna men de waarden van de- overigen
wel met voldoende mnauwkeurigheid zal kunnen
schatten. Ook is het niet onmogelijk, dat men zonder
fout van beteekenis ¢, =, zal kunnen nemen, wel- .
licht zelfs ¢, =¢.=q,. Een andere mogelijkheid is,
dat z, = a, 2, + az, blijkt te zijn, waarin a, en a, .

5 Ca - ¢
constanten zijn. Tenslotte kunnen —t"i en/of —ti'

constant of nagenoeg constant zijn.
Al deze mogelijkheden leiden tot min of meer
belangrijke reductie’s van het rekenwerk.}

Schrijf de bewagmgsvergeh kingen (166) nu in

den vorm:

(A11+fA11’) Gio+

+(An+iAp) g +[A“—}—IA,,J JGao=10
(A:»,«FtAﬂ‘)Q;o
+(A22+1A29 )Qng-l*(Agg—l—ngaf)qgo:O (]73)
(Am-f—iA:n’) Gio -
+ (Au A1 A" ) Goo+ (A + 1A ) Gra=10
dan wordt, iv.m. (63), (64) en (166), {» weer

Teéel stellend met het oog op de berckening der
kritische sne]held)

Ap=r? Uu —® [Uu — (,“11 = e —

T M | ) + pe (ftaa— pi2*) ]

Ay =2un U, -
+ 2 p/ sy — Haa® — [aY + ) -
4= P’ (o — t2z") — V(g — pi®) |

Ap=y* [p: { pie — Hax® — Mm" + iz2v) — -
% ats — st ]

b pe’ (s — fas® ) — V(:“u»—.”?ﬂ )]
Au=2"[pil pts — tha® — per” + p20%) —
— P2 { taa— pzs”) |
A= ”Q[Pll { iz — Hao®— e —+ ,ltvn'“') -+,
‘ A+ o2’ (pan—tine? ) — V (ptae—pia®) |
D1 s~ — ) —
) C . P (ﬂm — uwv) ]
Ast =P (e — f150® — pas® + pt50) +
b (e et} =V (o — ) ]
Ang =0 Uy — 32 [U o = py [ oy —— ptss®—
 Mas? - s ) P2 { ptan — ptss”) [
A =72, U“+. :
- ® [PJ ;“22“— Mes® — Mas® -+ Hsn”') -+
4 pe’ (pas = fass® ) — V ( pog — pas®) |
Aef:: ¥ [pu { th2s — Hoa? — Has® + fLee® ) —
— P { ptaw— pes*} |
A‘zs, =p? ’[Plf (::u'es — H5g® — Hes" + ,Hsu‘w'} + .
+ P (pas— tas® ) — V { plog — plas® J1t
Ay =T [P1 {d1s — Lea® — pag® + ,H-.-u”) —
P2 oy — Hro ")]

(174)

+p- {100 — ptz9°) — V [ ptog — piow )J_.




— HMne —|— usuav) -
— P2  phos — pse®) |
A’ =12 '[pl'.(.“z:z — Hgs® — Mos” - ,Usna") -+
+ P2’ (os— prae’) -V (ptes — pise®) |
An—l; Ug—oe [Uﬂ—Plf,‘im Hoa® —
——ltee’ - o) = P2 (flas— ptoe”) ]
- Ay =2(1;V1Un+
-+ [P1 { s — Moa® — Hes® + e )+ _
- o)V (= o)
- De kritische waarden van V en » worden op de
bekende wijze uit de gelijk nul gestelde coéfficién-
tendeterminant van het stelsel (173) afgeleid.

De kritische snelheid wordt gevonden met de
formule

Am— 2 [p| (ﬂ-;—" ;”(h

Ukeit= Virie . Vhrie Lopf

~ De effectieve koorde £, wordt volgens de in 61
. gegeven aanwijzingen berekend. De trillingsvorm
van de kritische trilling kan op de bekende wijze
- uit twee (willekeurig gekozen) vergelijkingen
(173} worden opgelost, nadat in de coéfficiénten

V= Vi en v=ri,

is gesubstitueerd.

‘De geheele berekening wordt wvooral daardoor
zoo bewerkelijk, dat de determinant van het stelsel
(173) een determinant van de derde orde is.

9. De inachtname van rompbewegelijkheid.

Het is duidelijk, dat de in werkelijkheid bewe-
gelijke romp van een vliegtuig (in de viucht) strikt
genomen nooit een vaste inklemming voor den
vleugel kan vormen. Eenige consequentie’s hiervan
zijn reeds in een eerder uitgekomen N.L.L.-rapport
onderzocht (lit. 22). Het meest typische gevolg

van de rompbewegelijkheid is, dat zij trillingen

mogelijk maakt, die in. twee geheel gescheiden, on-
derling onafhankelijke groepen uiteenvallen, n.l
symmetrische trillingen en antisymmetrische trillin-
gen. Alleen de symmetrische sluiten, wanneer de
romp zeer zwaar is vergeleken bij den vleugel, aan
bij de trillingsmogelijkheden van den aan den woz-
tel ingeklemden vleugel. Het is, wat deze trillingen
betreft, slechts gewenscht de rompbewegelijkheid
in aanmerking te nemen, wanneer buiten de romp
massa’s in het systeem aanwezig zijn, die naar de
grootte met de rompmassa vergelijkbaar zijn. Dit
geval doet zich o.a. voor, wanneer in den vleugel
motoren zijn ondergebracht.

~ Van de antisymmetrische trillingen maken romp-
draaiingen natuurlijk ‘een essentieel bestanddeel
uit. Deze trillingen moeten gehee! apart worden
onderzocht.

Het is gewenscht ermede rekening te -houden,
dat het ook in relatief gunstige gevallen in den
regel niet mogelijk is, de trillingen van de romp bij
de standtrillingsproef ‘met bevredigende nauwkeu-
righeid te meten. Daarvoor blijven de amplituden

gewoonlijk toch te klein. Het is dus noodig de be--

rekening zoo in te richten, dat het niet noodig is
dergelijke meetresultaten — die theoretisch natuur-
lijk mogelijk zijn — in de formules te verwerken.

{(174)
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91. De symmetrische trillingen.
911. De algemeene bewegings-vergelijkingen.

Ter berekening van den invloed, die de romp-
trilling op de eigenschappen van het heele systeem
heeft, wordt de romp als een star lichaam opge-
vat, waaraan een bepaalde massa mpg, een bepaalde
zwaartepuntsligging sgp t.o.v. de beschrijvings-as
(aangenomen wordt, dat het zwaartepunt van den
romp in het vlak van den vleugel ligt. Is dit niet
het geval, dan préjecteere men het rompzwaarte~
punt op dit vlak en behandele deze projectie bij de
berekening als zwaartepunt) en een traagheids-
moment /p om een as door het zwaartepunt, lood-
recht op het symmetrievlak van het vliegtuig, wor-
den toegekend. Elastische eigenschappen van den
romp blijven dus buiten beschouwing: zij worden
geacht een correctie op een correctie te leveren.

De symmetrische bewegingen van den -romp
zullen worden vastgelegd door cobrdinaten Z en
P, die resp. de verticale verplaatsingen van den
romp ter plaatse van de beschrijvings-as, en de
draaiingen van den romp ém dé beschrijvings-as
vastleggen. De bewegingen van den vleugel zullen
worden vastgelegd door gebruikelijke codrdinaten
z en @, die nu echter verplaatsingen zullen geven
t.o.v. van een vlak door de beschrijvings-as en de
.bevestigingslijn” (wortelkoorde) van den vieuge!
aan den romp. De totale bewegingen van den vleu-
gel worden dan vastgelegd door

:+Zen o @ (175)
De totale kinetische energie -van het systeem
wordt.t)

Ekin#%.[{mn(‘.z"}"I-Z)ﬂ_zmu-("é +Z) (e + &)
(@ )2 ]dx .
+ 3221 Z Dl ®:)  (176)

waarin de functie’s m,,, m,, en m,, de ,oude’” be-
teekenis hebben (zie (6)}) en

Lu=mMp ; Me=MpSp ; te=DIp+mpsp* (177).
is. De uitdrukking voor de potentiéele energie blijft

- onveranderd gelijk aan

Fremt [ 1052ty

. + b+ Toe]Jdx. (178)

-Op grond van (176} en (178) kunpen direct
fivee Lagrange'sche bewegmgsvergeh]kmgen wor-
den opgeschreven voor de codrdinaten Z en @.
Daar deze coérdinaten in (178} niet voorkomen,

“heeft men eenvoudiy

E(ﬁf"i")__.“/:[;}m (24 2Z)—muf(p+ D) ]d x4

YA ; .
+i{rul—roP)=Kz (179)
aEkm

'.ch("‘)—j [—mu(z4-2Z)+ mn(®+ D) ] dx+

+ é(—f122+fsﬂ@)=M¢ (180)

" 1) In de volgende formule treedt voor de termen, die de
rompbijdrage tot de kinetische energie geven, een factor %
op. omdat de formule de kinetische energie van de zich aan
één zijde van het symmetrievlak bevindende helff van het
systeem weergeeft, en mp en Ip massa en traagheidsmoment
van den heelen romp zijn.




waarin Kz en Mas arbeidscoéffiénten voor de
luchtkrachten zijn.

gering - zijn, kan men Kz en Ms in eerste be-
nadering gevoegelijk rtul stellen, de vergelijkingen
{179) en (180) eischen dan (zoocals te ver-
wachten was!) dat de resultante van alle traag-
heidskrachten in het systeem en het resulteerend
moment van deze krachten beide nul moeten zijn.

Het is voor het vervolg doelmatig, op andere
codrdinaten over te gaan, n.l

X znieuw=z.+z fpnieuw=(‘p+‘(p (181)

Deze cobrdinaten leggen de uleugelbewegiHQEn
direct, in hun geheel vast. De index ,nieuw’
meteen weglatend, daar verwarring nauwelijks
mogelijk is, gaat (176) over in de uitdrukking.

Ekin==}_s /.(mu :33"'. 2 mmzep—l— Tlez(].D"'J)dx-{—
3l — 20 2D+ ra ) (182)

terwijl (178) onveranderd kan worden aangehou-

.den, daar Z en ¢ geen functie's van x zijn, en dus

[T
Z -—Z meuw

eri QO”EQD”m'cuw
IS. ]

Uit (179) en (180) volgt echter direct. Kz en
M nul stellend, door eenmalige integratie en in-
voering van de cobrdinaten (181) (de index
.mietw’ meteen weer weglatend)

:f(-'mn p—map)dre —}(rnZ —re®)  (182a)

j(—mln&—Ji‘moz(p)dx——“}(*_'rl'z—t—f;o¢){182b)

Hieruit lost men op:

sz;[rn»/(mllzﬁqu))dx_'_
+rm/(—mlgz—|-m2‘_.(pl)dx] (183)

; 2

b fre (i — g5+

+fu (-— m:-_:Z"i—ﬂh‘z(p)dx] (18“1)

Het is de bedoeling, deze vitdrukkingen in (182)
te ‘substitueeren. Dan ontstaat voor de kinetische
energie een uitdrukking, die uitsluitend de steeds
gebruikte codrdinaten z en @ bevat. Men heeft, tex
afkorting

/(‘mxiz—‘m‘leﬁl")dJ&':‘Ll en

/(_‘ ‘mu:Z.'—i— marz(}})dx=L2

(185)

stellend:
trnZi= —_—_(r” Lot

(712> — Fi1lye)? + 2t Ly Lod1y? L;»}
P4 PSS S PP

_-l'_ {p” -——rurﬁ) [ e LL )

.. — 2(?11 [a2 - I1o% )LiLa—zril rﬂL-ﬁ]
P
'q Fos (rﬂ rur.mn) (I':z L1 +

+ 2 ti11l12 L1 L“_i + t‘u"’L'f)

Daar de amplituden van
trillingen in de vrijheidsgraden Z en @ altijd
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Door sommeering volgt

&'(!‘1129—2 r1ez.é5+ Pag ¢2)=
1 2
=m [rue L (‘1'“11 P2 =2 re* + 1"'1222)""
-+ r.uLg:'(‘rm"’—Z ST N T 1"92)+
+ 2L1L2(he Fi10os — [y F2alue — o + 11 1'2'21'12)] =

1 ) (rq-Ll —|—2f1.zL1L"‘|—ruL ) 186

(TM Fay — T12”
Op grond van (177) is
Fiafor— 6 =mply= (ter afkorting) r (187)

terwijl volgens {185) en (186) voor (182) kan
worden geschreven '

:EkinE%[(:mxtzg—zml"é(}’+m2? 12)dx+

EE /(m“z—m,,(p)dx] +

r11

1 [/(—ml»z+mucp)dx] +

2f12

[f(muz_muw)dx][/(—ml.z+

S b meg)dx]  (188)
Het resultaat {188}, tesamen met (178}, brengt

het gestelde probleem terug tot het niveau der in

no. 7 uitgewerkte berekeningen. De rompbewege~
lijkheid compliceert de uitdrukking voor de kineti-
sche energie, en daarmede de bouw der bewe-
gingsvergelijkingen, men kan de uitwerking echter
zonder moeilijkheden geheel parallel aan de in no.
7 beschreven bewerkingen uitvoeren,

Een complete vitwerking zal hieronder worden
gegeven,

I. uitgaande van de aanname, dat de vleugel-
vervormingen beperkt zijn tot deformatie’s

(189)

II. - vitgaande van de aanname, dat de vleugel-

z2=gq,z, ; p=Qp, (vergelijk no. 72)

vervormingen beperkt zijn tot deformatie’s

=Q1C141+QEC9972

Z=q:121.+q=122 P
' (vergelijk no. 7>5)

(190)

912. De vleugel met toegelaten deformatie’s
ql z'l en Ql (pl

Substitueer (189) in (188) en in (178) en vorm
de Lagrange-vergelijkingen. De uitkomst is, voor
de luchtkrachten arbeidscoéfficienten invoerend:

éx [ﬁ11212dxﬂéfm12zl(Pldx+

2t |
;fm1121dx [[(Q1m1121 thnqh)dx]—

2f'11

+

/ml-.zldx [[( 1 Mz 21+ Qo Mas ) dx ] +
2r12/‘mnztdx [f{ qiminz + Qumuep)jd xf—
2(13[m12z1dx [/(qlmnzl Qumu%)dx]—l-

+ /_Z:.”(‘bu'Q'lZ'l’—b12Q1(P-1”)dx=<Kq1 (191)




_—q1[m1n21(P1dx+Q1[mgnq71 d.x_ '
Zrn[ml“(pldx [[((hmuzl Q1m:2§01)dx]+

4258 fmgucdx [ [ (= Guminzs b QumgpJdx] -

2!’19 m1°(}71dx [[( Q1m1221—[—Q1m“2q91)dx]+

2!’12

—[———-'-/mnfpldx [/(QImuZl leuzpﬂ)dx]—{—

0 gz 4 b Qupl)d x4
+/¢1 T Q. dx=Ma,

Nu kunnen vooreerst de arbeidscoéfficiénten K,
en Mq,. exact uit no.-72 worden overgenomen ).
Na substitutie van

Gi— e  Q=Quer  (193)
n {191) en (192), en verwijdering van de e~-macht,
verkn jgt “men vergelijkingen, wier rechterleden

{K, en Mg,) identiek zijn met de rechterleden van
(120) en {121). Men stelle verder:

N=/zltp1dx
%I[jms1l1gdx+2r~~ (fm1121dx)ﬂ+
' ’ ---zr“ .
R

Ilv[‘/-mm FARIS dx+
21’_2

(/muzldx) (fmig(pldx)+

+32( sz 2 x) { s e d o) —

Zrns(fmuzldx)(/mgz%dx)-l- (194)

+{ muzld-x)(fmlzwl'dx) }zms

s

N 2ru.

2ras

(fmmtp-xdx)“l—
fmr.g.tpldx")g—

(-[m12q3[dx)(fm22¢p1dx):|
= m(s+7)

41‘12

I re -
N'/b“zl"dx=c

J_ [bwzi"%”dx;;ec

ifbgg‘(Pl""dx‘—f——leT@""(:.l'x=M,p+e"’c

1) Mits men de traaghe:dswerkmg van de meetrillende
lucht door een toeslag op m,., m  en m,, in rekening brengt.

Dit wordt in het vervolg Veronderste'ld te zijn geschied.
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(192)

dan blijken de vergeh]kmgen (191), (192), na ver-
wijdering van den tijd via substitutie van (193-)
exact den vorm (123, (124) te verkrijgen.

Men kan de heele verdere behandeling van het
vraagstuk voortzetten naar de bij de laatstgenoem-
de vergelijkingen aangegeven werkwijze. Het is

.daarmede opgelost.

Het blijkt dus, dat de invloed van de rompbewe-
gelijkheid bij een systeem, dat met het in no. 72
beschrevene overeenkomt, fen wvolle in rekening
kan worden gebracht door correctie’s op de formu-
les (122). De grootte dezer correctie’s hangt vol-
gens {194) af van de . romp-parameters” r, ry,, r,,,
r,, en van de vier integralen :

[mnz,dx /-mntpldx

fmmzld_x_' : [mezfmdx

die men gemakkelijk door numericke of grafische
integratie kan uitwerken,

{195)

913. De vleigel met toegelaten deformatie’s
g1z, Gozae §1Crgpc en g Cogo.
Men kiest de deformatie’s

‘ (21 f 1(}”1) (22 » C»(Pn)

evenals. in no. 73 geschledde, in overeenstemming
met de twee fundamenteele eigentrillings-vormen
van het systeem in stilstaande lucht. De uitdruk-

king voor de kinetische energie moet dan’ uiteen-

vallen in een som van twee quadraten: (kinetische
energie op normaalcodrdinaten!)” ' :
Ekinﬁ'ﬂ}(uuf.hg-*‘uw'(‘]n?) {196)

De coéfficiénten kunnen worden bepaald door

(190) in {188) te substitueeren en de termen met
qs’. resp. ¢;* bij elkaar te zoeken. Men vindt:

Up={{miz?—2mez Cipg 4+ ma Ce? fda |-
2ro
+"'L [_[(mn% mloc,(p,)dx] -+
qu

[/(-— m1a21+mu .19;71)dx] -}

h”[f(muzl mnCupl)dx][j(—mwzl_F _
o A mea Cog)dx] (197)
Uzzzj[mqu'z—‘meh gtp_a;—maq D(,Dz']dx—l—

+ 222 ([ (a2 s Cupo)d ]+

2f11

+_— [f(fmpz‘-—\— m22C‘2(P2)dx] +

4ru[f(muzn——mnc epg)dx][f(—mmzu+
—f—mez‘Pz)dx] (]98)

Het is duidelijk, dat het. gestelde vraagstuk met
de afle1dmg van de formules {197) en (198) reeds
weder is opgelost. Men -kan de heele verdere uit-
werking blijkbaar aan de hand van de in no. 73
gegeven voorschriften uvitvoeren, mits slechts de
aldaar vermelde formules {144) en (145) door




(197) -en (198) worden vervangen. De rompbe-
wegelijkheid kan nu in rekening worden gebracht
door het aanbrengen van correctie’'s op de door
(144) en (145) gegeven waarden van [J,, en [1,,!

Men kan naast de formules (197) en (198) nog
een contrdle-formule, overeenkomend met de na~
tuurlijk niet meer exact geldige formule (146) af-
leiden, door in de uitdrukking voor de kinetische

energie de coéfficiént van het kruisproduct q1 q,;
b:]een te zoeken, De uitvoering van deze aanwij-
zing moge hier -achterwege worden gelaten.

Het is wellicht goed er nog even de aandacht op
te vestigen, dat alle functie's m,,, my,, m,, in de
gebruikte formules in overeenstemming met (44)
t/m (47) moeten worden geconstrueerd.

92. De antisymmetrische trillingen.,

De romp wordt, evenals hiervoor, als een star
lichaam opgevat. Het traagheidsmoment om de
langs-as wordt voorgesteld door Iz, De rompbe-
weging wordt vastgelegd door een coérdinaat &,
gelijk aan den hoek tusschen een dwars-as van de
fomp en ¢en ,horizontaal” vlak. Leg de vleugel-
beweging vast door codrdinaten z; en ¢, waarbij @
als gewoonlijk is gedefiniéerd en waarin z4 de ver-
plaatsing van den vleugel voorstelt ter plaatse van
de beschrijvings-as, doch to.v. van een vlak, dat
de rompdraaingen mede uitvoert.

De kinetische energie van het systeem wordt ge-
lijk bevonden aan:

Ein =é-[[m11('2d+x9)9_2 m\m‘(.éd‘lh x 9)‘7’+

+magrfdx i @2 (199)
en de potentiéele als gewoonlijk gelijk aan
pot —% [bu 2" —2bunzy ‘P” +
+ b - To]dx (200)

Men leidt 'uit de twee bovenstaande vergelijkin-~
gen direct een Lagrang’sche bewegingsvergelijking
voor de codrdinaat @ af. Zij luidt:

f[m“x(zd—{—x())-—m,?x(p]dx+

%IR’ H=My (201)
waarin Mg de arbeidscoéfficiént is, die de lucht-
krachten weergeeft.

Het zal in het algemeen nief geoorloofd zijn, de
coéfficiént Me nul te stellen. Men berckent deze
coéfficiént volgens in no. 33 gegeven aanwijzingen:
daar de in 33 gebruikte coérdinaat z gelijk kan
worden gesteld aan

zi-+x O
" is volgens (48) en {49)
Ki—aupdx (202)
A —(aglzd{—agtx@—{—agggv)dx {203)
Verder is
(204).

-zd—l—x@ﬂcarp Jtv=z4+x0—c.p
Dus :

réA,)w=ff-‘1€az;+R.,azz.)mf[aw.;amr
—|—(&21zd+&glx(~)—|—&22<p)xr§@]dx

j [tz 24 (s + ) p -
ALanxOxdx (205)

My =

33

Men stelle nu, naar analogie van ‘de in no. 72
gevolgde werkwijze:

Z‘d—Q1Zd p= Qy P (206)

Substltueert men dit in (199) en (200}, dan kun~

nen de navolgende Lagrange-vergelqkmgen voor
de gegeneraliseerde coordmaten g, en Q, worden
opgeschreven:

f:[mu Zdl(q; Zd1 + X @)_ M Zg1 Q1 %]dx +

+ Zafx”(bn 4z Zdjﬂ—— bw Qx @1”)(1'.1’% qu (207)

f[_ m:z@:{é1zd1 +x @)‘f‘mu?métﬁ‘?x]dx—l—
‘l‘f‘Pi” (— bwiQx zdi” - bae Qﬂ}‘h")d.?.c +

+/-991'TQ1(P-1’dx=KQ1 (208)
Men heeft i.v.m. (202), (203) en (204)
(aA)éqlz“-‘/[amQ1?ﬁ-zd1§Q1 '+'
—+ (aE1Q1 241+ G X & -+ @aa Q1¢1)Zdla q1]dx
Dus
Kttl'——" f[a'.>1Q1Zd1 +
+(a12+a2»)Q12d1fp1+a 1x(92a-1]dx
Verder
(“SA)601="‘f[amQNP;-C’a(PHSQ;-l—- .
4+ { 2y g1 Zd4 -1—&2-1 x -} a2 Q, ‘PL) Cu_(pla Q1]‘dx

§A _
-KQ}=‘()—CJ'=_'[[(¥21‘Q1C::Z‘11€P1Jr

1
+f&wca*}—azgcu)thDJ_E+&21Cux9fpj]dx (2]0)
Substitueert men {206) tenslotte ook in {205},
dan ontstaat nog: '

Mo =f[a°1Q1de1+
. -{—(al«-+a2»)Q1x971—|—a,1x“@]d.x
Volgens (50), (51), {63) en (64) is:
&blamLa!éu a:e+a22=m1_’l-’2f£-!12
__(_121(3.,=='va3£’§21_ —(aIECB—!-&HCU):mLi,?t?é”

Dus

Kq-ﬁ: mL [ [&-11 Za’sﬂ

(209)

(211)

'ql+
+l§12tfp12d14Q1+511x2d1-@]dx (212)
KQL=me el [é;n tzd‘x(}h - —'— .
L an e, Q + a1 b x gy
Mb=me'i’2[éiidel.q1+
+512tx(p1.Q1—|—_a',.1x'3.@]dx {214)
Substitueer nu (206) in (201), en zet vervolgens
gr—=qioe™" Qi=Qie™ = =0 (215)
DPan volgt uit {201}, {207) en {208)

O] dx (213)

.—.i? [mllzdl(c-iiuzdl + x@c})“ mlgéjozd'l(pl]d:; —I—
‘|—fzdl”(('b1l za” . Gio— ba‘z (Pl” 610)'(1.1‘:

=me'17”[-éuZd12. q1°+ 512't(]31 Zd1e CTlo —|—
+ﬁénx2d1.z:)o]d'x 2]6)




=¥ /["" mi“(pl(QLOZdl+xO )-—I—mn»quJl]dx+
+[q) (_bLQZdl’ Qto+bmq}, Qm)dx+

—I—/T(,m andx—fmﬂ [antzai s Guo+
Fdnt @2 Qo dntxp. O)dx  (217)

ia‘ﬂ-'[[miilx(qmzdl +x6, ) M x Qo Jdx—:

. __.[m!_v faixzai.gio+ -
+a1"tx(pIQ1o+anx' @]dx

?_J'IR

Dit zijn drie llnealre homogene vergelijkingen
voor de onbekenden Gio, Q.. 6.

~ Stel:

[zdl qh d.x=[\7
'I%v[msxz_d;cfxz m

1 ' ,
N‘[muxz‘fdl dx=m

1

N—,.[muxﬂdx=m
N"[mw.zm g dx=ms
1 (219)
,ﬁfmm X, d x.= m' s’

g mserds—m(s o)

I%T [b:s za” (Pl” dx=cec

ILV./I')?? ‘Pl””dx -+ %'/'T(Ih’ﬂdx:Mm +e’ C_
-en

{mf_zdl dx=pu,;

v/
v/

2=

tea Prdx ==t

é|

My Ca 2d1 'Ptdx——- f1a®

2[

/mLc.,zdl(pldx——,u.l."

N / myc,t (p,“l d x = fts"

| — &=

(220)

My CaCyp®d = pz.

N

o ij Cat g ®d x = ptss®

mszdjdx—ﬂxl

N

N

erxgmd.x—ux.

(218}
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Ly .
1 [ ,
AﬁijCuxq,l.d_xtmﬂ e (2205
1 _

N =

Behandel nu de luchtkracht-termen volgens de
in 61 beschreven werkwijze. De gereduceerde snel-
heid wordt dus behandeld als een niet van x af-
hankelijke grootheid. Met de afkortingen, gedefi-
nigerd door (220) kununen de rechterleden van de
vergelijkingen (216), (217) en- (218}, mede op
grond van (131), dan respectievelijk in den vorm
worden geschreven (na deeling door N):

[—(p+ip/) i Guot 3 (port-i V—ips') o+
+(pitip) et Qoo— (pr-Lips) pe Oof .52
[ (pit+ips )t Gro— Hpe—ips) s +
+ (pitip Vi 4 i Ve Qoo
‘ +(ps+ip’) e O] 5
{— (p:+rp- )ftqu1o+:(p + iV —ipe) gt +
+(pi+ip) U;»‘Q;g'—(P +ip/ ) g Oof 5

Mede de afkortingen (219) in (216), (217) en
(218) invoerend, kunnen deze vergelijkingen in
den navolgenden geordenden vorm worden ge-
bracht: .

[~ m% | e 45 i (pr+ip)] Gt
+'[msi2—ec—i2;(pg—ip._,’-|-‘iV);¢,2+
(4 ipi) o} ] Quo+ [— m'
+(pi+ip’) pav] Bo=0 (221)
[ms# —ec— 7t (pe+ipi'} | G0+
[ m (s +e) 54 My e+ (po—
— Py J et (prt Epi e+ iV it J Qo+
| S Py py ] B (222)
f—m' ¥ 4+ palpidipd) [ Qo+
—f-‘[m's’v“ tyﬂ(p —ipy iV e -
+(pitip)) perl] Quot (—m” 92—

v
Ly Pk (et i )#‘xx””]@o—o (223)

-
D

A

Uit de laatste -dezer.dne vergelijkingen kan #
door ‘deeling door # nog worden verwijderd.
Het is duidelijk, dat de gelqk nul gestelde coéffi-
ciénten-determinant van (221), (222) en (223), »
reéel stellend, twee reéele vergelijkingen oplevert.
waaruit kritische waarden van V en » kunnen
worden opgelost. Hiervit kan de kritische snelheid.
zelf op de Bekende wijze (na bepaling eener effec-
tieve koorde volgens no. 61) -worden berekend ’

De numerieke uitwerking verloopt langs gebrui-
kelijke wegen, wanneer bekend is hoe de.functie
z4 moet worden geconstrueerd en hoe de van elas-
tische eigenschappen afhankelijke constanten c. e
en M, moeten worden bepaald. Het spreekt van-
zelf, dat het antwoord op beide vragen het best uit
de resultaten van de standtrillingsproef kan wor-

L3




den afgeleid. De vergelijkingen, die deze proel
zouden moeten beschrijven, worden uit (2217},
{222) en (223) verkregen door alfe coéfficiénten
u nul te stellen. 1)

De laatste vergeh]kmg verkrijgt dan de simpele
gedaante: .

—m’ G+ m’s’amﬁ‘(m”{——.}%)@o:O (224)

Van deze betrekking kan gebruik worden ge-
maakt om de functie z; te bepalen. Analoog aan
reeds vroeger gegeven aanwijzingen leide men
deze functie af uit den fundamenteelen antisymme-

. trischen eigentriilingsvorm der vieugelbuiging. Men
kan deze eigentrilling gevoegelijk bepaald denken
door )

C?m:l ; alo=(6m)ﬂi

Dan geldt voor » == »g volgens (224) en
{zie eventueel ook (218)) .

—jmllx)zdl+x(@) tdx+
—|—Nm § (Qlo)g

Nu kan de functie

1B=zdl+x(®°)8 (227)

direct uit de amplitudemetingen bij de proef wor-
den vastgesteld, want (227) geeft eenvoudig de
amplitude-verdeeling ter plaatse van de beschrij-
vings-as, gemeten t.o.v. een vast vlak. Men kan
echter uit de bij de proef geconstateerde knoop-
lijnligging gewoonlijk bovendien een doelmatige

waarde van {Q,Js afleiden. (Een zeer groote
nauwkeurigheid- is niet noodig.) Daar het product
Nm's" volgens (219) berekend kan worden uit
e, x en @, {g; wordt natuurlijk zonder moeite uit
de amplitudeverdeeling in de fundamenteele anti-
symmetrische eigentrilling der vleugeltorsie afge-
leid), kan men zonder z, te kennen {daarvoor in
de plaats komt de uit de metingen direct bepaalde
functie z,5) uit (226} affeiden ®) -

(CT)Q)Bf—?—[Nm’s’(Gw)B /m.llegdx] {228}

Dan echter kan z; met (227) worden vastge-
steld.

Deze omweg over de formule (224) is noodza-
kelijk, omdat de amplitude {©,)z in den regel te
klein zal zijn om bij de standtrillingsproef door
meting te kunnen worden vastgesteld.

@o=(@o)a en r==vg (225)
{219}

YR (6, )a (226)

Stelt men nu:
Nm'
Nm" 4+ 41g
dan is volgens (224) bij de standtrilling’ altijd
Qo= —BGro+ £ Qo

Daarmede volgt uit (221) en (222), alle u's nul
stellend (standtrillingl)

—5 (229)

1) Voor m . m,,
ni¢erde functie's aanhoudend.

?} Aangenomen wordt, dat men Iy’ doer een gewichts-
analyse van den romp heeft bepaald. -
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en m,, de door (44) t/m (47) gedefi_ _

[—(m—=8m')v4c]F.+ .
+[(ms—pm' s")r—ec] Q=0 (2
[(ms—pm s')v—ec] gt [—(mr4
dmst—fm s ) - M, +erc] Q=0 (231)
Aan de gelijk nul gestelde coéfficiénten-deter~
minant moeten ¥z en »r voldoen. Dat geeft fwee
vergelijkingen voor ¢. e en M,. Tenzij men de
waarde van e kan afleiden uit een torsieproef (lig-
ging elastische as), moet men trachten een derde
vergelijking te verkrijgen door substitutie van &én
der eigentrillingsvormen!). Het is niet noodig,
hierop uitvoerig in te gaan, daar men naar analogie
van in 72 beschreven methoden te werk kan gaan.

30)

Met de voorgaande berekening is een methode,
om kritische snelheden van gekoppelde antisym-
metrische buigings-torsie-trillingen van een vlieg-
tuigvleugel te berekenen, volledig uitgewerkt. Zij
heeft één onplezierige eigenschap, n.l. dat de nu-
merieke uvitwerking nogal bewerkelijk is (determi-
nant van'de derde orde!}. Men kan de berekening
sterk vereenvoudigen, wanneer men zich met een
wat kleiner nauwkeurigheid tevreden stelt. Deze
vereenvoudigingsmogelijkheid sluit aan bij de for-~
mule (201). Hiermede kan de rompdraaiing zonder
meer worden berekend, wanneer Mo — 0 kan
worden gesteld. Dit is strikt genomen alleen toe-
laatbaar, wanneer V. klein is enfof de vleugel
relatief zwaar is {overheerschen van traagheids-
krachten t.o.v. aerodynamische krachten). Het
moet echter in den regel mogelijk zijn, de uitwer-
king van een eerste benadering op deze aanname
te baseeren Men heeft dan direct

Q—N [[rnllx(zd+x0)ﬂml.xrp]dx
Subst1tueel d1t in (199). en stel, aansluitend bij de
in no. 73 beschreven werkwijze
2g+x ("):Ch Zl+q-z Ze, =, o I e C. P
waarin

{z,, C, ,} overecenkomt met den trillingsvorm
in de fundamenteele antisymmetrische bui-
gingsresonantie.

{z, C,p,) overeenkomt met den tnllmgsvorm
in de fundamenteele anhqymmetmsche torsie-
resonantie. ?)

Dan wordt

Erin=14 [[m“(c'[,zi_{_q 2)i—
—me(ql~:+q»2)(q=C @i+ g Cop)+
M (q1C1'1)1+q Copn)?]dx -+
+I ,[/ m!ix(q121+qn29)——-
*mt?x(‘?lCl‘ijt‘l‘q:vcgqu)(dx]? (233)

{232)

1} Men lette erop, dat de ligging van de knooplijnen der

Go Zdl

rrlllmgsvormcn niet wordr gegeven door het quotlent =
1a P21
q,ozdl-l—x'-a ( ﬁ*xﬁ)—}—ﬁ-ﬁ xQIO

doch door A—.:_——*ﬁ ————
Qm 1 Qlo 1

?} Men kan de vier functie's z, C, e, C,p, alie
direct uit de resultaten van de standtrllhngsproef bepalen




en deze uitdrukking -moet, daar normaalcosrdina--

ten zijn gebruikt, in een som van twee gquadraten
uiteenvallen:

Ekin=‘%‘ (U11C;11?+ Uz?‘i‘z"‘)

Docor bijeenzoeken van termen met
in (223) vindt men:

Um?/‘[mu 2t —2my 2, C.1 Py —f— Mas €y 1}’)12] dx-+

q.® en @q°

' 2
+37[ /";mll -le—“mwXCMPl(de (235)
Ip’l. \
UEE;;[[mll 2t —2mp2:Cps 4+ maClp2 ] dx 4

+%['/ ;'m11x22'“m12xcg¢2$dX]— (233)
R .

Met de afleiding van deze formules is het vraag-
stuk opgelost, daar de heele verdere uitwerking
naar de in no. 73 gegeven aanwijzingen kan wor-
den uitgevoerd, mits ‘slechts de aldaar vermelde
formules (144) en (145) door de beide hoven-
staande worden vervangen. De rompbewegelijk-
heid kan dus, M e in (201) verwaarloozend, wan-
1ieer een werkwijze wordt toegepast overeenko-
mend met de in no. 73 beschrevene, in rekening
worden gebracht door eenvoudige correctie's op de
waarden van U, en U,

Het aeguivalent van de vereenvoudiging M, =0
wordt in de formules (221), (222}, (223) verkre-
gen, door in de derde vergelijking

Pt fxo s Pas® €11 flay =}

te stellen. Daardoor ontstaat ook in die for-
mules een ingrijpende vereenvoudiging.

10. Algemeene wvergelijkingen voor symmetri-
sche trillingen van een vleugel-rolroer-
systeem,

10.1. Algemeene inleiding.

Wanneer het rolroer, doordat het niet is geba-
lanceerd of zelfremmend wordt bestuurd, aan de
trillingen van het systeem als een afzonderlijk on-
derdeel van het systeem deelneemt, kunnen de
hiervéér opgenomen berekeningen geen bruikbare
uitkomsten voor de kritische snelheid van het com-
plete systeem opleveren. In het normale geval
wordt de kritische snelheid door een meetrillend
ondergebalanceerd rolroer belangrijk verlaagd. Zoo
zijn onstabiele trillingen eigenlijk aan een vleugel-
rolroer-systeem ontdekt, en blijkt ook in verreweg
de meeste in de praktijk waargenomen gevallen van
onstabiele trillingen een ondergebalanceerd rolroer
een essentiéele factcs te zijn. :

De berekening van de kritische sielheid van het
complete vleugelrolroersysteem heeft de onaange-
name eigenschap, zoowel wat de theoretische als
— en vooral — wat de numerieke uitwerking be-
treft, gecompliceerd en bewerkelijk te zijn. Er be-
staat een zeer gebruikelijke methode, om hierin ver-
betering te brengen. Deze berust eenvoudig op de
meest drastische beperking van aan den wvleugel
toegekende vervormingsmogelijkheden: n.l, .de re-
ductie van de deformatiecomponenten tot slechts
één, waarvoor dan of vleugelbuiging, 6f vleugel-
torsie (beide in voorgeschreven gedaante) wordt

(234) -
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genomen. Men spreekt van , het probleem der ge- -
koppelde vleugelbuigings- en rolroertrillingen en
van het probleem der gekoppelde vleugeltorsie- en

- rolroer-trillingen’’. Beide leiden tot karakteristieke

vergelijkingen (gelijk nul gestelde coéfficiénten-
determinanten der bewegingsvergelijkingen), die
determinanten van de tweede orde zijn, waardoor
de numerieke uitwerking relatief eenvoudig blijft.
Tegen deze onderverdeeling van het complete pro-
bleem bestaat echter het ernstige bezwaar, dat zij
niet' aansluit (ook niet bij benadering!) bij het -in
de praktijk — in de werkelijkheid — aangetroffen
geval. Zij kan dan ook, wanneer het erom gaat de
werkelijk kritische snelheid zoo goed mogelijk vast
te stellen, feifelijk nooit worden aangewend.
Naast de vereenvoudiging van de berekening
voert men v6or de onderverdeeling het argument
aan, dat de kritische trilling van een vleugel-rol-
roer-systeem vaak nauw aansluit (zoowel wat vorm
als wat frequentie betreft) bij één-der {gewoonlijk

 fundamenteele) eigentrillingsvormen van den vleu-

gel in stilstaande lucht, en zelfs zou men vaak
reeds van fe voren, op grond van resultaten van
de standtrillingsproef, dien ,gevaarlijken” trillings-
vorm kunnen aanwijzen.

Inderdaad is er iets voor te zeggen, met deze
mogelijkheid rekening te houden. Dit zal in deze
verhandeling echter niet geschieden door vieugel-
buiging, of vleugeltorsie te onderdrukken, doch
door de rolroerdraaiing te combineeren met den
betreffenden volledigen eigentrillingsvorm, die dan
in zijn geheel als één deformatiecomponent wordt

behiandeld.

Bij een vleugelrolroer-systeem worden vooral de
uitdrukkingen voor de luchtkrachten nogal gecom-
pliceerd. Bij de numerieke uitwerking moet daarom
van een groot aantal getallentabellen voor allerlei
algebraisch min of meer ingewikkelde functie's ge-
bruik worden gemaakt. Deze zijn alle in deze ver-
handeling opgenomen. Hierbij moge worden ver-
meld, dat al deze tabellen — direct, of door om-
werking — werden ontleend aan een publicatie van
Kiissner en Schwarz (lit. 17). Het is een gelukkige
omstandigheid, dat deze zeer recente publicatie
reeds beschikbaar was, daar zij voor het eerst ook
de inachtname van aerodynamische balanceering
van een rolroer mogelijk maakt. '

Evenals zulks bij de behandeling van den vleu-
gel-alléén geschiedde, zal de berekening aanvan-
kelilk worden opgezet voor den symmetrischen

trillingsvorm van den aan den wortel ingeklemden

vleugel. Later wordt de invloed van rompbewege-
lijkheid en de uitbreiding tot den antisymmetri-
schen trillingsvorm apart uitgewerkt.

10.2. Het mechanische systeem. -

Bij het vleugel-rolroer-systeem kan de algemeen-
ste deformatie geacht worden te bestaan uit:

a. buiging van den vleugel.
b. torsie van den vleugel.

~ ¢. deformatie’s in het besturings-mechanis-
me van het rolroer dosr geforceerden
rolroeruitslag.




d. buiging van ‘het rolroer.
e. torsie van het rolroer,
Om de analyse niet te zeer te compliceeren, zal

in het vervolg consequent worden aangenomen, dat
in voldoende benadering

lo. de onder d. gencemde buiging van het
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rolroer precies aansluit bij de buiging -

van den vleugel. Wat de buiging be-
treft, wordt de draai~as van het rolroer
dus als een vast onderdeel van den vleu-
gel opgevat.

dat de onder e genoemde torsie van het
rolroer nul is,

" 2o,

Wordt de roiroerbesturing (aansluitend bij den
toestand die zich bij symmetrische trillingen voor-
doet) in de stuurhut van het vliegtuig vastgezet, en
wordt den vleugel vervoigens door een {b.v. bij den
tip erop aangebracht) koppel getordeerd, waarbij
echter het rolroer zelf niet door uitwendige krach-
ten wordt belast, dan zullen door de vleugeltorsie
in het algemeen hoeken tusschen vleugel- en rol-

" roer-profielen optreden. Hoewe! die hoeken door
de vleugeltorsie worden verocorzaakt, is het nief
strik¢ noodig dat zij precies gelijk zijn aan de tor-

* sichoeken van den vleugel. Dit is alleen het geval,

“wanneer het rolroer zich bij het aanbrengen van
het tordeerende koppel steeds zoo wverpiaatst, dat
alle rolroerkoorden precies evenwijdig aan zichzelf
verplaatsen. In hoeverre dit het geval zal zijn,
hangt af van de constructie der rolroerbesturing.
Een andere mogelijkheid is b.v. dat het onbelaste
rolroer zich bij vleugeltorsie z&6 verplaatst, dat de
plaatselijke hoek tusschen vleugel- en rolroer-
koorde nul blijft in die dwarsdoorsnede, waarin de
besturing van het rolroer aan het rolroer is beves-
tigd. In het algemeen kan in ieder geval één dwars-
doorsnede van het vleugel-rolroer-systeem worden
aangewezen, waar de koorde van den getordesrden
vleugel evenwijdig is aan de (i.v.m. onderstelling
20. alle onderling evenwijdige) rolroerkoorden
(aangenomen dat de rolroerbesturing in de stuur-
hut is vastgezet en het rolroer niet wordt bzlast).
Deze doorsnede wordt vastgelegd door x — b,. de
aldaar aangetroffen torsichoek van dcl’l vleugel zij
Pai-

Wordt nu ook het rolroer belast (geforceerd
versteld tegen de elasticiteit van zijn in de stuurhut

Fig. 3. Meest algemeene deformatie van het vleugel-rofroer-
‘systeem, welke in aanmerking wordt genomen:

steeds vastgehouden stuurmechanisme in), dan zal
de deformatie van het stuurmechanisme (rek van
kabels, enz.) van het rolroer uitsluitend afhankelijk

kunnen worden gesteld van den rolroeruitslag .,
gemeten in de dwarsdoorsnede x = b,. Tevens zal
de rolroeruitslag (hoek tusschen vleugel- en rol-
roer-koorde} y in een willekeurige dwarsdoor-
snede, naar aan de hand van fig. 3 kan worden
vastgesteld, dan gelijk worden aan

) Y=7pa+ @o— @ (237)
Men kan de dwarsdoorsnede x — b, althans

‘theoretisch door een torsieproef vaststellen. Het

vermoeden ligt voor de hand, dat deze doorsnede
in het algemeen wel dicht bij den vleugelwortel,
eventueel bij den binnenrand van het rolroer, zal
ziin gelegen. De torsichoek is aldaar nog gering,
en kan wellicht bij benadering zonder groote fout
soms nul worden gesteld. Vermoedelijk zal (237)
daarom in bepaalde gevallen kunnen worden ver-
vangen door de betrekking .
Y=y @ (237a)

Overeenkomstig de steeds gevolgde werkwijze
wordt om te beginnen nagegaan, -door welke for-
mule de kinetische energie van het trillende sys-
teem kan worden voorgesteld. Dit onderzoek ge-
schiedt aan de hand van fig. 4, welke figuur een

-

=]
=7 P - S

Fig. 4. Beweging van een smalle strook van het systeem
tusschen dwarsdoorsneden x en x 4+ A x.

momentanen stand van een smalle strook van den
vleugel geeft. Z, is het zwaartepunt van den vieu-~
gel alléén (dus 26nder rolroer), Z, is het zwaarte-
punt van het rolroer. X is de beschrijvings-as.
Volgens de figuur is:
de translatiesnelheid van Z,: z—s, @
de hoeksnelheid van de beweging om Z,: @
de translatiesnelheid van Z:z—fcq-+s.)p—s: ;v
de hoeksnelheid van de beweging 6m Z Pty
dus
(Ekin)stmak:% b x[mu(z_qu))v"i" Iv‘p? ‘J['
—|~mr‘}z—(-c{s.-+—s,)q7—s, é"-H ((P )]
=34 xfm;z2—2m,s, zpf-m,s.? ;p +
+Iu§f)’+m 2 mfeat s e+
+ sty —Zm,(cd+s)chu
—2m,srz;)—!—2mr5r(<3d+5r)‘¥)?+ .
Nu is
{m.4-m.)Ax de massa mAx van de heele strook,
vleugel en rolroer samengenomen,

musL—'— mr(‘cd_l"sr')
 omu4m.

de zwaartepuntsligging van de heele strool_{ en

Li4-mst=I+m.s2+ 1.+ m. (cqg-s5:)°

§ =




het ‘traagheidsmoment van de heele Stmok om de
beschrijvings-as.

Voert men de voornoemde parameters in, dan-

.l‘can men {238) in den vorm bréngen:
(Ekin)st_rookzé" b x[mzﬂ - 2 mSZ. (}:7—}‘
(b mst) 2 (Lot mesE) A
L2 b mesEtFmesica) py—2mesczy]

De totale kinetische energie -volgt hieruit door’

integratie over den vleugel. (Het is bij deze inte-
gratie vanzelfsprekend in geen enkel opzicht een
bezwaar, dat het rolroer niet dezelfde breedte be~
hoeft te hebben als de vieugel).

Stel nu ter afkorting: N

M =—m,s;
May" =14 M8 Me$Ca
. My = 1r+ m.se

mu.'=_m mu-’:ms

My’ =1, - ms?

(239)

dan wordt

Ekm—%f[mn 2"w2m,» z(p-~2 mys z;»—f—
' +m:“z‘P+2mw (py—{-mﬂ /]dx (240‘,

Uit deze formule kan de functie y{x.t) worden
verwijderd met behulp van de betrekking (237).
Het is echter doelmatiger, de rolroerbeweging niet
te beschrijven door de cobrdinaat y,, doch door een
codrdinaat -

ve=y+¢- (241)

welke hoek-cobrdinaat den stand van het. rolroer

t.o.v. de wortelkoorde van den vleugel vastlegt.

Aleen wanneer @u ~0 wordt y, =y (vergelijk

(237a)!) ;

Substitueer dus in (240)

' y=pe— g

Het resultaat is: ‘

. Ehn*lf /[muzz‘——z mlf’Z(}‘J“zmuZ}' =+
+mno(p -2 v, -{—mﬂy, Jdx (242)

met

ﬁ111=m11’=m mm=mm’—- My’ ==ms—m.,s.

' M= =m.s5,

B_l‘r‘zmv] + ms'=1,4 ( .
: 4+ ms?—1I, = e SE = 21 S Ca (243)
Py == Moy’

My ==

— maaﬁ*mrs Cd
| Mgy — Mg ~Ilr+'mr5r
Ay

De uitdrukking voor de potentigele energie kan,
aannemend dat de vleugelvervorming een poten-
tidele energie heeft, die door {2} kan worden voor-
gesteld, gemakkeh)k worden opgeschreven. Aan de
uitdrukking {9) moet slechts de in de vervorming
van de rolroerbesturing stekende energie worden
toegevoegd. Deze .is atharkelijk van den hoek y,
(en niet van y.!). Onderstellend, dat de elastische
organen in het stuurmechanisme van het rolroer als
massalooze lineaire veeren mogen worden opgevat,
kan voor hun aandeel in. de -potentiéele energie
worden genoteerd (k, = veerconstante)

Ykeyt =4k (yo—gn)*
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een rolroer.

_ Dus’

Epn /[b“zﬂ;»_251 Z"fﬁ”—{—
+b2:.cp”"—1—Tt})”]dx+ ke{ye= @ui)? {244)

Uit de formules {244) en (240), of {242}, kun-
nen de bewegingsvergelijkingen worden afgeleid

~ voor het in vacuo opgestelde, dempingsvrije sys-

teem.

" De ,exacte” vergelijkingen, de vergelijkingen
dus, die overeenkomen met de formules (17}, (18)
van den vleugel zénder rolroer, zullen niet worden
opgeschreven, daar zij toch niet kunnen worden
gebruikt. Vroeger gevolgde omwegen vermijdend,
moge reeds nu de vraag worden aangevat, welke
op inperking der vervormingsmogelijkheden neer-
komende vereenvoudigingen in aanmerking komen
om bij de heele analyse te worden aangehouden.
Eén antwoord ligt voor de hand. Men stelt

r=Q (245)

en behandelt het systeem daarmede als een com-
binatie van een vleugel met 2 resp. als buiging en
als torsie op te vatten vervormingscomponenten, e
z, definieert den vorm der buigings-
deformatie, ¢, den vorm der torsiedeformatie.. De
aanname (245) maakt een volledige uitwerking
mogelijk, zij impliceert echter het bekende bezwaar,
dat met de deformatie’s {245) de {fundamenteele)
eigentrillingsvormen van den vleugel nief exact
kunnen worden beschreven en dat (o0.m. daardoor)
moeilijkheden kunnen optreden bij de afleiding van

Z=qiy Ye=Vr

~ bepaalde van de elastische eigenschappen van den

vieugel athankelijke parameiers uit resultaten eener
standtrillingsproef. Voor sommige vleugelroer-
systemen komen daarom andere mogelijkheden
méér in aanmerking. De aannamen (245) vormen
echter in ieder geval het meest doelmatige uit-
gangspunt wvoor de behandeling van vleugels,
waarmede geen standtrillingsproef is uitgevoerd,
die dan wordt vervangen door een analyse van de
stijfheden en hun verdeeling over den vleugel.

Aansluitend bij vroeger gevolgde -methoden
schijnt als fweede mogelijkheid in aanmerking te
komen de keuze van de deformatie-componenten
in overeenstemming met eigentrillingsvormen van
het systeem. Een voldoende compleet deformatie-
systeem zou dan uit drie eigentrillingen moeten
worden verkregen, te weten: de beide fundamen-
teele eigentrillingen van den vleugel (buiging en
torsie) en de door de elastische besturing van het
rolroer geintroduceerde rolroer-eigentrilling. De
algemeenste systeem-deformatie zal dan worden:
vastgelegd door

Z=qi I+ G2 T3+ Qs 2y
Q=q:Cii + q:Cog2 4+ q:Capy
) }’r=q-1D1 )’1+Q2D27’9+Q3D3}'3 (2'1’6) ’
Dit stelsel kan zoo zijn gekozen, dat

=1 ¢, = q;=0 de trillingsvorm is der

fundamenteele buigings-eigentrilling.

g — 1 .q = g,— 0 de trillingsvorm is’ der
fundamenteele torsie-eigentrilling.
gs=1 ¢ = ¢, =0 de trillingsvorm is der

rolroer-eigentrilling.



http://sIechts.de

Naar het zich laat aanzien zal de aanname (246)
i.v.m. het groote aantal functie’s z,, z,..... @, tot
zeer bewerkelijke berekeningen leiden, terwijl het
bovendien noodig is, dat de drie eigentrillingsvor-
men nauwkeurig door de proef kunnen worden
vastgesteld. Dat is echter om tweeérlei reden aller-
minst eenvoudig. In de eerste plaats moeten rol-
roeramplituden worden gemeten, hetgeen voldoen-
de nauwkeung alleen met speciale instrumenten
mogelijk is {omdat de meeste gewoonlijk gebruikte
meetapparaten de trilling van dit orgaan tijdens de

meting te zeer verstoren). In de tweede plaats is -

de rolroerresonantie, wanneer de koppeling tus-
schen rolroer en vleugelbewegingen niet al te
groot is (kleine onderbalans van het roer), mede
door de wvrij groote wrijvingsédemping op rolroer-
bewegingen, niet altijd zeer geprononceerd en
daardoor scherp vast te leggen.

Het ligt daarom voor de hand, in plaats van de

deformatie’s {246) alleen de fundamenteele tril-
lingsvormen van den vleugel-alléén als deformatie-
componenten in te voeren, en daaraan de rolroer-
draaiing als ,.3e coordinaat” apart toe- te voegen.
_ Dwz men stelle .

P qnt qo s q’—q1C1¢n+q c. rp»

welke deformatie’s zoo gekozen zijn, dat ¢, = 1.
q: =0, ¥, — 7.g den trillingsvorm in het funda-
menteele resonantiepunt der vleugeibulgmg geeft,
en q, — 0, g, —= 1, y, = ».r die in het fundamen-
teele resonantiepunt der vleugeltorsie. De trillings-
vorm in de rolroer-resonantie zal dan gewoonlijk
in voldoende benadermg kunnen worden beschre-
ven door

Cqi=qie » G2=ar , Je=}tr.

Er moge op worden gewezen, dat de fundamen-
teele buigingseigentrilling in ieder der gevallen
(246}, (247) desgewenscht zonder meer kan wor-
den vervangen door den egersten buigings-boven-
taon, hetgeen zin kan hebben wanneer er reden is
om te verwachten, dat hij — b.v. ten gevolge van
een extra groote koppeling met rolroerbewegin-

gen — bijzonder gevaarlijke tnllmgsvormen zal

mogelijk Indkcn

Het zijn de_aannamen {245) en (247) die in
deze verhandellng in completen: vorm zullen wor-
den uitgewerkt. De-mogelijkheid (246) zal slechts
een enkelen keer ter sprake worden gebracht.

Dee formules (245), (246) en (247) kunnen den
grondslag leveren voor een volledige behandeling
- van het gestelde probleem, Echter bestaat de reeds
terloops vermelde mogelijkheid, dat er reden is om
aan te nemen, dat de kritische trilling nauw zal
aansluiten bij een door de standtrillingsproef te
voorschijn gebrachte ., gevaarlijke” eigentrilling van
het systeem in stilstaande lucht?!). Het ligt voor
de hand,:de deformatie van het systeem dan samen

1) Aangenomen wordt, dat deze ,.gevaarlijke eigentrilling”
één der fundamenfeele eigentrillingsvormen van den vleugel.
ofwel de eerste boventoon der vleugelbuiging is.

te stellen uit den gevaarlgken trillingvorm en rol-

roerdraaiing. Dus -

p=q.Ci. vo—y, . 1248)

Ook de op deze aanname gebaseerde berckening
zal volledig worden uitgewerkt. Zij vormt een ver-
eenvoudlgmg van de aanname (2‘}7)

z=q1Z

Door introductie van (245) in (242) ontsfaat

Eiin=1 /[(:‘ll“muzl"’—Z clll Q. mzi —
l —32 41 j.',rm13 Zy - Q,'—' M @

2 Ql ?.’! My 1 -1 ‘".r'r:' masf dx {249)

Dezelfde substitutie, aangebracht in (244), geeft

Epnt—_—‘é [[bu q.’z, " 2by q. Q. oo+
+ b:»QQlﬂ(P]_”"’ + T Q[E(fh’z] a’x—|—
+ 3k e — 29 Qupi (b)) 4 Qe (i)t (250)

want de hoek ¢, wordt gelijk aan Q, ¢, (b,).

. Daaruit volgen de navolgende complete La-
grange'sche bewegingsvergelijkingen (de lucht-
krachten door arbeidscoéfficiénten K, Mq,. M,
formeel invoerend):

q [m.lzl dx_Q1 [m; 21([)1dx#
'_}}r /‘m”zldx +q1 /bn,zl d.x—"
- "‘Ql/blgll r,‘r71”dx=Kq1 (25])

ﬁ(il /ml“rzl (pldx—l"‘-Q‘ /m‘lufpl dx—|—~
+ 7 /m»;gn,dxf— q /b, z’ gn,”dx—}—

+Qu ke (b )+ [bssg 4 T o)t —
o rekep (b)) =Ma, (252)

4‘“(-1‘1 /.mx:121dx+Q1 /m:zelp1dx —+
4y /mmdx——Qlkr(p; (b,)+ 7. d,— M, (253)

Door introductie van (247) in (242) verkrijgt
men: :
Epin— 4 {[mu (QI 2+ q-‘ z3)*

2me (qizi+4 qaz:) (@ Copu+ g2 Comps ) —
—2muf @ ziqez) e+ man (@ Crpitqa Capa)® 4
+2ma (@ CrpiF @2 Coga) 7o maoy] dix (254)
en, uit (244)

Y
~2bu (@2 + @ z") (g Cin” +7q: Cogs”) +
+ bus { @ Copt” 4 g2 Ca s ”)"-FT(qlle,U gu
+q Cogo’ )2 ]dx 44k fy.— ,q,C‘I(pl(b)_|_

S +quP(b)\] 235)

A B ta

Stel ter afkorting

gﬁ_[[mllzgzﬁ"'m"’(zgck‘Ph“l"Zh y?’g)+
F+ maCoCrp,mjdx g=1.2 ; h__I 2 {256)

Y




Wasim| [buz" 267 —but2y” Cogi+ 28" Cot” )+
+ bae .Cg Cs @ wr Tcg Crpg’ on' ] dx+
+ ke CyCrpa(b) @n (b)) g=1.2;h=1,2. (257}

dan kunnen de Lagrange-vergelijkingen, af te lei-
den vit (254) en (255) in den navolgenden vorm
worden geschreven (L, L,. en L,¢) arveidscoéfi-
ciénten voor de luchtkrachten):

él U.u—l—(h W_31+£51;U12+q2 Wm-f—.
+?J(“ rhlsz:+m23C1§U1)dx—
_:"rer1(pl (61)=Lq1. (258)

Gl + @ Wai - qe U+ s Wao
+5»}f(* Mg 22+ M2 Capa) d x—
— vk, Copa (1) =L {259)
c';;f(— Miszy + mes Copn) dx — gk, Cypy (bu) +
+qsf (— musze + Mo Con) dx— @k, Cope (by) +
+§?,fm33dx+y,k,=L,., (260)

Dit zijn de bewegingsvergelijkingen voor het
systeem met de deformatie’s (247).

Voor een systeem met door {248) gedefinigerde

deformatjemogelijkheden geldt tenslotte, door in--

troductie van (248) in {242} en in (244):
Erin= 3 é‘tzj[mu 24®—2mn 2 Cy e+
i Cop] dxot o [ = musit

+més'C,rp1]dx+.§;;,9fm33dx (262)

Epot‘_' :q’l {f(buzl ‘—251221 C1W1 —|-

b1 Cog + T Cogydx -k, Cogi(bi)|
— ke Copifbi) 4L kep® (263)

Noteert men voor de arbeidscoéfficiénten van de
luchtkrachten ditmaal N,, en N ., dan resulteeren,
gebruik makend van de afkortmgen (256) en
(257) voor g =h =1, de Lagrangewergeh;km-
gen:

g 11+Q1W11+}J( m1321+mzacupl)dx_‘
_“‘}’rk le,l)1(b) qu_ (26‘1)

(-].1./(‘—"11321*{‘ Mys C, f}'_?ijd’x‘QLerJ (}71(b1)+
+ 'y',fmmder veke—N,. (265)

Met (251), (252}, (253): (258), (259), (260)
en (264), (265), zijn de grondvergeh;kmgen voor
het verdere onderzoek verkregen. "Het is 'in de
eerste plaats noodig, nu na te gaan, welken vorm
aan de arbeidscoéfficiénten van de luchtkrachten
moet worden toegekend.
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10.3. De luchtkrachten op een vleugel niet.‘rol-
roer. ’

De mathematische formuleering van de op een
harmonisch trillend vleugel-rolroer-systeem wer-~
kende niet-stationnaire luchtkrachten zal worden
ontleend aan een publicatie van Kiissner en
Schwarz (lit. 17). De luchtkrachten worden aldaar
berekend, uitgaande van de gebruikelijke gelini-
ariseerde theorie, voor een in een als twee-dimen-
sionaal op te vatten strooming geplaatsten vleugel
met rolroer. Wat de roerconstructie betreft, wor-

" den bijna alle in de prakiijk aangetroffen uitvoe-
ringen in acht genomen {al dan .niet aerodyna-
misch gebalanceerd roer, roer met hulproer, enz.).

De analyse stuit, voor het geval van een aero-
dynamisch gebalanceerd roer, op één typische
moeilijkheid, die samenhangt met de noodzakelijke
idealiseering van het systeem tot een,,zeer dunnen”
vleugel met roer. In dit ideale geval wordt n.l. een °
strooming door de spleet, die bij het gebalanceerde
roer steeds tusschen vieugel en roer wordt aange-
troffen, niet belemmerd. terwijl deze doorstrooming
in de werkelijkheid door de dikte-afmeting van den
vleugel ter plaatse van de spleet (die daardoor een
lengte-afmeting krijgt) waarschijnlijk grootendeels |
wordt opgeheven (,.gesmoord”). Dit effect kan de ‘
theorie nief in rekening brengen, fenzij het 266
groot is, dat de strooming in de spleet geheel kan
worden verwaarloosd {welk geval door een kunst-
greep in een tot ,dunnen” vleugel geidealiseerd
rekenimodel gerepresenteerd kan worden).

De situatie is meer uitvoerig de navolgende:

De door het aerodynamisch gebalanceerde roer
te voorschijn- geroepen krachten en momenten
kunnen langs gebruikelijken theoretischen weg
worden berekend voor het geval, dat de spleet tus-
schen vleugel en roer zeer smal is, vergeleken bij
de vleugelkoorde. De breedte van de spleet kan
{op één met een convergentie-moeilijkheid samen-
hangende uitzondering na} dooreenlimietovergang
op een uiterst smalle spleet expliciet uit de for-
mule worden verwijderd, maar men verkrijgt daar-
bij andere uitkomsten, naarmate aanvankelijk een
vrije doorstrooming van de spleet was toegelaten,

- dan wel een totale blokkeering tegen doorstroo-
ming was aangenomen. Deze beide ruitkomsten
worden door Kiissner en Schwarz medegedeeld.
De ,tusschengevallen”, waarbij een gehinderde
strooming door de spleet wordt toegelaten, is niet
voor een analyse van den gebruikelijken aard toe-
gankelijk,

Blijft de vraag, of de in de praktijk aangetroffen
toestand door één der beide ,limietgevallen” be-
vredigend zal worden gedekt. Dit zal afhangen

. van de breedte van de spleet. Het vermoeden be-
staat, dat deze meestal z06 gering zal zijn, dat men
de spleet als niet doorstroomd, d.i. als gesloten, zal
kunnen opvatten. -, Tusschenvormen” zullen zich
echter zeker voordoen, en op de vraag, welke der
beide berekeningen in zoo'n geval de best-benade-
rende uitkomsten zal leveren, kan in de gegeven
omstandigheden geen definitief gemotiveerd ant-
woord worden gegeven. Men is hier aangewezen
op een — op afschatting van den invloed van de
vlieugeldikte op de strooming door de spleet ge-




baseerde — keuze. Het is te verwachten, dat in de
toekomst nadere gegevens beschikbaar zullen
komen.

In deze verhandeling zullen ter wille van de vol-
ledigheid de beide serie’s formules voor de lucht-
krachten in aanmerking worden genomen. De
numericke uitwerking van de te ontwikkelen
rekenmethoden voor de kritische snelheid eischt
dus ook de bovenomschreven keuze. De beteekenis
van dit nog niet geheel opgehelderde punt moge
niet worden overdreven: het is te verwachten dat
beide mogelijkheden tot nitkomsten zullen voeren,
die slechts heel weinig verschillen!}. Mocht vol-
ledige zekerheid eisch zijn, dan werke men beide
mogelijkheden geheel vit! (Hetgeen het rekenwerk
overigens behoorlijk uitbreidt!)

Het door Kiissner en Schwarz eveneens bestu-
deerde geval, dat aan het rolroer nog een hulproer
is bevestigd, wordt in deze verhandeling buiten be-
schouwing gelaten,

De berekeningen van Kiissner en Schwarz, wel-
ke eerst zeer kort geleden werden gepubliceerd,
zijn op geenerlei wijze experimenteel gecontroleerd.
Zoo'n contrdle is wel is.waar ook voor den vleu-
gel-alleen niet in bevredigenden vorm beschikbaar,
echter is voor dit geval, en vobr-het geval van een
vleugel met aerodynamisch niet gebalanceerd rol-
roer, een bruikbare indirecte contréle aanwezig in
den vorm van experimenteel getoetste — door be-
rekening bepaalde — kritische snelfieden. Het is
vooral het werk van Voigt, dat in dit opzicht de
aandacht verdient. De door hem uitgevoerde fraaie
experimenten hebben aangetoond, dat de bereke-
ning voor den vieugel alléén (in twee-dimensionale
strooming: de ,.slag” en draai-bewegingen uitvoe-
rende vleugel dus) zeer goed met het experiment
overeenkomende kritische snelheden oplevert, doch
dat, wanneer aan den vleugel een {niet aerodyna-
misch gebalanceerd} rofroer is bevestigd, de be-

rekende kritische snelheden consequent te laag

liggen. Op grond hiervan is de voor de hand lig-
gende onderstelling naar voren gebracht, dat de
werking van het roer minder effectief is, dan de
theorie eischt, b.v. doordat de strooming aan het
roeroppervlak (en vooral bij het knikpunt} door
een vieugel sen weinig verstoord is {,ruw’ is ge-
worden). Deze hypothese schijnt inderdaad in ze-
kere mate doeltreffend te zijn, want in de onder-
zochte gevallen bleek overeenstemming tusschen
berekening en experiment te kunnen worden ver-
kregen door de berekening uit te voeren voor een
- systeem met (tegenover de werkelijkheid) verklein-
de koordeverhouding van rolroer en vleugel
D.w.z.: zij #, de rolroerkoorde en ¢ zooals steeds de
koorde van het heele systeem {vleugel 4+ rolroer),
dan leverde de berekening met het experiment
kloppende, kritische snelheden, wanneer de bereke-

. . f
ning werd uitgevoerd voor een waarde van ?' ,
die ca. 20—25 % kleiner was, dan het systeem

1) Het is wellicht goed er de aandacht op te vestigen, dat

de beschreven moeilijkheden zich niet voordoen, wanneer het

roer nief aerodynamisch is gebalanceerd, d.w.z. wanneer het
geacht kan worden uitsluitend één knik in den vleugel op te
leveren, (doordat de draaias met den voorkant van het roer
samenvalt),
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werkelijk vertoonde. De verminderde roerwerking
zou dus in rekening kunnen worden gebracht door
een correctie van de koordeverhouding,
Analoge experimenten zijn voor den vleugel met
aerodynamisch gebalanceerd rolroer voor zoover
bekend nog niet uitgevoerd. Het lijkt echter ge-
schikt, met de reeds verkregen aanwijzingen reke-
ning te houden. Men voere in de berekeningen
daarom een met ca. 20 % verkleinde koordever-
houding in. '

Beschouw nu een smalle strook van den vieugel

(fig. 4, blz. 37). Overeenkomstig de aanwijzingen
van Kissner vatte men de roerbeweging t.o.v. den
vleugel op als een superpositie van een draaling
om den neus van het roer en een translatie, even-
wijdig aan zichzelf, welke bewegingen zoodanig
samenhangen, dat zij tezamen juist de roerdraaiing
om de draai-as van het roer geven. De strook
wordt ondersteld een harmonische trilling uit te
voeren met de frequentie » en de amplituden:
Zo voor de verplaatsingen der beschrijvings-as.
o voor de draaiingen om de beschrijvings-as.
Yo voor de draaiing van het roer t.o.v. den vleu-
_gel om een as door den neus van het roer.
{, voor de"translatie van het roer.

De beide laatste trillingen geven de gewenschte
draaitrilling van het roer om zijn draai-as, wan-
neer: '

Fofca— Ce)—Lo—0 (266)

is, hetgeen dus steeds het geval moet zijn.

De amplitude van de verplaatsingen van het
voorste neutrale punt van de strook wordt:

Zrom Fo— CuiPo (267)
Nu zij _
K de kracht op den geheelen strook
(roer inbegrepen)

M het moment van den geheelen
strook om het voorste neutrale

Dnt (268)

R de kracht op de roer-strook alléén
N het moment van de roer-strook om

den neus van het roer. /

Voor deze twee krachten en deze twee momen-
ten!) kan worden geschreven

K=dx.mpyzet (Euokz—i—r}_lot,k,,,—i:_
“‘I‘?ot-k;- “l"é‘ok':)

I‘F/I=Ax.m,_xr2te'"" (Zvomz~+ pot.m, +
o +$’ot-m;q+(:cm:) (269)
R=dx.m vwe" (Zoor:+ Pot.r,+

+ pot.r, A Lors )

N:Ax.mL:fzte""’ (Bvonz+ Got.ng -+

"I':)-’Ot'n;' +Co”:)

waarin de k's, m's, r's en n's dimensielocoze codffi-

1} Momenten worden gerekend positief te zijn, wanneer
zij een vergrooting van de hoekcodrdinaten trachten te be-
werken. (Dus ,staartlastig” zijn.}

N
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ciénten zijn?!), die met de door Kissner gebrmkte .

samenhangen volgens de betrekkingen

k. ——4V*k, kp =2V,

ke, =2V?k. k: ——4Vtky
m:=2V?*m, My =-—Vim
my==--—V*m. m:=2Vimy,

r- —=—4V?y, r, =2V, (270)
l‘,.=2V"'Fe - re =—4 Vi,
n.=2Vn, ny —=—Vny
n,——Vin, n =2Veny'

Al deze coéfficignten blijken uitsluitend afhan-
kelijk te zijn van de gereduceerde snelheid en van

de koordeverhouding t——;] van roer en vleugel

De mathematische vorm van deze afhankelijkheid
is vrij gecompliceerd en wordt bij de numerieke
" uitwerking ontleend aan getallentabellen voor de
erin optredende functie's. Sommige coéfficiénten
zijn afhankelijk van de breedte van de spleet
tusschen vleuge! en roer. Overeenkomstig het
reeds eerder medegedeelde wordt alleen onder-
scheid gemaakt tusschen de toestanden »gesloten
spleet« en »open spleet«. Die coéfficiénten, die
in beide situatie’s verschillend zijn, worden uit
elkaar gehouden door toevoeging van ,.exponen-
ten” | —, de exponent |+ voor de open spleet en
de exponent — voor de gesloten spleet. Men heeft
volgens fit. 17:

ke — 1 —4iPV .
k,

_ %+25V{2 V4i)+iV

nhy P L BV(4 DV i Do) i 0,V

nkf =@, —4i9,PV
T kt_ E ¢3 '—45V{2@13 V—|—1§151)'—2i¢1qv
I §
m: —_‘1
3
My = 55— —3iV
@
fmy = T V(B 4 i De) )

i
sz,;"s——sqﬂwi@ﬁV

:izm;_=—% + 2 V{gjjﬁ V+l g):;)

TCI'.; _— —."11(5'1}5‘/
Sy =——— _|_2pv(zV+:)ch+z€Du»
ey ﬁ__+ D, PV(4D,V Lidh,)+

+2¢35V +1Vq533
nﬂr; —-457—41@ QMPV——ZIQMV

1 Deze coéfficiénten zijn bovendien complex. De gebrui-
kelijke bovenstreeping van complexe grootheden is bij deze
symboles bif wijze van uitzondering achterwege gelaten.

we =y — 4P V(2B V 4 iD,) P ]
-—-‘I(Zln?]s—{-ép-.l)v—--21@.uv
ns =ﬁ~+s@5pv
m,,‘=1% APV 2V )Py —1i®, V
b, {271)
an, = +IPVRO,V 4 Lid,) P —
6 . {pwV‘-——%I@“V
n?n?:—%f +iPV¢1@s+i€Dw
D | o
JT"'n: _———— +PV(2¢13V+!¢}1F)®8+
_ 4 F 2D Vi,V

De @'s zijn functie's van y alléén, die in lit, 17
getabelleerd zijn, In de formule voor r; treedt de
grootheid 7, op. Dit symbool stelt de breedte van
de spleet tusschen vleugel en rolroer als fractie van

. spleetl:;reedte) Deze

term kan niet (zooals anderel) worden verwij-
derd door een limietovergang op #. =0, daar
Inz, dan = — o« wordt. - Dit kan worden be-
schouwd als een gevolg van de omstandigheid, dat
het bij de toegepaste idealiseering van het systeem
tot een combinatie van twee ,oneindig dunne”
platen niet mogelijk is een spleet, die bij iederen
roeruitslag om een naar achteren verlegd draai-
punt (aercdynamische balanceering!) strikt geheel
gesloten is, doelmatig te representeeren, De forcee-
ring, 7, consequent nul te stellen in het voor een
smalle spleet berekende resultaat, leidt-tot de in

de vleugelkoorde voor (m

‘de term In#, vervatte divergentie.

Men berekene %, niet uit de ,,werkelijke minimale
breedte’” van de spleet, doch houde met de dikte

Fig. 5.

De spleet tusschen vleugel en roer. -

van vleugel en rolroer rekening door bij de
werkelijke spleet de straal r van den cirkel van het
profiel van den neus van het roer op te tellen, één
en ander naar de toelichting van fig. 5. :

Een andere — en naar het zich laat aanzien
betere — mogelijkheid is, deze grootheid af te lei- -
den uit mefingen van stationnaire krachten op het
roer. Deze vindt men uit (269) en (271) door
limieten v—>0, V30, » V-2 Bl te
vormen.

Men neemt natuurlijk tevens z=20,
p==0 (meting bij invalshoek nul!)

en vindt, -
(R Jstar = x. mL[(4 P D :n -I— (pss ))’f+
({8 vt el
+( ;@13@319‘_;{5(21(]?]5+(pm)F,QJ




waarin volgens (266} voor { wordt ingevuld:
+ (C(f - C!) V- l
Dus, -daar m; = 1no # is:

.
o v

(R—)srat=£lx. = [(@l ¢31 _i_} gj:ls)zf—

rw('cﬂ--lc,)-:ZQf'm@M -+ 2]na;s+ {Dgls.].}' Y (272)

Het ligt voor de hand, dat 1, wordt berekend uit
de uit de metingen te bepalen waarde van

lim (‘Rﬁ)star -
y=0

Tenslotte moge de aandacht worden gevestigd
op de onderstreepte eerste termen in de rechter-
leden van de formules (271). Zij formuleeren
componenten van de krachten of momenten, die
niet afhangen van de gereduceerde. snelheid, en
die volgens (269) evenredig zijn met my»*. Al deze
,.componenten’” kunnen?) worden opgevat als
traagheidswerkingen van meetrillende lucht, zoo-
dat ook bij het vleugel-rolroer-systeem een deel der
krachten als traagheidswerkingen van meetrillende
Iucht kan.worden afgesplitst.

Het zal ook nu geschikt zijn, deze krachten in

de berekening op te nemen als foeslagen op de
massa’s van de onderdeelen van het systeem. Dit
vereenvoudigt de reeds voldoende: bewerkelijke
numerieke uitwerking. De grootte van .de toeslagen
zal later precies worden opgegeven.

In de Lagrange'sche bewegingsvergelijkingen
van den trillenden vleugel zijn de luchtkrachten en
hunne momenten opgencmen in den vorm van ar-
beidscoéfficiénten. De vorm van deze coéfficiénten
moet nu, vitgaande van (269), worden vastgesteld.
Men vatte daartoe de krachten en momenten

K, M, R, N op als resultanten van een groot aan-
tal krachtcomponenten K3?) aangrijpend in gelijk-
matig over de heele diepte van de beschouwde
strook verdeelde punten P, (1; = afstand van het
aangrijpingspunt P; van de kracht K; tot de be-
schrijvings-as, positief te rekenen wanneer de laat-
ste voor ligt.) Symboliseert 2, een sommatie over
den vleugel alléén, X, een sommatie over het rol-
roer en 3 een sommatie over het samenstel van
beide, dus over de heele strock, dan moet, volgens

de definitie van K, M, R en N:
2ZKi=K; —2XKi(yi—ci)=M ;"
ZKi=R,;, —2Z.Kifyi—c.)=N (273)
zijn. .
De arbeid, die de luchtkrachten bij een kleine
1) Met behulp van later gedefiniéerde, in tal;el 2 in ge-
tallenvorm gegeven functie’s R, (die met samenvattingen van
functle’s ¢p overeenkomen), kan men hiervoor nog schrijven

(Rstat_)= A X. -?IQ U"’[(R‘.’:z_ + ?tl' Rﬂﬁ +I)f'_
- (bd“_ Cr) (1} Rm_ ‘l" R.'l_)]
2} Ock de phasen’ van deze krachten laten de te vermel-
dent opvatting toe.

#} In de hierna volgende meer algemeen geldige bereke-
ningen is de bovenstreeping van ,,complexe’ grootheden, daar
zij geen toelichting van beteekenis geeft, niet consequent aan-
gehouden,
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virtueele wijziging van de uitslagen verrichten, kan -
worden geschreven:

(aA)srrookﬂZKid_zi (27‘1’)

waarin éz; de verschuiving is van het aangrijpings-
punt P; van K.
Voor alle punten van den vleugel-alléén is

(275)

en voor alle punten van het rolroer, mede vol-
gens {241}:

dzi=0z—yido—(yi—ca)(dy.—dqp) (276)
Dus '
(aA)strook—_*EUKI(‘SZ‘*!JI(S(P)‘{—ZrKi[‘szW
—yidp—dy(yi—ca) -+ dp(yi—cy) =
=6z2K: —dp2Kiyi— 0y 2. Kify: — cu) -+
+Oop X Kifyi— cq)
Gebruik makend van (273) schrijft men hier-
voor
(8A)ok=Kdz+-Mdp—c.Kdp+
+IN—cR+ciR]éy —(N—cR-}caR)dp=
=Kdz4+{M—- c.K —N—(ca—c}R]dp+
+IN+(ca - cc)Rfdy. (277)
Stel nu, overeenkomstig (245)
dp=—pdQ,

dz;—=dz— y:dp

dz=2z2,0q, Oy, =dy,

Dan wordt .

(r) A) Kz,
d 1/ strook

(iﬂ —[M—c,K—N
4] Ql strook . (i‘Cﬁ_Cn)R](Pg
((SA) N4 (ca—c)R
4 Yl strook r
Substitueer in {269):
Zpol =g, =z-—C,Q
Poe ==
‘erz.,
vervolgens, op grond van (266)

C=+(c‘1—cr)y=—|—c-d,;v’

(278)

2n tenslotte volgens {241}

y=ye—¢
Het resultaat luidt:
K=dx.m vi[zk,+olkyt—cok: — “
—ky t - cack: )“‘?’f(k:f.t'i”cdfk: )]
M=dx.mpvitfzm.+pfmyt—com:—
— o, t— cqrm: )—Jr.—yr(-m? t—{—Cd:.m-: iy
r}?:Ax.le’."[Zf;—l—()’)(f,p.t_Cul'z—
— ot —cur; -yt E 4 carr: J1
N=dx.m vt[zn.4 @(n,t-—con,—
—n, t—curnz ) ye(ny t4cans )]

Zet men hierin:

(279)-

Z=(1 21 p==Qi Ye="Vr
en substitueert men het resultaat in (278), dan
krijgt men na integratie over den vleugel formeel




"~ de arbeidscoéfficiénten voor de Lagrange-verge-
liikingen {251), (252) en (253). De uitdrukkingen
voor de coéfficiénten zijn, zooals ook vroeger het
geval was, feitelijk alléén correct wanneer het
systeem een harmonische trilling uitvoert, d.w.z.
men kan er de krifische trilling binnen het kader
der gemaakte onderstellingen exact mee behan-
delen,
Schrijft men {zie {251}, (252) en (253))

h\
Ka —rf-’[mL(a“qlzu—#al,thqh !

+amf}’z}21dxl
MQ,=y-/-mL(a,lqlzl-{—a”thqh (280
Lty )t dx
Myr ‘1"/‘11‘1‘['(&3:(.]141-]—&1 thQU.l-f"
dptyi)tdx
dan wordt
é11=’(‘;
Cy Cdr
Sk — ke —f, — S ke
& L i - (281)
k’i13-—k;.—|—%’_
Cy Cdr
531:m-~——t—.’f,—n;—7rz
é,,g=m,p'——%kw n, ¢ ry—
_.(m:_g»kz_nh_“dfrz)&,*
\ f t
Cp Cdr
- m?_‘t_kz y S0 A ( (282)
—(m‘ —-&kkwn:—‘i’r\)‘c—dr
t t
éJm—-m;w—%ky)n —%{rrl 4+
Cyp Cdr Cor
my— —k:—n; -~ — )—~
+( - £ e E r o
Car
531=nz+§‘ Iz 4
- Cdr Cdr Cy
ajgmnm—{—T!'q,— (H3+?—r2)?—
c c Ca (283)
dr dr dr
—{m G ) (ne « )%
Cqr Cdr
dp=r, + r,—{—( +‘E' “)Td

Kiest men de cobrdinaten niet volgens (245),
doch volgens (247) (met ipwv. 7, den hoek v},
dan wordt:

(5z*21§q1+22(5qq
dp=Cip.8qi+Copadgn
Oy.==0y,

Substitueert men dit in (277), dan blijkt dat
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S
=

(
i

(g?r)srm} =N + ca R

) _ —Kz (M —cK— N~ caR)Cugy

Y

-1

JES

) Kz (M —cK—N—cy, 5 } Cape(284)
strook

Qe

Vervangt men nu in (279)
z door g zi-+q:z; en @ door . Cipr+ @ Cagp:

dan leidt substitutie in (284).en integratie over
den vleuge! tot bruikbare uitdrukkingen voor de
arbeidscoéfficiénten van de Lagrange'sche verge-
lijkingen {258), (259) en (260). Men vindt:

Lgi=—»® /mf_[auzl +
A+ Es ) £ 20 Copu - Ent? Cerplg+
S+ (Euzize+ 80t 2, Cogu+ antz.Cips +
+ 80 2C, Copips) @2 +(E1s 21 +
—{—a»;tC,q},)ty,]dx 285)

Lgw==17? [mLE[(‘énz, zp @yt 2. Coop -
—l—;'i'_-ltang(p:_.—)—ég._-t'-’Cl C._-(pup:_.) g1+
_ -}-*é“zﬁ+(ém+éu) tz. Coqpa +
+ 8 £ CF 2l Gt (&as 22k Bt Copa) t7:] dx (286)

Lyp = Imj_[(aalzl FantCip)tq+
—*{—(a_uz +aqatc (p)tqn-l—a”t ]dx (287)
waarin de dimensielooze coéfficiénten &;; de door

{281), (282) en (283) gedelinigerde beteckenis
hebben. .

' De arbeidscoéfficiénten voor het laatste stelsel
latér te gebruiken Lagrange-vergelijkingen (264),
{265) vindt men direct uit (285), (286) en (287)
door daarin q, =z, — ¢, =0 te stellen. Dan
komt exr ’

q]ﬂl"/.ml[’auzl +(&1_+3“1)tZ1C1991+
I fPf‘q« (&132\+&'31C1(P1)t}’:]dx(288)

NJ,,=’,' /mL[(am 21+35chlq71) tq1+

|- &sq £ }’:] dx. (289)

Tenslotte moge worden nagegaan, hoe groot de
toeslagen op de massa van het systeem moeten zijn,
om de onderstreepte termen in (271} daardoor in
rekening te brengen. De sleutel leveren de verge-
lijkingen *(251), (252) en (253}, in combinatie met
{280). Bij een harmonische trilling worden de
traagheidskrachten in de drie eerstgenoemde ver-
gelijkingen gegeven door:

—-v”ql[muzfdx : +.3‘2Q1/‘m1:‘21q31dx
+ 7y, /mm zidx
4+ g ’/‘ml._.zlrpl dx ; —r”Q.fmgecpﬁdx
: _,vﬂy,_/"mﬂ.pl dx (290)




a2 qlfmm zydx —F Qlfm'-’“ Prdx

— iy, fmadx

Ordent men de luchtkrachttermen in de rechter-
leden in een analoog schema:

Py, [ P, Q. pl:s}’r
pgl (o2} pt-;» Q‘J PL’.? Ye (291 )
P-jlqi Pau Q1 paa Ve

dan wordt.volgens (280), (281}, (282), (283) en

{271), in {271) alleen de onderstreepte termen in
aanmerking nemend:
- —]
pu:J""/mLZf"dx '
h, @,
Po=r [mL( cv—|—4;t——cd,?)zlqndx
(.D,, ! :
pl:i=]' /mL(_ at-}—&h - )zldx
t P Ly
P91=r"/mL(—‘—— cot ‘ﬁt - Carm— )zl(pldx
P22=1'”[nzL(33-2 4 dc. t_ - t- -+ cd, t+
. D, @3 (1).‘;7
-+ ' — e 3 t+2c¢, Car = Cr gy ¢4
Dy WL
ERT= A }'r-’)"f"‘ 4% (292
" ¢ 1134 D,
Pammr fmy[{gh 04 e = (et
ﬂ?t {pﬂt g). d
_|‘ (:’d:ﬂj —CdrSH Co Cdrvl_‘_’cdr o )f}fh X
Pyy=v /mi(—f_: t— Cy, - )z, dx
* 7T, @s A
p-;_w—l /mL(ﬁt' CdrS?T?+C”I_t7
@ q)w {D:} 7
__CvcdrT‘ 167 t"+fu’r2:ﬂ7t—'ca‘r o )!p;a’x
D, " ‘D LD
pdd="-/m[_<]6 Cdrf_ﬁt-{—Cdr';‘) d

Daar Py — Py blijkt te zijn, kunnen de termen
{292} inderdaad worden opgevat als toeslagen op
de termen {290) van de ,echte” traagheidskrach-
ten, Wanneer later te definigeren (zie de formules
(315)) functie’s R. welke samenvattingen van be-
paalde Kiissner'sche functie’s & vormen, worden
ingevoerd, leidt de combinatie der grootheden
{290) en (291) tot de navolgende formules voor
de , massaverdeelingsfunctie's mét toeslag’” van het
systeem (de oorspronkelijke functie's — dus zén-
der toeslag — ter onderscheiding {mu/, noteerend,
evenals zulks in (44) t/m {47) geschiedde):

mp={(mu),+m;

Mo (as)o - g (€ R €, 0, Ri)

M= (mls) +ml’, (quo—Cd:Ru}

Mag== (Mo} o+ m; (£ RayF+2¢ct R+
+CdrtRal+Cv +2cocar Ro -+ ca? Ru)

mua—(mzn)o+ my (-1 R4-5+CutRan+

+CdrtR-!5—CderR““_‘Cdr?RN)
m:m=(m.1:'.)u —+ mL(I"’an— CdrfRdT‘I_CdrERas)

(293)
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Getallenwaarden van alle functie's R (welke,
overeenkomstig met wat voor de @'s geldt, uit-
sluitend afhangen van den parameter %)} kunnen
aan de tabellen 2 worden ontleend. 1)

Woanneer de functie's my in overeenstemming
met de bovenstaande formules worden gecon-
strueerd, kunnen in alle later te gebruiken formu-
les, waarin de coéfficiénten ki k,....n: dircct of
indirect voérkomen, aan die coéfficiénten de waar- -
den {271) onder weglating van de eerste, onder-
streepte, termen worden toegekend.

Er wordt aan herinnerd, dat numerieke uitwer-
kingen kunnen worden vereenvoudigd doorin ieder

Cdr
geval voor de grootheden R;, en voor ‘;, constante

waarden in te vullen, zoodat dergeh]ke grootheden,
en producten of sommen daarvan, véér integraal-
teekens, die integratie’s over den vleugel deli-
niéeren, kunnen worden gebracht.

10.4. Materiaal- en wrijvings-demping.

Het spreekt vanzelf, dat men de materiaaldem-
ping op vervormingen van den vleugel-alléén op de
gebruikelijke wijze — d.i. of door toekenning van
complexe waarden aan de stijfheidsparameters van
den vleugel, of, wanneer deze door gebruik van
materiaal eener standtrillingsproef niet explicite in
de formules optreden, door substitutie van ,,com-
plexe” eigenfrequentie's van het systeem in stil-
staande lucht — in rekening zal kunnen brengen.
Het ligt voor de hand, dat men een ({elliptische
hysteresis-) demping op rolroerdraaiingen op ana-
loge wijze zal kunnen weergeven door de wveer-
constante k, der rolroerbesttiring complex te nemen.
Echter is de demping op rolroerbewegingen in wer-
kelijkheid gewoonlijk voor een belangrijk deel een
wrijvingsdemping. Dit verschillend karakter van de
demping op rolroerbewégingen is, wanneer voorop-
gesfeld wordt dat afzonderlijke rolroerbewegingen
werkelijk optreden, weinig belangrijk, daar men de
demping toch zonder veel bezwaar door een aequi-
valente — d.i. per periode evenvee! energie ont-
trekkende—hysteresisdemping zal kunnen vervan-
gen ). De eenige consequentie is, dat het nu nog
meer noodig kan zijn, de waarde van de dempings-
constante (= voorloophoek der hysteresis-kracht)
afhankelijk te stellen van de amplitude, de bereke-
ning dus voor een serie waarden van de dempings-
constante door te voeren.

Er wordt verder de aandacht op gevestigd, dat
wrijvingsdemping bij kleinere verstoringen blok-
keerend kan werken, d.w.z. vrije rolroerbewegingen
geheel onderdrukken kan. Een gevolg hiervan is,
dat'de vleugel zich voor Aleine verstoringen nage-
noeg als een systeem zénder rolroer zal kunnen

gedragen, en’ dat eerst bij grootere verstoringen

1} Deze tabellen bevinden zich aan het eind van het rapport.

2}  Van theoretisch standpunt is het eenige bijkomstige
gevelg van wrijvingsdemping eigenlijk, dat de trilling niet
strikt sinusvormig blijft. Het is echter onwaarschijnlijk, dat
de vervornting van de trilling zoo groot zal zijn, dat daar-
door berekeningen. die de demping als aequivalente hyste-
resisdemping in acht nemen, niet nauwkeurig genoeg zouden
blijven.




het rolroer gaat medespelen. Daarmede bestaat in
het bijzonder bij vleugels met dynamisch onderge-
balanceerd rdlroer de mogelijkheid, dat het inzetten
eener onstabiele trilling is gekoppeld aan het op-
treden van een grootere verstoring (remous-tik)
van het evenwicht van den vleugel,

Niet alleen de aard, maar ook de inviced van
demping kan bij een vleugel-rolroer-systeem ‘an-
ders zijn dan bij buigings-torsie-trillingen van een
vleugel alléén. In het laatste geval is zij vaak be-
trekkelijk gering, d.w.z. de kritische snelheid van
het gedempte systeem blijkt bij normale vleugels
dikwijls niet al te veel boven de kritische snelheid
van het dempingsvrije systeem te liggen. (Dit is
voornamelijk afhankelijk — behoudens van de
grootte van de demping — van de kritische waarde
der gereduceerde snelheid. Is deze klein, b.v. 0,5 &
0,7, dan kan de demping een verhooging van be-
teekenis, b.v. 20 a 30 %, van de kritische snelheid
veroorzaken, is zij groot, b.v. ca. 1,0, dan speelt de

demping meestal geen belangrijke rol). Men kan

dan ook de demping bij dergelijke berekeningen
eventueel in eerste instantie verwaarloozen, zonder
dat daardoor waardelooze uitkomsten ontstaan.
Anders is het bij aanwezigheid van een rolroer.
De demping kan de kritische snelheid bij een vieu-
-gel-rolroer-systeem zoo sterk beinviceden, dat kri-

tische snelheden, berekend zonder inachtname van

demping, iedere directe praktische beteekenis ver-
liezen. Men neme dus, wanneer het erom gaat
.goede” waarden voor de kritische snelheid van
een vleugel-rolroer-systeem te berekenen, de dem-
ping steeds mede in aanmerking. Feifelijk is dit ook
noodig voor het verkrijgen van een goed theore-
tisch inzicht in het gedrag der vleugeltrillingen.
Het blijkt n.l., dat zich het interessante geval kan
voordoen, dat een kritische trillingsvorm door dem-
ping geheel wordt geélimineerd. De stand van
zaken is dan de volgende:

De kritische snelheid berekenend zonder dem-
ping in aanmerking te nemen, vindt men drie krifi-
sche foestanden, d.w.z., men vindt drie verschillen-
de stellen waarden voor V., v en de parameters, die
den trillingsvorm vastieggen, waarbij een juist on-
gedempte vleugeltrilling-kan optreden. Men is na-~
tuurlijk geneigd, dan die trilling als de ,praktisch
belangrijke” kritische op te vatten, waarvoor het
product Vi v (dw.z. de kritische sneiheid)
minimaal is, Herhaalt men nu de berekening onder
inachtname van demping, daaraan verschillende
waarden toekennend, dan worden de drie kritische
trillingen aanvankelijk (bij kleine demping) terug-
‘gevonden, echter blijkt dat de twee met de laagste
waarden van V (iin ..naar elkaar toe komen'.
D.w.z. de. kleinste kritische snelheid wordt naar
behooren verhoogd, de middelste echter verlaagd.
Bij een bepaalde demping, die binnen het gebied
der in de praktijk aangetroffen waarden kan lig-
gen, vallen deze twee kritische trillingen tenslotte
samen (zij worden gehee! identiek, ook wat den
trillingsvorm betreft), een geringe verdere verhoo-
ging van de demping elimineert dan deze twee
kritische trillingen geheel. Bij groote demping blijft
dus alleen de derde, oorspronkelijk hoogste, kriti-
sche snelheid (die door de demping verhoogd is)
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over, en deze blijkt inderdaad na overschrijding een
niet ‘door demping te elimineeren hevig-onstabiele
trilling op te leveren. :

Men kan het gedrag van het systeem nog an-
ders interpreteeren, wanneét de demping zeer sterk
afhangt van de amplitude van de trillingen. Men
komt dan tot de conclusie, dht het voorncemde,
langs den weg der berekening vastgestelde gedrag
van het vleugel-rolroersysteem een theoretische
basis geeft aan het reeds veel vroeger — in de
praktijk van het vliegen — geconstatéerde verschil
tusschen ,,goedaardige”’ en ,kwaadaardige” vor-
men van onstabiele trillingen (zie b.v. lit. 3}, Het
vermoeden ligt voor de hand, dat ..goedaardige”
onstabiele trillingen overeenkomen met het- type
trillingen, dat volgens de theorie door reeds rela-
tief kfeine demping kan worden onderdrukt.

10.5. Het gebruik van gegevens, ontleend aan de
standtrillingsproef. '

De mogelijkheden, die aanwezig zijn veor invoe-
ging van uit de standtrillingsproef verkregen ma-
teriaal in de vergelijkingen der theoretische analyse
ligt, op grond van vroegere mededeelingen, zoo-
zeer voor de hand, dat het niet noodig is hierop
nader in te gaan. :

10.6. De behandeling der luchtkracht-termen bij
de numerieke uitwerking. '

De veor de numerieke uvitwerking onaangename
omstandigheid dat de gereduceerde snelheid bjj
_een tapschen vieugel een functie van x is, kan
vanzelfsprekend ook bij het systeem met rolroer
worden ontgaan door een benadering van het het
type, beschreven in no. 61 in te schakelen. Er zijn
echter twee bezwaren: in de eerste plaats wordt de
formule, die den per tijdseenheid door de lucht-
krachten verrichten arbeid voorstelt, belangrijk ge-~
compliceerder, en in de tweede plaats speelt de
demping een veel belangrijker rol dan bij den
vleugel-alléén het geval was. Daarom wordt het
voordeel, verbonden aan de toepassing der in 61 -
beschreven werkwijze, betrekkelijk onbeteekenend.
Voor den vleugel met rolroer zal de grondslag der
numerieke berekening dan ook uitsluitend worden
uitgewerkt naar de in no. 62 gegeven aanwijzin-
gen. De Taylof-reeksen voor de luchtkrachtfunc-
tie's zullen consequent achter de in V, lineaire ter-
men worden afgebroken. De te gebruiken tabellen
bevatten echter ook getallen, die de inachtname
der in V, quadratische termen mogelijk maken,
zoodat men deze uitbreiding  desgewenscht . zelf
zonder te veel moeite kan aanbrengen. Er wordt
op gewezen, dat men, wanneer de tapschheid van
den vleugel slechts gering is, vele hierna volgende
formules en bewerkingen zal kunnen vereenvou-
digen door ook de in V/, lineaire termen in de
voornoemde Taylor-reeksen nul te stellen.

11. "Het vleugel-rolroer-systeem met toegelaten
vleugeldeformatie’s z — ¢, z,, ¢ = Q, 9. -
in den symmetrischen trillingsvorm.

11.1. Te stellen voorwaarden,

Voorwaarde voor de toepassing van de navol-
gende rekenmethode is, dat de bewegelijkheid van




den romp de trillingen slechts in zoo geringe mate
beinvloedt, dat de opvatting, dat de romp een
vaste inklemming voor den vleugel vormt, een ge-
wettigde benadering is. Bovendien is het ge-
wenscht, dat de fundamenteele trillingsvormen der
vleugelbuiging en der vleugeltorsie in stilstaande
lucht redeliik door de toegelaten ~deformatie's
q, z,. Q, ¢, kunnen worden gereproduceerd. Men
zie overigens no. 72.

11.2. Uitwerking.

De grondvergelijkingen, waarvan de berekening
uitgaat, zijn de Lagrange-vergelijkingen (251),
{252), (253) met arbeidscoéfficiénten, gegeven
door (280). De functie's my (i, k = 1,2, 3) wor-
den geacht te zijn geconstrueerd in overeenstem-
ming met {293). Men stelle '):

i \
/m1.|zl"’dx=M“

.fm‘w zoprd x=M.
[m pldx =M.,
‘/'ml;; zidx =M.,
[ o 5=

o

: /m“ dx=M.,

(294}

[17_11 2dx—c

"dx=ec

./‘bl._, z

kgt (b1) 4 [ (bp +'T 9 )d x = En
kool by)=Eu , |

dan luiden de bewegmgsvergeh}kmgen na substi-
tutie van :

q1: qloe ire

Q.l=éto'e i }’A’E'}_’roeiFr (295)

1} De formules voor de M, ’s kunnen met behulp van
later — door de formules (308) — gedefinierde afkortin-
gen, de wifdrukkingen (293) voor dc my's substifucerend, in

den navolgenden vorm worden geschreven:
M11=-/(ﬂ?“)0219dx—f—ﬂm !
M.= /('lmm)ozi 1 dx -+ /hrR:}u +

4 s 4 12! LRy
M= /(mp) P12 d X+ pros Rus +
2tse¥ Rap 4+ 2 ptaw "R + paatt - .
+ 2 ptas* Ra -+ ' Ray} (294a)

Mu= /(-mm’)'n Zldx‘f",ul:; R ‘;41513{[ RD

M= j (masjopid x 4 pos Run -+ ,“23” R+
+ a3 Ras — pas? "Ry — 1129’ Rua

M“_j(mm) dx — et Ry 4
‘ - g 'R“—E- ttgy Rag’
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© 1o (M1a—/mLa:;1t21dx) -

Guo [e= 3 (Mot [my d 20 dx) ] +
+Quf—ec+i? (-M,;,-f mpdtzipidax) ]
A Frod? (Mf,-,—/‘mLé,-;tzjdx) -0
qm[wec—l-v(M, /mLautzlrp,dx)]-{-
4 QuofEuv—#( M., —I—/m[_amt prdx) ]+
+Fro[—Eun—i (IW,;+/mLa Edx) J—=0

(296)

—-am[Eu:r-l—'D”(,Mu;;—t-‘/m,_é:;-_.i“-’qu dx)]—|-
.—|L ?;Q[Tfrﬁi’a(M:a:{ + /mLa":mt"'dx)] =0

De vergelijkingen voor de standtrilling worden
hieruit verkregen door m; = 0 te stellen!). Men

- lost, in dat geval, vit de laatste vergelijking op:

_ _q.w?'ﬂMiuuam (‘E:’:}—t—"'ﬂMr:})‘
Fre v M — k.
Substitueert men dit in de beide eerste vergelij-

kingen, dan vindt men dat voor de standirilling
moet gelden:

N M,
Q'lo[c'_?" (Mu 'V'Maq"“‘k)}—i_ Qlol
—ec+»? %Mr-_)- (EQ:,;;; ;3iM13;] =

. e , (297)
1 avny (Eatr Ma) Mgy
Qm{ ec+] (Mv e M.m—k gJ

o My L (Bt M)
+Q10[E2--—'7 M->+ T"M.rm—kr i\ 0

Vormt men de coéfficiénten-determinant,
substitueert men’ vervolgens:

r=';r.B of P= )'T

dan verkrijgt men twee vergelijkingen voor onbe-
kende stijfheidsparameters. -
Er zijn 5 van die parameters, n.l.

c,ec,Ew,Eun. k

doch E,; en k, kunnen zonder al te veel moeite op
andere wijze worden gevonden [k, uvif een directe
meting van de stijfheid der rolroerbesturing, en E,,
uit k, en een torsieproef op den vleugel ter vaststel-
ling van de ligging der dwarsdoorsnede x = b,,
waar de rolroerkoorde precies in het verlengde van
de vleugelkoorde blijft.} A

Men stuit dus op denzelfden toestand, die reeds
bij de behandeling van den vleugel alléén in no. 72
is aangetroffen. Men kan probeeren, of substitutie

1} Men kan bovendien de demping buiten beschouwing
laten, en dus y en de stijfheidsparameters reéel stellen. Te-
vens construeere men de functie's my volgens (293), daarin

m e !
=+l =
L ¢ 32 m?
stellend. (normale luchtdichtheid!}

.en -
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./.mLéf_.‘itz;(p., dx=me(-mz——n.-)t-zlqn.dx—v

—--fm}“cl,k..z;q),ldx—;/-mLcdrr;,zJ(p,dx
J/lmLé-T_.tﬂ g’ d x = _

xfm,_ (m,—n,—m,+4n,) p?d x —

—-me culky +m:—n,—k.) todx - '

— /'m,_ Cdr (rp— Ty b me—n:) tpdx 4

- [mpcarco (v k) ped i +|

—|—/.mLc.,-k gt dx /mLcd, rogpit dx

(305)

/mLégat‘-'qal‘dx: /mL(myH—n),) g dx—

-—-[mLCuk?tq}wldx-—

‘mmecd‘-('r,,—m.:-{Hn:) fqn.d:f—

— /micucd,k:tp. dx— lmLcd,‘l T d,xf

[mLantz‘dx—— .
menztzldx—&—/m,_cd,r Zdx
ijag»t grdx = )
‘ ' ij(n,,, n,) t* rp,dxﬁlmLcun tpsd x4+

- (306)
+ijCdr(r,, r,—n:jtodx—|"

‘ /mLcucd,r q)ldx——/m,cd, r: (pldx
mea“t dx=— /an t*dx+
—}—/mLcar,(r +n: )ﬁdx+/mLcd, rr dx,

In deze formules moeten vervolgens dé betrek-
kingen (271) worden ingevoerd, waarna gebruik
wordt gemaakt van de navolgende reeds vermelde
vereenvoudigingen:

lo. Een functie F(V) van V alléén wordt
ontwikkeld in een reeks (92), die na 2
termen wordt afgebroken ). Dus

F(V)— t0—~t

(307)

- Daartoe wordt een gemtddelde koorde
{, volgens in no. 62 gegeven aanwijzin-
gen gekozen.

. £
20. De groodtheid 4 == . wordt geacht con-

stant te zijn, en gelijk gekozen aan een
gemiddelde van de werkelijke waarden
van dit quotiént {bepaald voor een heele
serie dwarsdoorsneden) verminderd met
ca. 20 %.

1) De"derde term luidt: ! Ve F" (V,}). (tf;t)-

Stel nu:

/mLcar’-’tp'ld‘x=,Ltn

[mL312d'x = iy
/mLtzer‘idx__#l,
'/ml_cuz.rpldxm‘uw
[mLCdr21fp1dx=‘umd
j'm,r,ledx_—_‘u“

/lmz, Car 21 50 == piga"
/HmL 2 ‘7312 d:;‘m s
/mLc.,trpl d x— pay®
/-mLCd:ffPl d x = s
/mL Co Carqn® d X = pay®d
j‘mL cl @ d x = v

[m,_ ca @i d X = 144

[mLtEqndx=,u23

[mL ot hd x = Hay”
/mLCdrtfpldxﬂ taa™
/mL Co Coe P d 20 = "
o

A
[mL el == ptay

'

me Car £ x = prgs!

d/mlcdrgd X = ,u:m;ld

en na invoering van de afkorting:

/mL cofZignd x =l

v/ml-_cd”:zl pid X ==Ag!

']mLEtzldx=/1m

[mLC‘d;szld:X':)\m‘l
W .
ijEtgql,'-’dx=ﬂ.._>._.‘
/mLCvth)lzdx:j-Mu

/m;_ carft it d x = han!

- (308)

{309)

(310)




.[m,_ CotarEpt d ot =1 %"
[ my Cot E it d X =1
,[ my ol £t d x =Tt
meE fsdexﬁ;~:::l
mec,,thndx=i-_m" )
'[mLCdr-Etrp.ldx=ia:;" (310)
s ‘
' [mL CoCdel nd x = ;w-zwl ’
/mLcar Fud x = Ay’
.

lm,_;t dox=4ia

/mL Cdré‘ tld'x=;~.'mz1

/AmLCd;;)Ed.x:Z:mA‘I -

De door {308) en {310) gedefiniterde 40 con-

stanten kunnen alle in principe gemakkelijk door

numericke of grafische integratie worden bepaald.
Het spreekt vanzelf, dat men in de praktijk een
aantal geschikt gekozene werkelijk zal berekenen,
waarna vele andere eventueel kunnen worden ge-
schat,

C
Heel vaak zal men althansTd'als een niet van x

afhankelijke ¢ o'nstante kunnen -behandelen, in.

welk geval alle constanten die de 4 in de
.indiceerende exponent” bevatten exact op andere
kunnen worden teruggevoerd B.v.

4 Cdr

Cd
pol == [m tzi dx——;zl,

(311)

pag®t— Moz

Cee {mLcl,trpﬁd'x=Cdr
g ST ¢
In dat geval wordt het aantal infegratie’s fot de
helft gereduceerd,
- Wanneer de tapschheid van den vieugel slechts
gering is, zal men in (307) de tweede term rechts
kunnen weglaten, waardoor de berekening van alle
1's vervalt. {Men rekent met & = 0.} Is het noo-

dig een derde term aan. (307} toe te voegen, dan -

moeten de afkortingen (308) en {310) nog met
een-derde stel, dat & bevat, worden aangevuld. -

De luchtkrachtcoéfficiénten k-, k, . . .. . n:
bevatten de navolgende functie's van V:
V=V .
Vi=Ve :
4i13.Vz4i(,AﬁiB)V%p;—|—ipL’ (312)

~ {zie {131))

4PV“:‘I(A——lB)V -—pa—lpg
{zie (131)

Refereerend aan (307) komen &1entengevolge
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. de navolgende reeksen voor!)

V=V, 4 Vof"{fz.vo (1 +§)((zie(309))?

VE= Vo4 V.2V,

4iDV-- pm+p“:,+zp,° -i—zp.({-'(zne(l?v?})\
‘1PV — Pt pad—ip:’ —ipn £

Men heeft, volgens (271), de onderstreepte ter-
men weglatend: o

bo=— (protip’) — (pu—+ipy)é
@) Ly
k«p Ak? = (1—_-(_) [(p'-’o'_lpgf”) +

+ (p'_':‘_“ip:'.l') f] +

+ (1= (pet o) +
- (pupip)E] i ( =2 v+ g

oy

’ d),, : ’ . '
k —f;[plo—f—*fpso —f—(P'u—f—IPur)‘E]

_ q)-l:i :
- =_i2ﬁ;_[(pw*ap-_ao’)+ (314)

. A A .,
ipn') ] — — [Pt ipi’ +

+ (P

q)lfl
+ (pu 4 ipn’) &= 2i—= Vo (1 4 &)

q)‘ T - ’ T . r
k, == — [pro— ips2o” | (Poa — ipw )&+

e (b i p + (ot ip) 5+
' +?i% Vol +&)

mzfngm—% [peotipss’+
+{pu+ipn’)£]

r;=—%31 [pro—+ipi’ + (pri+ipu )] |

@, @ DBy L
G (4; i s) [pzo—ips’+
b, B,

) [proipi +

P -
+(P-’1_“1P11)§j+( P 16 7°
¢10

oo i+ (BT v 120
P

1} - Gebruikt men reeksen, die de drie eerste termen der
Tayvlior-ontwikkelingen bevatten, dan komt er

V —V1+8) _ .

Vi=Ve(l +2848) - g

4[PV"‘-'pm+pu§+Pl'§ + (313
+ i p1o” + pua’ ¢—}—p 2 ) (313a)

4PV zpot pub 4 peli+
. +1(P20 -I-P°a £ pu &)
.De functie’s p,,. ;.. p,, en p,, zijn in tabel 2 naast de
andere mede opgenomen.




ky+m:—n.— ( )[Po—zp '+
(pos— ipa )§J+(1;
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Het ligt voor de hand, uit deze vrij lange uit-
drukkingen die grootheden, die functie's van 5 — =

zijn, op doelmatige wijze samen te vatten tot.een

stelsel fe tabelleeren functie’s, die direct in de nu-

merieke uitwerking kunnen worden ingevoerd en
deze zooveel mogelijk bekorten. Deze functie’s, die
~ door te nummeren symbolen R zullen worden voor-
gesteld, kunnen op geschikte wijze als volgt uit de
Kiissner'sche @-functie's worden afgeleid:

. @1 -
Ri—1—"
T
&b,
— 1 .. l
R. =1 47
R —1--2
e A
Ra+EO
_ 29,
R =""" (315)
ST
b,
R5+ﬂﬁ
14
_ @
Ra ﬁ'—l
i3
Ryt =0
p— 2@y
R = p- i
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"2
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Ry =
i
&,
R, =2
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By
Rl(l_4—::r
_ %
11 .
@, DD,
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B, D, D,
Ru—g 1o m
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b DB @,
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. (153'1' (f"x
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R21_2R21+
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Ruy® ==
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R23+:0
R 20,9
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Rut=0
_ ¢, 8lny, |
R~ =38 Bl (g
72 n?
2 Py,
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R =Runt
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e
R 21
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Ru=3 8%
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R_m_ 164
o,
Ro= 32

De functie's Ry, t/m Ry, zijn toegevoegd ten be-
hoeve van den overgang der vroeger algeleide for-
mules (292) op (293). Er wordt de aandacht op
gevestigd, dat de functie R,,— behalve van ,
ook van 7, afhangt. Aangenomen wordt, dat
7, als een (niet van x afhankelijke) constante kan
worden behandeld, hetgeen overigens altijd het
geval is. Alle 47 -} 19 functie’s R ziin, om de nu-
merieke uitwerking zooveel als slechts mogelijk is
te vergemakkelijken, in tabel 2 in getalienuorm ge-
geven.

Er wordt op gewezen, dat de overigens tameh]k
willekeurige indiceering der functie's R z46 'is ge-~
kozen, dat in alle volgende formules de indices

~+ en — kunnen worden weggelaten.
Combineert men de formules- (304), (305),
{306), (308), (310), {314) en (315), dan ont-

staan formules, die de luchtkrachtintegralen direct
in de getabelleerde functie’'s R en p, onder scheiding
in reéele en imaginaire deelen, uitdrukken. Deze
uitdrukkingen kunnen in de coétficientendetermi-

- nant van de vergelijkingen {296) worden inge--

voerd. Het resultaat zal onder vermijding van tus-
schenstappen meteen worden opgeschreven. Men |
stelle, om direct tot den meest algemeenen vorm
van deze determinant te komen, eerst

¢ =cfl fiag)
(316)
ke =kl 4iar)

waaraan eventueel E,; = E,, (I 4 ia.} zou kunnen
worden toegevoegd. Echter is E,, in den regel al
klein. waardoor het product a,E. geheel onbetee-
kenend zal worden, zoodat voor E, gevoegelijk
E,, = k.ap,(b,) kan worden geschreven.

Schrijft men de coéfficiéntendeterminant van
(296) in den gebruikelijken vorm

A11+fA11 ; A1n+IA1 B A1u+fAm’
Aq1—|—!Aol S Aog—l—lA__ M Ag:;—'—l.A‘z:s’ :O (317)
A31+1A31 ; AJQ+I'A32 : Aga—!—iA:m’

en stelt men, meteen aanpassend bij de berekening

der kritische trillingen, dat de frequentie » reéel s,

“dan vindt men, alle door de formules (304} t/m

{315) gedefini¢erde ontwikkelingen inschakelend,
tenslotte de in tabel 3 samengevatte uitkomsten.

Met deze formules is het gestelde probleem tot
de grens der numericke uitwerking gevoerd. Men
realiseere zich, dat de formules in-den meest alge-
meenen vorm zijn ontwikkeld en dat de numerieke
doorvoering der berekening niet z66 bewerkelijk is,
als de lengte der formules op het eerste ge21cht
doet verwachten.

Tot besluit volgt hieronder de ontwikkeling van
de determinant-vergelijking (317) tot 2 reéele ver-
gelijkingen: :




. Alg(Ag‘lAag—

A.;(A-::: A:L:i—A'_l‘_l“’A:{:l’—A'_'ﬂA'.‘!? + A‘_’:}’A.‘LB’)_Alllr(AEE Asa’ + AEE’A:}.’}‘_AQ:;A.’]:!,_A?H’ A;.z) -

As’ Ay’ — A Ag + Auy” Aa ') “I‘Am’ ('An Az’ -+ A2‘1"A33—A23A31"—A2'3’A:u) +
-+ A:;;(A:uAnz—Am'Auz’—AzzAn—I-A-.\:A’A:n’) —A (A-_u Ay’ + Agl'Aaé—Aggﬂal’-—_ﬂg'g'

A (AzeA;;;.' + A'—"-” Aiaa—'AaﬁAu"-'- Ay A.w) + Ay (A::'AM—A"_'E’ Asy’ —AgAns + Ay’ As?') - l

— Al-_-(A:"lA:;u’ -+ An’ Ans—An Ay — A’ Ast) — AL (Au Aﬂa—An'Aas’—Ae};Am—{—Aaa’A:u’) +
+ Ay(An A’ + A‘ul'A;;-a—AnnA-u'—Ao--'Am)+An, { Az Ap—Aun Ap'—As As —|-A22’A3‘1')50

Het oplossen van deze twee simultane vergelij-
kmgen voor V, en » is de meest tijdroovende be-
‘werking, die de berekemng van de kritische snel-

heid eischt.

12.  Het vleugel-rolroer-systeem met toegelaten
vieugeldeformatie’s: :

zZ=q 2+ q. 25 Q:Q1 Cipr 4 @ Coa
in den symmetrischen trillingsvorm.

12.1. Inleiding.

Het spreekt vanzelf, dat de rekenmethode, die in
dit. nummer zal worden ontwikkeld, -evenals zulks
bij den vleugel zonder rolroer het geval was (ver-
gelijk no. 72 en no. 73), in het algemeen bewerke-
lijker wordt dan de in het voorgaande nummer be-
schrevene. Daartegenover staan enkele reeds bij

herhaling vermelde, soms meer, soms minder be-’

langrijke voordeelen. In het gegeven geval, dat
bovendien een medespelend rolroer aanwezig is,
kan hieraan nog het voordeel worden toegevoegd,

- dat het mogelijk wordt de stabiliteit te onderzoeken .

van de combinatie van torsietrillingen met bui-
gingstrillingen in den trillingsvorm van den eersten
boventoon. Voor dit onderzoek is de in no. 11 be-
schreven rekenwijze gewoonlijk niet geschikt.

12.2. Uitwerking.

De grondvergelijkingen voor de berekening wor-
den gevormd door de: Lagrange-vergelijkingen
(258), (259) en (260), met door (285). (286) en
(287) gegeven arbeidscoéfficiénten:” °
- Stel .

. q'l - q.la eivr' qg =
en

qt’o eil'r })r: ]_),-9 eil’r (321 )
I( ngl"}—m'qu(pj)dxiun
. ke le})l(bl)—wﬂ
j(__mlxz +m)3c (,U)d.X':Hq-;
| ;c,c.l%(b,)'mw%\
fm:sadxz.u:i:; }

krzw:iﬂ i

(322)

dan luiden de vergelijkingen voor de standfrilling

" van het systeem, de luchtkrachten dus weglatend

{behoudens de door (293) gegeven massatoeslagen
die geacht worden in rekening te zijn gebracht?!))
en dempirig verwaarloozend (v reéel):

1) waarbij de luchtdichtheid, waarmede m; evenredig is
(zie (47)). natuurlijk gelijk genomen wordt aan de dichtheid
van de lucht, waarin de standtrilling plaats vindt, d.i. gelijk

aan de normale zeeniveau-luchtdichtheid (é—kg S:E)
’ m

Cta — wia— v s ) 4 Jea (-

(319)
A31)=0
s (320)
GroA Wa—r Ui )+ Goo (Wi — 2 Uss) 4 |
‘—f—)_)ra(—w;s‘—l’?f.lm}:O f
Jia W"'l—'lﬂu'.’l Joo Wg_:% N
Guo (W= Us) oo (Wit U £

Wy — ¥ Hga) :0
w?n_l’2H23)+
+ ?ro (‘ws:l - 1"',"1133) =0

e deformatie-componenten worden in overeen-
stemming gekozen met twee eigentrillingsvormen
van den vleugel. Noteert men de bijbehoorende
eigenfrequentie’s », en », dan moeten de vergelij-
kingen (323) worden bevredigd door

+‘1‘_’r0(“

{ 324 }

Gio=1 Geo=0 Pro=(Pe}s r=z
en door I _
Go=0 Gro==1 Fro=(Fr)s r=rs (325)
Los uit de 3e vergelijkiné (302) 7., op: ‘
’ _ Wig v w..u+l P itay _
Fro== Wy — ¥ Uy Qe Was — ¥ gy Qe
S;.lbstitueer dit in de twee eerste:
ol Wty —EREETEE
+ qgo[W_lgr—VEUl.,u—
_ (wa 4 ¥ ttay) (War + ¥ liag) } _
" Waz— VU Cy (326)

3 —

(w”+v 111:;) (w;_,-+ll U"J)J

Way — ¥ Uy

Qw[Wu

(w”tﬂjto[

Wiz — ¥ Uy

-+ G20 Wz-z_ r? Us;' -

Ock aan deze vergelijkingen moeten de combina-
tie's (324) en (325) voldoen,
Substltutle van {324) leert, dat:

W — U“*— (WI1+]’1 uls)

=0
Wiy — 3" Usa
‘en W'_u—"l't:'Um— {327)
R . (Awm'+ r’.19u1'3) (_w::?§+-l’1"l2:l') —0
Was — v1¥ gy
moet zijn. en substitutie van {325), dat:
Wau — rs? U:z— MS)—Q-: 0
Was — Fa” llay
en Wy — w2 U, — (3:8)
(w11+"" Hia) (W21+1’ un) -0
Way — 1 'U;

moet zijn. Dit zijn vier vergelijkingen, waaruit men

Wo W, =W, U,=U., en W,, kan oplos-
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sen. Ter contrgle kan men U.. =[], tevens met
de formule (256) berekenen. 1)

De oplossingen. die men voor Wi, Wln =W,
U,, = U,, en W,, vindt, luiden: -

—- integralen over massa-coéfficiénten, ver-
menigvuldigd met deformatiefunctie’s z..
@, met de nummers 7, 8, 9 te indiceeren.

Men stelle dienovereenkomstig:

bepaald, waarna w , en w,, vastliggen, wanneer deor een

torsieproef op den vleugel bovendien de afstand b, is vast-
gesteld,

‘ /mLCd,fC1 Cepy f}’):.-d;xﬂ,“ﬁa‘I

[mL coCar CrCo @1 P dx = "LES"‘I

2 (w;s‘i-h I!m)
W11—~11 U1+ Way —— ¥ u“- [mL212dX¢#11'
Wom :2 (f-!h;"‘h i) (Wt Hz:x) . /.mLZIZde_’u‘N (330)
Y2 —— 1y Wy — V1% gy
(bt (w )y [ oty 2t % penn
pyt—iry? Wy~ P3* thas o 329 .
Wl’-*"""Un—I—-(wq"—l—v:’ u)'j) ( N ) /mLtZJClq.’ldx:‘ulg
Woa — 2" gy oo
I3 1 (W11+V1 uu) (wlq—!—lﬁ Ilva) /mchle;qndxr—f;l,g“ .
ﬂz"’ﬂg—i’ ' g — vty T / ' . A
i (wn‘l'“l’v uu) (wws‘l"?' Il'.’.s) U o My Cr 21 Ciq}ldx e
Por—in? Wag — Voo Uay i [mLtleEr;;gdx=‘:¢4ﬁ
Ditmaal worden, U, en W, niet nuI, zooals r. ‘
vroeger het geval was. Dit komt natuurlijk door- meCvzi Copod x= pis” .
dat de gekozen codrdinaten — omdat de rolroer-
uitslag als een op zichzelf staande variabele is toe- fm[, a2 Cogad x = fiay?
gevoegd — geen normaalcodrdinaten -van den (331)
vleugel'in stilstaande lucht zijn. Het voordeel, dat [mLtz C, ‘Prdx—:““
de stijfheidsparameters W, W,, en W, zonder
eenige moeite met behulp van de eigen-frequentie’s {m,_ co2:Ciopy d x— i’
kunnen worden berekend, blijft echter, zooals hier-
boven werd aangetoond, behouden ?}. Met een [m[,cdrz'.’ Cipid x = paa
elastische as heeft men niets te maken, )
Het vermoeden ligt voor de hand, dat U, en [m,_tz;»C-:qmdx:Ju;s
W, wel niet nul worden, maar toch klein zullen T ’
blijven. Quadrateh en onderlinge producten van ij Cozs Cogpad x == piy"
deze parameters zal men derhalve vaak kunnen '
verwaarloozen, wellicht zelfs deze grootheden zelf. fm.L car 2o Copod x = pizs! /
Het is, wat de uitwerking van de vergelijkingen - ’
(323) betreft, niet noodig aan het bovenstaande
nog iets toe te voegen. Blijft over de bewerkelijke [mLtz,dx— His
uitwerking van de luchtkracht-termen, die ter be~ :
rekening van de kritische trillingen aan deze ver- [m;_ Car 230 3 == gtz
gelijkingen moeten wotden toegevoegd. Dit dient (332)
te geschieden door vervanging van de nullen in de ]mLtz-_,dx:,u;‘,
rechterleden door de uvitdrukkingen (285), (286) : :
en (287). Door een zorgvuldige keuze der notatie's jm,_ ca,zgdx=‘u;,."
kunnen vele formules aan de hand van het onder
nummer 11 afgeleide direct worden opgeschreven. / !
“Ter vorming van het analogon der formules {308) my 2 C)2 g, dx— Has |
wordt daarom afgesproken: o
‘ . [mLc,,tCI Pt dx—,u.
— integralen over massa-cogfficiénten, ver-
memgvuldlgd met deformatiefunctie’s 2., [mL cd,tCI'-’epl?dx=y...,' '
@, met de nummers 1, 2, 3 te indiceeren. > (333)
— integralen over massa-coéfficiénten, ver— [mLC car Co? i d x = prag! -
" menigvuldigd met , gemengde” producten
van deformatiefunctie’s (bedoeld zijn pro- /mL c? Gt d x = tae™
ducten z,z,, z,Cup, 2,Cp,, C,Cip,p,) !
met de nummers 4,5, 6 te indiceeren. [mi_ cait Crgn* d ot — oy ;
1) Waarbi] men massatoeslagen in aanmerking moet ne- : '
men! De te gebruiken formule, waarin deze toeslagen zijn ,fmf_ e2C,.C, @1 @2 d X = 55
verwerkt, is onder de formules (337} opgenomen.
2) Ten overvloede moge er aan worden herinnerd {zie no. [m,_ ot C1Coqpupad x = pt5s”
11). dat B gemakkelijk door cen directe meting kan worden o ' (333)




LGt C Cagpigm dx—u-,, |
mL Ca” C; C2 T (Pld X = ,ur»ﬁ‘
[my, t Corontd x = gy

m cot Ca? q)'-’ X = Hyg"

e‘—-—._‘"—-—.___"—-—.___"-—.__-.—-—._\-.-—---—_,“"‘—-—\_ ——-—_,_

o

{333}

mLcdrtC 7 dx—u.m'
mI_cucd,Cg-tpy X = tlgg!
m,_ o C? g d x = prow?
m; Car? ng q)g"'dx=lugg""
N IS

/ml. t: Cy Prd x = s f

/m ot Crpdx = pay”
lmLCd,tclfp]dx—u,-;‘l
/mLCUCdrclq;[dx—‘u),”"

‘ jm ca® Ciopyd 2= prayd4 -

: {334)
’m 2 C. q%dx:u,m

] /mLC tC, 2 (Pa d.x—uﬁ.,

/mLcd,tC-_,ng d x = gy
/mLCqurC aqad x = ttgy?

: [mL Cdr._, C‘2 (fjﬂdx=;lﬂg£|tl
/n 2 d x = ptyy
/mL Cart d 26— jtz5* _ . (335)

/mL Catd x = pgy!d

In het algemeenste geval zouden dus 2 X 50 in-
tegralen over den vleugel moeten worden uitge-
werkt, want aan de bovenstaande 50 formules kun-
nen nog 47 overeenkomstige voor de coéfficiénten
A worden toegevoegd. Vanzelfsprekend zal men in
de praktijk het aantal werkelijk uit te voeren inte~

gratie's door invoering van benaderingen CTd_'=
constant, ¢, = @,) en door gebruik te maken van
op .interpolatie” berustende schattingen (b.v. g,
uit g, en p,,) drastisch trachten te beperken.

De formules voor bij de bovenomschreven con-
stanten p aansluitende i's zullen niet expli-
cite worden opgeschreven. Men verkrijgt ze, door
de u's in de rechterleden van (330) t/m {335) door
geheel identiek geindiceerde A's te vervangen en
daoor in alle links staande integralen arder het inte-
graalteeken een faktor & toe te voegen (zie (309).)
Wanneer de tapschhe:d van den vleugel gering is,
vervallen alle i's.

Nu herinnert men zich, dat een groot aantal in-
tegralen, in wier integrand een factor &; optreedt,

reeds in no. 11.2 zijn uitgewerkt en dat de uitkom-
sten dezer integralen in meest-doelmatig gerang-
schikten vorm aan de in tabel 3 getabelleerde ele-
menten van_de determinant (317) kunnen worden
ontleend. Deze elementen komen immers volgens
(296), wanneer de termen in de tweede kolom van
tabel 3,worden weggelaten, na omkeering van alle
teekens stuk voor stuk overeen met exemplaren uit
de in (296) optredende ,luchtkracht-integralen”.
De integralen (285), (286) en (287) echter be-

_ staan uit sommen van met de integralen (304},

(305) en (306) nauw overeenkomende termen.
Men kan de uitkomst van de invoering van

. (285), (286) en (287) in (323) dan ook aan de

hand van tabel 3, de formules (330} t/m (335) en
de voor de constructie van een overeenkomstig
stelsel A's gegeven aanwijzing in het oog houdend,
direct opschrijven. Het resultaat kan meteen wor-
den samengevat tot een nieuwe coéfficiéntendeter-
minant

Am—|-' iAy Ay -+ iAL A -+ i A

A21+ iAzl’ Azz “}‘iA?E’ A?u + iA23’ =—“0 (336)

A31+!iﬂ31’ A =+ 1A A33+ iAy
van de vergelijkingen (323) met door (285),
(286) en (287) vervangen rechterleden. De uit-
komst is, gespecialiseerd op de berekening der kri-
tische trilling deor de stelling, dat » regel is, dit-

mazl in tabel 4 vermeld. In de uitkomst is boven-
dien demping verwerkt, die is ingevoerd door:

Wm = Wu {1 + i)
Wa=Wau(ldicn) | (336a)
Wiy == Wi (l + iar)

te stellen.

Tot besluit moge nog even worden vermeld,
welke formules men voor U, U,,, U, a,,, u,, en
u,, verkrijgt, wanneer men uitgaat van de formules
(293) voor de my's en wanneer men de afkortin-
gen {330} t/m (335) in de uitkomst verwerkt:

Un"/[(mu)oh —2(miz)ozs Cropr \\

+ (mgg)o Cs qa-] dx —i— M1 — 2 iz Ry -
—_ 2#12:;_ 2 !Ijzzl:Rn + e R + 2 H‘_’:!"Ran +
4+t Rug + phaa® + 2 pegv Ry + faet I Ry |

Uy ([ (mii)ozsza— (misfo (24 Copa+
+ 22 Cop) 4 (maz)o Co Co pr o] dix
+ staa — Rao (ptas -+ 150} — (0ac” + pea®) —
— Ry {135+ ttoa! ) 4 s Rt 4 2 pros” Run +
+ st Ra: __{_}usﬁuu__'{_ 2 357 Ry #1539 Ry

U;}2=V/[(m]'1)oz-_12‘—' 2 (‘ml‘_’)oz‘l CE(PE + ‘
-+ (m‘.’a)ocsgfpsgj dx + ttr7 — 2 pes' R0 —
— 2 p25" — 2 pos Ry ptas Ry + 2 e Ry +
+!lusL[ R, —+ st 2 Hag®? Rn—i—,“ﬂw“ 4R

H1:s=j[_ (m13)az1+ (mﬂz;)o C, q:’.]dx ;'

el T Ru + ,Ul:fl Ry + g ng +f-‘23quu+
e ,”E:ld R — [/(-_’;L"‘I Ro— ‘rl‘_m‘l"l Rm

(337)




oy == /[_ (ml:l)u 2y + (ms_,;,)o C2 q;:] dx_'
—_ ‘;.f','o'un + ,uTl]A[ R‘, + Has R“ _l_JuaDu Rlll +
- psr? Ras — p1se” By — p1v?"! Raa

Hyg=— / (‘ma:r)a dx -- J”s'.?R«m —_
,‘13u‘| Ri? ‘f* ;u:mll‘l Rw

(337)

13. Het onderzoek van de combinatie van een
ngevaarlijke” eigentrilling van den vleugel
met rolroerdraaiingen.

De hieronder beschreven methode kan worden
toegepast, wanneer er reden is om te verwachten,

. dat de kritische trilling van den vleugel nauw zal

aansluiten bij een in de standtrilling optredende
eigentrilling. Deze eigentrilling kan dan als een
..gevaarlijke” trillings-mogelijkheid worden aange-
merkt. Als kriterium wordt gewoonlijk aangelegd,
dat de betreffende eigentrilling ook in stilstaande
lucht reeds  relatief groote rolroerdraaiingen in
ongunstige phase bevat (d.w.z. z en y in phase, of
@ en y in tegenphase).

De grondvergelijkingen vormen de Lagrange-
vergelijkingen (264}, (265}, met arbeidscoéfficién-
ten, gegeven door (288) en (289). Vanzelfspre-
kend worden deze formules ook verkregen, door
in de in no. 12 gebruikte formules z, = p, =0 te
stellen. De ,gevaarlijke” eigentrilling wordt dan
gegeven gedacht door

¥=1" L p=q Cip

Z==q12

gecombineerd met een rolroerdraaiing y,.
Van het stelsel u's, gedeflinigerd door {330) t/m
(335) blijven de navolgende over:

mLzl d =1,
mytz Cogpodx=
mycozi Cognd = pa”
. tmy carzi Cr gy dix = g0
mytzdx=,
mLCd,Z,dxﬁlt1,‘|
mp? C 2 d o ==ty " (338)
mLCdrtC, @ d x = ot
mLCderCl e dx—uo v
my et Ol d x = paa®

myca Cr g d x = pald

/
-
/
/
/
/
/
l/m,_c rC, gt d x = pras®
[
/
/
J
/

m[_t C;rp;d X = Hag
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mycot Copyd x— ey
m; car t C oy d i = piay!
iy CuCar Cy s d 2t == p13y%"

f
/
J
m
fm
f

Cdr

1fP1 dxﬁ,uan‘l"
;B dax = pg
My Cartd x = pys?

/]nL Cdr‘ d X = j”.fa:l{"J

Hieraan kan een bijbehoorend stelsel 1's worden
toegevoegd. Men verkrijgt dit steisel weer, door in
bovenstaande formules in de links staande integra-
len onder het 1ntegraalteeken een faktor & toe te
voegen, en de ¢'s in de rechterleden door identiek
geindiceerde i's te vervangen,

De karakteristieke vergelijking

An+iAy Am—i-iiAm’
A:n +l‘A:a,1’ A22+iA22’
kan nu onmiddellijk worden opgeschreven. Zij
wordt immers uit (336) verkregen door in deze
determinant de 2e kolom en de Ze rij te verwijde~
ren, en door in de uitdrukkingen voor de restee-
rende elementen (zie tabel 4) alle termen, die an-
dere dan door (338) vastgelegde u's en bijbehoo-
rende 1's bevatten, te onderdrukken. De uitkomst
is
Au:Wu_V"‘ UL]‘{‘VE[(_Rt,“.m— ]
— R, ﬂmd - Raz oz + R-l Man® + Rn ,U;"_-‘I —1—
+ R: ptee®! - Rus ptten) Pra+( RM::r -—
— Ri20% — Risdor + Rid® + Rz o o
+ Ry dptd, 4 Roudan ")P_u-{— (ﬂllelH,Iliz —
— 2 st — R, ,Uil-;‘l — R Has R Hax" 4+
‘!“Rlﬁ#z?‘l—f—Rut‘”‘z:’ml"F,”‘_-‘_?”U-'—R'.ﬂ_',“eﬂ‘h])p[o+
+ (A —Rishin— 240" — Riydy! — Rl |
+ Ris Ly? + Rus 2»‘-"—‘_" —+ Ry dasvd Ny LR |
4+ R 12»"") pi+ : R { pox - 2 ha) —
— Run(pras! F 220" ) 4 ‘
+Rw(#”1u L7 A ;m)‘ V., ]

A= Wi+ 1Ry pues + Ripe -
A-Rus pye— R;,U-z‘_'" — Rz ! — R, ‘U:::v”‘f
— R ,U‘.»z‘m)Peo, + (R -+ Riiyp! 4+
F Rizder — R dpe® — Rizdoe! — Ry 2ev?
— R /-L-:a‘l‘l)p_:u’ A — Byt — 2 pye® —
’_Rzlﬂl-wd — Rua s +Rha ptos” + Ris ptan! 4+
+ Rt pta? |- 22" 4 Ry prox™} pio’ 4+ (Fay —
— Righip — 242" — Ray Ao — Ryyhae —+
+ Ris dn? + Ris doe? + Ry Aot N
+ RE.E ia:l“")[)n"l- : - R:s(,utb + 112) -
— Ru(“ud - Al f— Risf oo +};2)+
+ Rof o + A" )+ Reof e 4 A )+
_i_R“r“nvzl A At

+ Ruof 14 L 4, "")‘ Vo]

=0 (339)

(340)




A= —wy — iy - 1’2[(*}?7#13'{— .

+ R, ;”1;1" - REG}”"JB —+ R: Hay® Ry ;’"23" —
— R, #9:1'“' — R.s }‘23"“)}3-}0 -+ ( — Riiw |-
+ R, 2. — Ruq 2oy -4 R iny -+ R 1ot —
— Ry dyvd — Ry A2s"4) P+ (— Ropiz +
-+ R; ;um‘l — R Has Rn,u:ru“ -+ R ,l/lz:x‘1 —
— Ryt — Ry ,U-.)ad") po + {— Rolis+
+ Ry — Ror 2us + Ry /:2::” - B A —
‘Ra)laml R”/ﬂqldjpu’f—)Rn(“ﬂ—f—

+23v1)+Rn(,¢iu +2’ l[')‘i‘
+Ru(#u”+2/ ‘ZI[I)(V ]

Alﬂ’=y:‘[(‘R7 Hia — R-xflm‘j -+

-} R Hagy — Ry Moy’ — R ,[‘23‘1 -+ Ra,“-_f:a"“ =+
-+ 'R'_l:;,ﬂ-_l:t‘l‘r‘)qu, -+ (:R':;ml — Ry -+

—+ Rug Aoy — Ry Ray® — Rup Ao —+ Ry Ay —+
+ R l'_':a‘m) Pgﬁ’ —+ (— Ry M1z + R; }lm" —
— Rz oy + R Haa® R:mjiz:x"l —R; /Uz:s""f -
— R ,Uzn‘m) Pio’ + (— Rsdys + Ry i —
— R fea 4+ Rs s Rao dsag — Ra byt —
— R Az:{"")_ P'u’ ‘I‘ ; - Rn (-')uil:l_‘“‘i‘ l?hl:l) +
-+ Rﬁ(’ﬂx:f‘ + AIS‘E:) — Ry (Hz:s ‘_‘{‘qlﬂ-i’ﬂ‘) -+

+ RU(“"; + dys? )+ Rv(,“?::‘l J[—As:fl) —

—_ Rﬂ(ﬂ ’nvcf + A“,‘wl) -

_R-u(‘“ 1h|+2_ Iz!)\V]‘

An = — wiy— YU + = [(Rl. Mag —

— Ris ,l.ig.q‘r — R ,u'.':l"‘j:) P2o '+"(R=9:{ 5—

— Rz do? — R, 17-5_-;1‘1‘!') P + (_ R Hia 1
4 Rip! + R ptes — Rio s — Rm#zu"‘ —
— R-u,“;-:;”" — R /“vﬂ:x!(‘(')Pm + ("' Riohes -+
4 Rudis* + Ruzdos — R }Lﬂ';i" — Rk
— Riidoyd — Ry dea) Pu + 3 Reaaf pes —}—

4 2 has) 4 Rasf ptes? +2 4A0y?) —
‘ — R., (11,,1'*4—2,1."") V ]

A‘)1 =P [( Rlxjuﬂ—i_Rl?,u +
-+ R‘raﬂﬂtm)Pao -+ (— R oy + Rr )1‘1
-+ Ruﬁzad")pm 4 {— Rm,“n -+ Rty +
+ Rigjtas ‘Rmﬂus —Rm#"x — Rus phos®?
—Rﬂ»ﬂ"n“j)Pl -jr‘( RLDAI"_I_RIJ)JI +
4+ Riyshes — Riohas® — Riskey' — R hoyt—
- Rsalgs‘l‘i) Pn’ -+ : R:u(,llz:« -+ /‘u.e‘.l) —
— Ru ('/123‘] -+ Aagd) —

— Ry (}-l-z.‘s‘l‘l‘ + Az:f‘")ﬁ Vv

Asy = wyy — 17 1131+?"[(R’6f4;1
- RBB,UJJ +‘Rﬂﬂqs‘m)pm+(an/»n—
— Rup Az *{*’R'};}“q(m)Pn‘i’(R Haz —
— R “u" - R i ‘1)pm —+ (R dyn —
— Ry dy! -f'-R-'-}ﬂ;‘l‘l)Pn“!—)R (”n—;—
—|—21‘«u) lﬁ(,“)-; +211 ')—I—
-+ R.u{,”.lsm + 24 :1"'“)\' Vo!]

Au’ =1, W‘:s:; + 7‘2[(* Rzaﬂ:u; + R‘zq,“:m‘] -—
— Rusptan® }poa” + { — Rosdaw + Ruyhas?t —
- R."; }Lsa“‘])pm’ + (R::: fas — R:{rr#:}u‘l +
+ Ras iy} poo —I— (R dsu — R in 4+

+ Raa has?! I)Pn -+ R':s(”h&“" Au‘:;) -

- Rw(“u "i"/"a")"i—

18 Aug”

~+ Rasf g -+ 4o a‘; S Vel

(340)
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Daarin is gesteld:

[(‘,ﬁ-mmZ;—F HIﬂ3C1Q71)dJC=U1a: {Tﬁ‘sadx=ua:;

(341)
krcltpl(:blﬂzwm k:Ewsm
terwijl demping is ingevoerd door
W, door Wil +ia,) (342)
En s w:}:}(f —}—i(lr') (343)
te vervangen. .
Men vindt W, uit
W:r — 2Ly — W — W |
! Wi T B0 (344)

3 :
— Wy — P Uag Wy — Vit Uy

waarin », de ,,gevaarlijke’’ eigenfrequentie van den
vieugel in stilstaande lucht is.
Men lost vit (344) o

(wu—{—lf’l Un)

5'1 llﬂ‘_w.n

Wu‘—l’ U11 (34‘5)
" De behandeling van het gestelde probleem kan

hiermede worden algesloten.

14. De invloed van rompbewegelijkheid bij een

vieugel-rolroer-systeem.

Voor een algemeene discussie over den inviced
van de bewegelijkheid van den romp, alsmede voor -
een beoordeeling van de wenschelijkheid harer in-
achtaame, wordt naar no. 9 verwezen,

141.

De vroeger voor het systeem zonder rolroer af-
geleide vergelijkingen (179} en (180) kunnen als’

De symmetrische trillingen van het systeem.

-volgt worden geinterpreteerd:

De romp beweegt in min of meer goede
benadering (K. en Ms=0, zie het com-
mentaar bij (179) en (180)) voortdurend

" 280, dat de som der versnellingskrachten
over het heele systeem (romp inbegrepen),
alsmede de som der momenten dezer krach-

" ten om de beschrijvings-as, steeds nul is.

Deze stelling kan vanzelfsprekend worden aan-
gehouden, wanneer een rolroer aanwezig is. Uit-
gaande van (242) levert zij het door de beide on-
derstaande vergelijkingen geformuleerde verband
tusschen de fluxie's der fotale uitwiikingen z, ¢ en

- %, (y. = hoek van de rolroerkoorden met de vleu-

gelwortelkoorde) van vleugel en rolroer, en de
fluxie's der uitwijkinger Z en @ van den romp:
{vergelijk (182a) en (182b)):

Z — [yn é)

j(imtllé - mwt}.” - m1:|}.’r)dx-.‘——é ('fn

/(— mlzé"i—mas‘i)—i’mgﬂi’r)dx——'—“—"-}(,—'rlﬂz—i“r:'_' Q’))

waaruit naar analogie van (188} volgt, dat de
uitdrukking (242) voor de totale kinetische energie
van het systeem, wanneer de romp bewegelijk is
moet worden vervangen door:




Epin=1 /(muz'-’—.?mu*zw—2mmz;'r+

—+ fity (I.J"' +2 me:iq-), ?’ =+ s ilfﬂ)dx—i'
+r—;[ /(m“é — ml._.q.)'f msn',;’r) dxl -+

Iy

s “.(_ M1z 2 ot Mo @ -+ oy :')r)dg.cr_g_

r
2!"1:

-|-——U(lm“z—m.,(p—
—mm}.;,')dx} U( M1y 2~ Mg rp-|—-mr_,;,i/r')'dx:‘ (346)

" De unitdrukking {244) voor de potentiéele energie
blijft onveranderd.

1411, Vieugel met toegelaten deformatie’s

r=q z;, p=Q, ¢,

Men leidt uit de formule (346} zonder moeite
af, dat de in no, 11 beschreven rekenmethode vol-
ledig en naar den letter kan worden aangehouden,
mits slechts de formules (294) worden vervangen
door;

M““/ngl dx—l—g—t—.:l /.muzudxr—{-

+ 2_&_1 [/m»”zldx).’_

[zl | fmarats]

2=/mwzmdx+- P
+ /m“zlc:t'x”/m1 (]),dx]+
_'_21'.1 /

/mlnzl de !: m_a-_an; d.x] —_

_21:_2[

r

./-m,.zldx) (/m,,q_l dx) +

{ )]

‘ ] (347).
Mﬂa:/ml;.zldx»{— '
—|—2L” [ /'m,,z,dx} '-A/.m“;de +
+2*E'l | ,m. Zxdx} l/m a‘x-. —
—-gﬂ‘:l' l(\./m,,zldx) ( m_-;dx) +

I‘/I-_v_l ='/m22 f,”lg d x +

21
__}_y,

r

o] 22 s

e

/mr_' e d—‘f] [/mgg s de

e
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M(‘.’:i == /mz@[q); dx +

28] ] ]
e

st (s} +
et ]

M, = [ M d x.—I"

(347)

+'2_£:[ m“dx} zr‘}[ m».,de

< ot o]

De inachtname van rompbewegelijkheid eischt
dus mathematisch alleen de uitwerking van de achf -
in (347) extra optredende integraien over den
vleugel *}.

1412. Vleugel met toegelaten deformatie’s
2 =gz, + @2 ¢ = ¢.C; + ¢.Cop..

In dit geval kan de rekenmethode, beschreven in
no. 12 worden aangehouden, mits correctie's op
ua,. u,. u, u,, v, u, en u, worden aange-
bracht, De grootte dezer correctie’s kan uit de for-
mule (346) worden afgeleid, Men vindt

i — /(’mmzﬁ — 2mpz €, /) -+ m22C12'¥312) dx “+

e
_'_g_i’l[/(_ 1,z1+m__C.qn)dx] +
-{-&U.{‘nn.'z. — . Cy (pljd'x.' U-(,— My 2y

! - + n’lg‘_l.C1 qn)dx]

LI =Uu—/(muljzz—mengfps —_—
—_ ml-.»Z-.»Cnf,Uu -+ s C.C, '}'M@a)dx'F
21‘2-’[/(”‘1112-1 —mmCl'P.l)dx'.[/(ngz—

_}_%_r“[/.(—mlgz;—l—

]

-+

=y Cagra )dx}
<+ C,rpl)de.U(ﬁ— My 22+.m22C2(])2')'dx} +

1} Het zal niet noodig zijn, op de functie’s my. die in de
integrand van deze integralen voorkomen, toeslagen aan te
brengen, die de traagheidswerking der meetrillende lucht in
rekening brengen. In theorie is dat wel noodig, bet effect is
echter zoo klein, dat het bij de bepaling der correcfic’s. die
den invloed der rompbewegelijkheid weergeven, wel buiten
beschouwing kan worden gelaten. Dit geldt te” meer, omdat
de behandeling van het rompsysteem toch al niet heelemaal
exact is. '
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/(5—— m1uz1+m 1f,‘01)d1' /m‘mdx
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1413. Onderzoek van een ,,gevaarlijken” trillings-

vorm z — g,z;, ¢ = q,Cyp,.
De rompbewegeliikheid impliceert eveneens cor-

‘rectie’s op Un, u,, en .

De , nieuwe” formule voor U, stemt exact over-
een met de eerste formule van het stelsel (348), die
voor uy; met de 4de en die voor uss met de laatste,
Voor de rest geschiedt de berekening geheel naar

-de in 13 gegeven aanwijzingen.

14.2. De antlsymmetnsche tnlhngen van het
systeem.

In de antisymmetrische trillingsvormen van een

romp-vleugel-rolroer-systeem moeten niet alleen

correctie's worden aangebracht, die de draaiingen
van den romp om zijn langs-as in rekening bren-
gen, doch moet bovendien rekening- worden gehou-
den met een principiéele wijziging van de stijfheid

.der rolroerbesturing.

Immers: bij antisymmetrische bewegmgen treden
tegengestelde bewegingen van de resp. aan den-
bakboord- en aan den stuurboord-vleugel bevestig-~
de rolroeren op. Tegen dergeliike bewegingen
echter verzef de rolroerbesturing zich niet, tenzi
het rolroerstuur in de bestuurdersruimte wordt
vastgehouden. Dat wil zeggen, dat de kracht, die
zich tegen de forceering van een rolroeruitslag ver-
zet, ditmaal minder wordt bepaald door de defor-
matie’s in de rolroerbesturing, dan door de presta-
tie’s van den man, die in de bestuurdersruimte het
rolroer in den middenstand tracht te houden. Hier-
door wordt een moeilijk-omschrijtbaren factor in
de berekening geintroduceerd: welke waarden
moeten worden toegekend aan de constanten k, en

? (Want wanneer de trilling zoo hevig wordt,
dat de stuurorganen volledig gaan medespelen, zal
zich ook de demping op rolroerbewegingen tenge-
volge van vergroote wrijving wel belangrijk wij-
zigen.)

Een algemeen-geldig antwoord op de vragen, die
zich hier voordoen, kan niet worden gegeven. De
wijze, waarop het heele besturingsmechanisme van
het rolroer is geconstrueerd, speelt een belangrijke
rol. Vermoedelijk zal een bestuurder wel als een
zeer weinig effectief ..centreerend orgaan” voor
een spel slingerend stuur kunnen worden opgevat:
zijn ingrijpen zal echter waarschijnlijk wel met de
introductie van een niet onbeteekenende demping
aequivalent gesteld kunnen worden. (Mits het
stuur hem niet uit- de handen slaat!). Het kan in
verband daarmede geschikt zijn, &k, = 0 te stellen
en een tamelijk groote demping aan te brengen?).
{Dit kan met k. — 0 worden gecombineerd, doot
de demping als term a,y, dus als ,.quasi-snel-
heids evenredige demping” in de formules op te
nemen, waarbij Ta, als een functie van de frequen-
tie en eventueel van de amplitudes wordt opgevat.
Hiermede houdt men rekening door de berekening
voor een grootere serie van constante waarden
{a,); uit te voeren en in de uitkomst de in aanmer-

_kmg komende functie van ¥ en y, te substitueeren.)

Wanneer de rolroerbesturing een onderdeel be-
vat, dat de besturing geheel of nagenoceg geheel
onomkeerbaar maakt, wordt k, vanzelfsprekend
ook bij de antisymmetrische trilling bepaald door
de stijtheid van de stuurorganen ,.buiten” dit on-
omkeerbaar functionneerende onderdeel.

De hiervoor gegeven richtlijnen voor de wijzi-
ging van de waarden van k, en a. bij overgang op
den antisymmetrischen trillingsvorm kunnen niet
nader worden gedetailleerd. De noodzakelijke
maatregelen moeten van geval tot geval worden

- beoordeeld.

Wat de overige wijzigingen in de formules be-
1} De groote wrijving, die bif rolroerbewegingen optreedt,
zal meer nog dan in andere gevallen het inzetten eener on-
stabiele trilling binden aan het optreden van een relatief
groote verstoring (remoustik) van het evenwicht van het
systeem. '




treft kan aansluiting worden gezocht bij de in no.
92 beschreven methoden. Het blijkt dan, dat de
strikte inachtname van de. rompdraaiingen tot for-
mules leidt, wier numerieke uitwerking te bewer-
kelijk wordt. Evenals in no. 92 n.l. een karakteris-
tieke vergelijking ontstond, die een determinant
van de derde orde bevat, zal ditmaal een vergelij-
king ontstaan, die een determinant van de 4e orde

inhoudt, waarvan alle elementen ongeveer gelijke-

lijk gecompliceerd zijn. Men kan hieraan  slechts
ten koste van eenige nauwkeurigheid ontkomen,
nl door de reeds genoemde vereenvoudiging
Mo=0 aan te brengen. Deze vereenvoudiging
moet worden aangehouden. Zij maakt het moge-
lijk. de rompbewegelijkheid ,,volledig” in acht te
nemen door een toeslag op de kinetische energie
van het systeem. Men stelt nl. gemakkelijk vast.
dat de rompbewegingen @, wanneer M »-=0 is, met
de overige bewegingen van het systeem is gebon-
den door de betrekking

/x[m‘n Z — mlz‘;').-'* rnl.‘l;—/{]dx

G 2 (349}

g’ ‘ .
In verband hiermede moet de uitdrukking (242)

voor de kinetische energie van het systeem worden
vervangen door:

Epin="1 /[mnz—.'l“' —Zmuéff)— 2m|:x.Z}.'r+
+ Maa (,:172"'+ 2 May f-,f’ }'r—i— m:m]:'r"’]dx—f-

] . ) . L
b fxtmiz = mag - migax | (350)
1421. Vieugel met toegelaten deformatie’s

2 =gz, ¢ ~ Q.
De in no. 11 beschreven rekenmethode kan wor-
den aangehouden, mits doelmatige wijzigingen in

de waarden van k, en @, worden aangebracht, en
de formules {294} worden vervangen door:

M“=fm1,z,?dx—|— I% [[xmuzlde

0 ——

M‘m:[muz'l 4 dx+

+ i%; %/x 1y, 2?1 d x‘ [[x Mie q)l.d xl

M.ggzﬂm.‘,u(p,‘ldx—k 72_,\ /xml._.qndx
. el .

~

M1:i=/m-,,1zja’x+ (351)

o~

-+ I%‘ “x my o d x} “x M dx}
A/I-_':s =/'ﬁ'12:| ah dx +

+ é[ ,.x My qn a'x:] Hx myy dx]

-

Ma.n.——i/m:,;,dx—}— Iij [ /x m.;;dx]

9

Opgemerkt moet worden, dat deze methode ge-
woonlijk niet de meest effectieve zal zijn, daar de
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fundamenteele antisymmetrische eigentrillingen van
het systeem in stilstaande lucht vaak niet zeer fraai
met twee deformatie-functie’s z, en ¢, kunnen’
worden beschreven. Deze moeilijkheid vervalt bij
de hieronder te beschrijven werkwijze.

1422. Vleugel met toegelaten deformatie’s
LI =T Qe P = qlclq)l + q.Cop,.
De berekening komt nu, afgezien van de wijzi-
ging, die in de waarden van k, en a, moet worden
aangebracht, overeen met de in no. 12 beschrevene,
mits men aan U,,, U,., U,,. u,, u,, en u,, de na-
volgende, uit (350) algeleide, waarden toekent:
U1.1=[(1m1., 2t —2men G+ 7

‘ —+ My Cl'(])?lﬂ‘)d x +

+ IiR' ['/x(-ﬂ?u‘z-l — mlEC,qu)dx'

U=12=I/(milzlz'.’ — mwzlc'_‘(]“‘: - mlf_'Z-_'C.xf)Jn—l—

+ mn CCoqugjd x4 Izr I /x(‘m‘n Z—
o E L .

- m1:’C1f}-‘1) dx, l IX('m1:1Zg — My Cg!})g)de

U'H:E -/(m“ 2. — 2 My Za CE P +
-+ Mo Cs_vfp;a‘““)dx -+
/x(mmz'u— m'zcﬂ‘}”:)dz}'

o

(352)

2
+ IR’

,XITImde

Hz:;:-/ {— s 20 + e Comps)d x —

x(Muz: — m|gC2¢7)g)dx| [ /.xmmdx}

o

B

2| [ mud|

S Ig’

1423. Onderzoek van den ,gevaarlijken” trillings- -
vorm 2 = ¢,z @ = q,C.p.

De behandeling geschiedt overeenkomstig in no.
13 gegeven aanwijzingen, met gewijzigde waarden
voor k, en a,, terwijl de formules voor U, u,, en
us; respectievelijk worden vervangen door de eer-
ste, de vierde en de laatste formule van het stelsel

(352).

15. Tusschenvoegsel.

Met de in de voorgaande nummers beschreven
rekenmethoden zijn alle , klassieke” vraagstukken
der berekening van kritische snelheden voor on-
stabiele trillingen in een -— bij den huidigen stand .
van het theoretisch onderzoek — meest doelmatig
te achten vorm tot aan de grens, waar de bereke-
ning in een numericke analyse overgaat, uitge-




werkt, Daarbij is steeds bijzoridere aandacht be~
steed aan de vergemakkelijking der praktische toe-
“ passing. Te dien einde zijn bijna alle formules,
waarbij de numerieke berekening aansluit, expliciet
en volledig opgeschreven, en zijn alle berekenin-
gen, die algemeene bruikbaarheid bezitten, reeds
uitgevoerd, met in tabelvorm gegeven resultaat.
Daarbij kan niet worden voorkomen, dat vele for-
mules langer en ingewikkelder gebouwd zijn, dan
in de praktijk veelal noodig is. Het is immers niet
mogelijk, rekening te houden met allerlei vereen-
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voudigingen, die vaak in bijzondere gevallen kun-

nen worden aangebracht, De formules moesten in
den meest algemeen geldigen vorm worden geno-
teerd. . )

Het ligt in de bedoeling, de praktische witwer-

king van de in deze verhandeling beschreven

vraagstukken nog verder te vergemakkelijken,
door nader, doch zeer kort, in te gaan op de wijze.
waarop de getallen-grondslagen voor de- bereke-
ningen kunnen worden verkregen.

16. De gewichts-analyse.

De gewichtsanalyse van het systeem moet de
getallen-grondslagen opleveren voor de in alle be-
rekeningen aangetroffen massa-verdeelingsfunctie's
my. Deze treden in de eind-formules {d.i. de for-
- mules, waarbij de numerieke analyse aanknoopt)
op een zeer enkele uitzondering na (m,,) steeds
onder integratie's over den vleugel definigerende
integraalteekens op als Jakfor van deformatie-
functie’s z,...., @, ... . of van quadratische pro-
ducten dezer functie's. Daar vooral de quadrati-
sche producten van deformatiefunctie’s bijna altijd
voor kleinere waarden. van x relatief zéér klein zijn,
hangt de waarde van de eerder bedoelde integra-
len meestal slechts weinig af van de massabeleg-
ging van den vleugel in de nabijheid van den wor-
tel, 60k wanneer de vleugel daar relatief zwaar is
geconstrueerd. Daarom moet de gewichtsanalyse
van den vleugel zeer nanwkeurig zijn in de omge-
ving van den tip en kan men bij den wortel veelal
met schattingen volstaan. De gewichtsanalyse
wordt dienovereenkomstig het best uitgevoerd,
door den vleugel door dwarsdoorsneden in b.v. een
tiental vakken te verdeelen, deze vakken eventueel
bij den tip wat smaller en aan den wortel breeder
kiezend, en vervolgens op grond van constructie~
teekeningen en gewichtsopgaven van jeder vak ge-
wicht, zwaartepuntsligging (d.i. alléén de afstand
van het zwaartepunt achter de beschrijvings-asl)
en traagheidsmoment (om de beschrijvings-as) te
berekenen, daarbij nauwkeuriger te werk gaand
naarmate het beschouwde vak meer naar buiten
ligt. Men vatte hierbij het rolroer aanvankelijk op
als een vast deel van den vleugel. Zij G, het ge-
wicht van het ide vak, s5; de alstand van het
zwaartepunt achter de beschrijvings-as, 1;(®) het
traagheidsmoment om de beschrijvings-as en &; de
breedte, dan leveren de waarden van

m;:&; S; en I—I;("’)— m;s
g b.‘ bi
een tiental punten voor de Ffunctie's m, s en [,
waarmede de functie's m,,, m,, en m,, volgens be-
kende formules samenhangen,

Een ,.doelmatige verbinding” van deze 10 pun-
ten levert de complete functie’s. _

De gewichtsanalyse moet ook bij den vleugel-
wortel nauwkeuriger worden uitgevoerd, wanneer
de functie’'s m; in- de formules &6k als factor van
slechts één deformatie-functie optreden, hetgeen
b.v. altijd het geval is als-de rompbewegelijkheid
in aanmerking moet worden genomen.

De parameters van een beweegbaar rolroer moe-
ten steeds zorgvuldig worden vastgesteld. Het kan
ook daarbij goed zijn, het rolroer in vakken te ver-
deelen. In dit verband moge er meteen de -aan-
dacht op worden gevestigd, dat het noodig kan zijn
bij de berekening van massaverdeelingsfunctie’s
van het rolroer rekening te houden met gewichten
in het besturingsmechanisme van dit roer. In for-
mules (zie (243)) treden de navolgende functie's
{van x!} op: .

mes, en HO=[ - m.s? {353)
overcenkomend met massa-moment en massa-
traagheidsmoment om de draaias van de breedte-
eenheid van het roer. Men bepaalt hen eerst voor
het roer-alléén. Vervolgens wordt nagegaan, of de
inrichting der 'stuurorganen correctie’s noodig
maakt, die men kan omslaan over een min of meer

‘breed vak van het roer, waarbinnen de besturing

aangrijpt. Deze correctie's worden overigens ge-
woonlijk alleen dan van eenige beteekenis, wan-
neer de trillingsvorm antisymmetrisch worde geno-
men. In sommige gevallen zal men de functie's
(353) mede met behulp van experimenten kunnen
vastleggen (b.v. een slingerproef')}. Men stelle
echter nimmer (tenzij zulks door een ,rechthoe-
kige"” roerconstructie wordt gemotiveerd) constan-
ten (b.v. gemiddelden) in de plaats van de functie’s
{353). (Daarom levert een slingerproef op zichzelf
niet genoeg gegevens!)

Wanneer de bewegelijkheid van den romp in
aanmerking moet worden genomen, is het noodig
ook de magsa en massa-verdeeling van den’ romp
te onderzoeken. Het lijkt niet noodig, hierbij bijzon-
der nauwkeurig te werk te gaan. Men dient
echter de navolgende aanwijzing in acht te nemen.
die kan worden opgevat als een correctie, dienood-
zakelijk is iv.m, de vroeger ingevoerde — doch
feitelijk ontoelaatbare -— onderstelling, dat de
romp geacht kan worden een star lichaam te zijn:

Bij de analyse van de massa's en massaverdee-
ling van den romp worden die deelen van denromp
niet medegeteld (als afwezig opgevat), die bij

eigentrillingen van den romp., wier [requentie’s

onder de eigenfrequentie’s van het vleugelsysteem
liggen, groofe — met rompdeformatic gepaard
gaande — bewegingen vertoonen fen opzichte van
het stuk van den romp, waar de vleugel aan den
romp is bevestigd. Het argument, dat aan deze niet
geheel scherp geformuleerde en formuleerbare aan-
wijzig ten grondslag ligt, is, dat rompdeformatie’s
tegen elastische krachten. in, die zoo klein zijn dat
de door hen beheerschte eigentrilling ,}Jangzaam”
is, vergeleken bij de vleugeltrillingen, een afscher-

1} Men vergete dan niet de traagheidswerking van mee-
trillende Iucht in acht te nemen (d.i. door correctie te ver-
wijderen). .




ming van bepaalde deelen van den romp opleveren.
De voor de bepaling van den romp-invloed op
vleugeitrillingen effectieve rompmassa is daardoor

17. De standtrilli

- geringer dan de totale massa van den romp.

ngsproef.

De tweede hoofd-bron van numerieke grondsla-

gen voor berekeni
biele trillingen vor

ngen op het gebied van onsta-
mt de standtrillingsproef. Het is

zaak, deze proef met de grootst mogelijke zorg uit
te voeren, daar alleen dan bruikbare en betrouw-

bare resultaten worden verkregen. Eenige richt- -

lijren voor de pro

ef zijn opgenomen in een apart

N.L L.-rapport (lif. 22), waaraan de navolgende
aanwijzingen ten deele zijn ontleend:

a. De meest doelmatige aandrijving van

symmetrische vleugeitrillingen wordt ver- -

kregen door eencentrifugaalkracht-gene-
rator {kortweg ,trilbron™), die een sinus-
vormig met den tijd variéerende kracht
van constante richting levert, in of aan
den romp fte bevestigen, z66, dat de tril-

" krachtvector '} verticaal is en precies in

het symmetrievlak van het vliegtuig ligt.
Het is geschikt, een opstelling in het
voorste deel van den romp te kiezen, b.v.
bij. of nog iets voor, den vleugelneus.
Nog beter'is het, met twee opstellingen;
één meer naar achteren (b.v. bij den ach-
terrand van den vleugel) en één voor-
liik gelegen opstelling, proeven uit te

voeren. Men schakelt daardoor het Tisico, .

dat bepaalde symmetrische trillingsvor-
men niet voldoende duidelijk te voorschijn

worden gebracht, uwit. Zie overigens [if.

22.
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Fig. 6. Centrifugaalkracht ,trilbron’”, die een sinusvormig

met den tijd wvarieer

ende _trilkracht van onveranderlijke
richting levert.

b. De meest doelmatige aandrijving van

antisymmetrische trillingen wordt verkre-
gen door een centrifugaalkracht-genera-
tor, die een sinusvormig met den tijd va-
riderend koppel, dat steeds in één wvlak

(2}
o

werkt, levert®}, 266 aan of in den romp
te bevestigen, dat het ‘vlak van het tril-
kracht-koppel precies loodrecht op de
Jangs-as van den romp staat. De plaats
van de trilbron komt er, buiten deze aan-
wijzing, minder op aan. Men kan de anti-
symmetrische irillingen ook aandrijven
met een generator als bedoeld onder a.
Dan zorge men ervoor, dat de trilbron
266 wordt opgesteld, dat de trilkracht
loodrecht op het symmetrievlak van het
vliegtuig staat, en dat haar moment om
de  zwaartepunts-(langs-}as van et
viiegtuig zoo groot mogelifk is. Het min-
der fraaie van deze wijze van aandrijven
is, dat zij ongewenschte, voor het gestel-
e doel van geen belang zijnde trillings-
vormen te voorschijn brengt,
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Fig. 7. Centrifugaalkracht ,trilhron”, die een éinusvormig

~ met den tijd varieerend koppel, onveranderlijk in het vlak

C.

van teekening gelegen, levert.

Het vliegtuig wordt steeds op zéér slappe
veeren afgeésteund opgesteld, of in slappe
veeren opgehangen. Deze veeren moeten
zoo slap zijn, dat zij onder he# gewicht
van het vliegtuig 1 2 2 cm worden inge-
drukt of uitgerekt. Er moet met de
grootst mogelijke zorg naar gestreefd
worden, dat de afsteuning (ophanging)
dynamisch exact symmetrisch is t.o.v. het
symmetrieviak van het vliegiuig (doot
symmetrische plaatsing van paarsgewijs
even sterke veeren). Het is doelmatig, de
.opstelling zoo te maken, dat zij cok sym-
metrisch is t.o.v. van een vlak door het
zwaartepunt van het vliegtuig, loodrecht
op de langs-as (dit is niet noodig, wan-~
neer’ de symmetrische trillingen worden
onderzocht met twee behoorlijk verschil~
de opstellingen -van de trilbron}.

Houdt men aan de gegeven aanwijzingen
niet nauwkeurig de hand, dan bestaat het
gevaar dat in-één proef zoowel Symmetri-
sche als antisymmetrische trillingsvormen
— beide met groote amplitude {!) — op-
treden, hetgeen de identificatie der eigen-
trillingen ernstig kan bemoeilijken.

1} D.i. de vector van de resultante van de- krachten, dic

de trilbron op het vliegtuig uitoefent. Zie fig. 6.
*y Zie fig. 7.




d. De massa en massa-verdeeling van het
. systeem worden zoo noodig door het
aanbrengen van ballast zooveel mogelijk
in overeenstemming gebracht met den
toestand der ,,normale vlucht”. Ook hier-
bij moet een nauwkeurig behoud van de
symmetrie worden nagestreefd, zelfs is
het goed een wellicht soms aangetroffen
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asymmetrie in de massaverdeeling door °

aanbrengen van ballast te corrigeeren.

Men neemt, na verzorging van de proefopstel-
ling overeenkomstig de hiervoor gegeven aanwij-
zingen, eerst resonantiecurven van het systeem op.
Daarvoor zijn amplitudemetingen ncodig, die in
een betrekkelijk klein aantal (b.v. 5 punten: één
aan de uiterste tip. 2 aan den voorrand en 2 aan
den achterrand van den vleugel, z66 dat de beide
laatste paren 2 aan 2 in twee dwarsdoorsneden
van den vleugel liggen) punten van den vleugel
worden verricht. Aan de daarvoor gebruikte in-
strumenten moet vanzelfsprekend de eisch worden

. gesteld, dat hun aanbrenging de trilling niet merk-

baar beinvloedt. Deze eisch valt in twee voorwaar-
den uiteen:

1. de massa van het meefrillende deel in het
meetinstrument mag slechfs zéér klein
zijn, vergeleken bij de massa van een
smalle (b.v. 10 om breede) sirook van
den trillenden vleugel, of van het trillen-
de vleugelonderdeel {rolroer!).

2. de demping, die het meetinstrument in
het systeem introduceert, mag slechts
zéér klein zijn. vergeleken bij de dempen-
de krachten, die in het systeem werken.

De eerste voorwaarde ligt voor de hand, het is
bovendien gemakkelijk na te gaan, in hoeverre zij
vervuld is. Het is vooral de tweede voorwaarde, die

TR L

1Ca QBa

Fig. 8. Schijnbaar beeld van een
wig-amplitudemeter bij een amplitude
gelijk aan 0,33a.

Schijnbaar beeld van een
D.V.L.-amplitudemeter bij
ecen amplityde van

15-1,2=13,8 mm.

soms niet in acht wordt genomen. Er bestaan b.v.
tasttrillingsmetertjes, die een beweegbare pen be-
vatten, welke met de hand tegen het trillende on-
derdeel moet worden gedrukt, minstens zoo sterk,
dat , dansen’” wordt uitgeschakeld. Deze zijn wei-
nig geschikt, daar een eenigszins krachtige {even-
tueel indirecte!) aanraking van den trillenden vleu-
gel met de hand een demping oplevert, die de tril-
ling, naar gebleken is, soms duidelijk merkbaar be-

_invloedt {verkleint). Aan de voornoemde eischen

voldoen met zekerheid de eenvoudige, in fig. 8
geschetste optische amplitudemetertjes, wier wer-
king op de nawerking van het cog berust. Zij zijn
echter alleen geschikt voor de meting van vrij
groote amplituden (liefst boven 0,5 mm). Zij kun-
nen bij een standtrillingsproef een bruikbaar hulp-
middel vormen, mits voor fijnere metingen min-
stens één apart — gevoeliger — instrument be-
schikbaar is.

Nadat resonantiecurven. zijn opgemeten (binnen
een frequentiegebied, dat gewoonlijk kan worden
beperkt tot het interval tusschen 5 en 30 Hertz),
worden daarvan de toppen (resonantiepunten)
vastgesteld ). Hierbij moet men erop verdacht
zijn, dat de bij hoogere frequentie aanwezige top-
pen {fundamenteele resonantie der vleugeltorsie)
in den regel veel vlakker, minder geprononceerd
dus, zijn dan de toppen, die b.v. beneden ca. 20
Hertz worden aangetroffen. Men kan deze om-
standigheid nauwkeuriger zoo formuleeren, dat
toppen, waarin trillingsvormen optreden waarin de
buiging van den- vleugel voor een relatief groot
aandeel vertegenwoordigd is, meestal veel scher-
per zijn dan toppen, waarin hoofdzakelijk uit torsie
opgebouwde trillingsvormen optreden. Een en an-
der is een gevolg van 2 eigenschappen van de
demping, die in het systeem aanwezig is. Deze is
in de eerste plaats véél groater voor torsietrillingen
dan voor buigings-trillingen, en in de tweedeplaats
neemt zij iets toe naarmate de frequentie hooger is.

De gevonden resonantie-frequentie’s worden

" vervolgens opnienw ingesteld, teneinde de daarin

optredende trillingsvormen ditmaal nauwkeurig en
volledig te onderzoeken. De daarvoor noodige am-
plitudemetingen worden uitgevoerd overeenkom-
stig de onderstaande richtlijnen:

a. Men voert steeds paren metingen uit in
punten, die in één dwarsdoorsnede van
den vleugel aan den vé6r- en den achter-
rand liggen. Twee van zulke metingen
leveren tezamen op eenvoudige wijze de
draai-amplitude van den vleugel bij de
betreffende doorsnede. -

b. Men meet uitsluitend op ribben of liggers
van den vleugel, en niet in punten, ge-
legen midden in op het rib-liggersysteem
uitgespannen paneelen. Daardoor wordt
vermeden dat plaatselijke, ,toevallig”
versterkte trillingen van een stuk van de

1) Deze toppen liggen nagenoeg bij de eigenfrequentic’s
van het.systeem, Wordt de trilling aangedreven door een
centrifugaalkracht-generator, dan is er een gering verschil,
dat in no. 18 wordt berekend. Men kan hiervoor een kleine
correctie op de resonantiefrequentie’s aanbrengen.




vleugelhuid in de: metingen worden opge-
nomen, hoewel zij vanzelfsprekend geen
enkele beteekenis hebben, :

¢. Er is geen reden, om te trachten uiterst
kleine trillingen bij den vleugelwortel, of
trillingen van den romp, nauwkeurig te
meten. Dergelijke metingen heeft men
n.l. niet noodig, en mochten zij al geluk-
ken, dan zijn zij vaak toch niet brujkbaar,
Een uvitzondering kan zich voordoen bif
sommige trillingsvormen van vleugels,
waarin motoren zijn ondergebracht, De
motoren hebben n.l. een z46 groote mas-
sa, dat zij ook bij zeer kleine amplitude
een niet te verwaarloozen aandeel in de
kinetische energie van het complete sys-
teem leveren. Zoo'n geval kant). een
moeilijk probleem opleveren, daar de
meetnauwkeurigheid en vooral de ,.sto-
ringsvrijheid” te kilein kan worden. In
zoo'n geval is een nadere theoretische
analyse van de standtrillingen van het
systeem, .te voeren volgens bekende me-

thoden der trillingsleer {men zie b.v. lit. .

16, 19 en 20), op zijn plaats. De laatste
werkwijze levert nauwkeuriger uitkomsten
dan twijtelachtige metingen van te ge-
ringe amplituden,

d. Men stelt nauwkeurig de ligging vast
‘van de knoopljjnen van den trillingsvorm,
(Zie lit. 20 en 22.)

De aard der aandrijving, de resonantiefrequentie
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Fig.. 9. Voorbeeld van v]eugeltrilling"en bijhehoorende
amplitudeverdeelingsfunctie’s.

1} Heel vaak vormt zich in de ,motordoorsneden”, of
vlak daarbij, een Anooplin, waardoor de motortrilling vrijwel
nul wordt (men behoeft dan ook de massa daar ter plaatse
niet nauwkeurig te weten!). Er zijn echter ook altijd trillings-
vormen, waarbij de motor in het bijzonder de torsietrilling
van den vleugel nog merkbaar medemaakt. .
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en den trillingsvorm leveren tezamen het materjaal,
op grond waarvan de gevonden resonantietrillin-
gen worden geidentificeerd. Nadere richtlijnen
hiervoor worden hier niet vermeld, men zie b.v.
e, 22).

Tenslotte worden aan die resonantie-trillings-
vormen {= eigentrillingsvormen), die men bij de
berekening van de kritische snelheid in aanmerking
wenscht te nemen, deformatie-functie’s ontleend.
Ter toelichting van een geschikte werkwijze moge
worden ondersteld, dat door de proef een eigen-
trilling is gevonden van de in fig. 9 geschetste ge-
daante. Men kan hieraan aanvankelijk amplitude-
verdeelingsfunctie’s z, en ¢, ontleenen, die resp. de
amplitude (b.v. in m) ter plaatse van de beschrij-
vings-as en de draai-amplitude (b.v. in radialen}
als functie van x {in m) geven (zie fig. 9).

Bij deze functie’s moeten de deformatiefunctie's
worden aangepast. Het is geschikt, daarbij niet de
corspronkelijke schalen aan te houden, doch deze
z00 te wijzigen, dat '

— of de deformatie’s bij den vieugeltip gelijk
_aan -één worden. D.w.z. de schaal bij de
amplitudeverdeelingscurve  der  buiging
wordt zoo gewijzigd, dat z.(b) — 1 lengte-
eenheid (m) wordt, en die bij de curve der
vleugeltorsie z60, dat (b} = 1 (radiaal)
wordt .

of de integralen

jzu‘-'dx en ]rpo”dx

resp. gelijk aan | {m®) en gelijk aan 1 (m)
worden. Deze reductie wordt tot stand ge-~
bracht, door, eerst [z, ’dx en fp. dx direct
uit de amplitudeverdeelingscurven te be-
palen. Zijn de uitkomsten resp. x,{m?) en
x,{rad’m}, dan deele men de schaalwaat-

den op de z.-as {in m) door I'x,, en de op
de p.-as door Vx,.

De reductie, beschreven onder 1o, passe men toe
in de berekeningen, beschreven in de nummers 71,
72, 912 en 92!, en die, gencemd onder 2o0. bij de
overige berekeningen. .

De gereduceerde amplitudeverdeelingsfunctie's
ziin identiek met of dienen bij- benadering aan te
sluiten bij overeenkomstige deformatie-functie's.
De reductie op deformatie-functie's heeft de wver-
houding, waarin buiging en torsie in een eigentril- -
ling optreden, uit het beeld dat deze functie's van
de deformatie geven, verwijderd. Deze wordt als
volgt apart vastgelegd:

Wordt de eigentrilling gedefinigerd door

2k =2(Gio )k 2i mk=2(6fo)k?’f

dan geeft g— den afstand van de knooplifn der
k

eigentrilling tot de beschrijvings-as. (Het quotiént
moet positief worden gerekend, wanneer de be-
schrijvings-as voor ligt.) Wanneer de functie’s z;

1) Omdat in deze berekeningen integralen over den vleu-
gel door een apart gedefiniderden factor N gereduceerd
worden. :




de dimensie van meters hebben, en ¢; die van ra-
E(ﬁia‘)kz-i(x)

A —Ji(x)de
Z(Qm)k@ (x)

knooplijnafstand eveneens in meters.
Wordt de cigentrilling gedefiniéerd door
p= C @i
dan moet C; gelijk wordén genomen aan het getal
z;( x)
L(x)pi(x)
stand van de knooplijn van de betreffende eigen-
trilling, als functie van x, in m geeft {wanneer de
m overal als lengte-eenheid wordt gebruikt).

dialen, geeft het quotiént

Z==2Z;

, waarin 4;(x) den bovenbedoelden af-

18, De bepaling van dempingsparameters.
Dempingjsparameters kunnen op -tweeérlei wijze
worden bepaald:
a. uit de scherpte van de toppen der reso-
nantiecurve,

b. uwit het decrement der vrije uitslingering
van het systeem na een verstoring.

De scherpte der toppen van de resonantie-
curve.

Men stelle, dat de resonantiecurve ter plaatse
van de te onderzoeken top kan worden vergeleken
met de mathematische resonantiecurve van  het
systeem met één graad van vrijheid, gedefiniéerd
door de vergeh]kmg 1)

mii k{1 +id)u=Pr et

welke de oplossmg

181.

(‘355)

— PV?
_ m
y’(},oc _ ,,e)z +oatrt

eitrt o) (356)

‘heeft, waarin & een phaseverschll is en »,de ,.on-.

gedempte eigenfrequentie” ],k

De amplitude u wordt maximaal voor
' V=r"re;=val:f1+a£ ' .
zoodat de resonantiefrequentie iets boven de on-

gedempte eigetifrequentie ligt. De resonantie-
amplitude bedraagt 7
- PV1ilae P
(uu‘)v=v0=;1'-—'a—-fm—a (357)

Bereken nu, hoeveel de frequentie moet worden
gewijzigd, om de amplitude tot de halve resonantie-
amplitude terug te brengen. Deze frequentiewijzi-
ging » — #, = /v wordt bepaald door een verge-
lijking -

%P(wm +dv):
Tre— (s FATPT L irst

waaruit volgt {zoolang Av veel kleiner is dan ..}
C dvem-edants (358)

1) In het rechterlid is een factor P»® aangebracht, omdat
ondersteld wordt, dat de aandrijving geschiedt met een cen-
trifugaalkracht-generator, die een quadratisch met de frequen-
:ie toenemende krachtamplitude afgeeft.

PITEG

m _ a
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. treft,

zoodat men door meting van s de waarde van «
kan vaststellen. De berekening is [eitelijk alleen
correct, wanneer ¢ niet van de amphtude afhangt.
Wordt vermoed, dat dit weél het geval is, dan neme
men b.v. een drietal resonantiecurven op, waarbij
de trilling met verschillende trilkrachtamplituden
wordt aangedreven. Dan ontstaan in hoofdzaak

. gelijkvormige, doch natuurlijk in absolute grootte

der amplituden onderling verschn]lende resonantie~
curven.

Vervolgens neemt men de intervallen Ay (met
voordeel} wat kleiner, d.w.z. men vergelijkt de fre-
quentie, waarbij de top ligt, met frequentie's,
waarbij de amplitude niet tot de helft, maar b.v. tot
% a 4 vdn de resonantie-amplitude is teruggeloo-
pen.” De daaruit voor de drie resonantiecurven
voor een overeenkomstigen top berekende waarden
van a kunnen dan geacht worden te behooren bij
amplituden, achtereenvolgens gelijk aan de gemid-
delden der beide amplituden, uitgaande waarvan
iedere o is berekend. Men vindt zoo 3 punten voor
het functioneele verband tusschen de waarde van

‘den'dempingsparameter en de amplitude, op grond

waarvan men zich een denkbeeld van dit verband

kan maken!). Vermeld moet worden, dat de reso-

nantiecurven van een vleugel in den regel door -
allerlei ,storingen”” vervormd zijn, zoodat de
waarden, die men er voor.den dempingsparameter

uit afleid, meestal niet erg navwkeurig zijn.

Men stelle ag steeds gelijk aan den parameter,
die men overeenkomstig het gegeven voorschrift
afleidt it den resonantietop -der fundamenteele
buigingseigentrilling. Wat den parameter a, be-
moet worden gezorgd, dat (vergelijk b.v.
{133) ivm. (122)):

etc(1+iag) FMy (14 iag)=k(1 +iag)
waarin ¢r de dempingsparameter is, berekend uit

den top der fundamenteele torsieresonantie.
Daaruit volgt

(359)

: e’c

Q== typ - e —ag)
| i r pr - T B
Wordt de demping door bemiddeling van com-
plexe eigenfrequentie’s ingevoerd (zie b.v. no. 73),
dan geschiedt dit door aansluiting te construeeren
bij de vrije trilling, die het systeem (355) vertoont,

wanneer P = 0 wordt gesteld. Men substitueert
U=t,e’" {360)
en vindt: ‘
= m¥P k(] fia)=o0
of, daar k =
m
=1 ('l |-ia). (361)

Men moet het quadraat der complexe eigen-
frequentie dus gelijk nemen aan het quadraat der
ongedempte eigenfrequentie, vermenigvuldigd met
1 + ia, waarbij « bepaald is uit de betreffende top
der resonantiecurve..

1)y Men kan desgewenscht extrapoleeren tot aan de doorr
vleugelbreuk gedicteerde grens. :




v

182. Het decrement der vrije uitslingering.

Het denkbeeld, de demping af te leiden uit de
vrife uvitslingering van het systeem ligt voor de
hand. De wuitvoering is echter allerminst eenvoudig,
in het bijzonder voor de demping op torsietrillin-
gen. In de eerste plaats bevat de vrije trilling in
den regel minstens twee componenten. Deze moet
men voldoende uit elkaar trachten te houden door
de aanvangsdeformatie eenigermate in oOvereen-
stemming te kiezen met den trillingsvorm van de
te onderzoecken component. Het lijkt n.l. niet erg
waarschijnlijk, dat men beide dempingsparameters
uit één registratie van een ,,gemengde’’ uittrilling
zal kunnen afleiden!

Een wellicht nog belangrijker moeilijkheid doet
zich voor bij de bepaling van het decrement van
de antisymmetrische uwittrilling, daar men er dan
voor moet zorgen, dat de bakboord- en de stuur-
boordvleugel antisymmetrisch, dus preciesin tegen-
phase, bewegen. Bij de symmetrische trilling kan
men een analoge moeilijkheid ontgaan, door en
den romp, en den .anderen’” vleugel vast te zetten

(doet men dit laatste niet, dan bestaat de kans van

een energie-overdracht via den nooit geheel onbe-
wegelijken romp van den trillenden vleugel op den
.anderen” vleugel. Men denke aan de energie-
overdracht tusschen gekoppelde, gelijk afgestemde
-slingers. Het 'gevolg is een foutief decrement.)

Overigens kan op de inrichting van de proef niet
worden ingegaan, Het is in bepaalde gevallen wel-
licht mogelijk, een geschikte oplossing voor de ge-
schetste moeilijkheden te vinden: de principigele
mogelijkheid der methode ligt vanzelfsprekend
vast.

De afleiding van de waarden van een dem-
pingsparameter wordt weer verkregen door aan-
shiiting te zoeken bij het systeem van één vrijheids-
graad. gedefiniderd door (355). De wvrije trilling
. hiervan wordt volgens {360) en (361) gegeven
door '

iy ) ; —dar irgr
umuoew"]l+”“1'—u e F o
hetgeen een trilling is met een logarithmisch de-
crement {dat in afwijking van wat meer gebruike-
lijk is, ter vereenvoudiging van de uitwerking,

UTWUKING

N4

Fig. 10. Gedempte vrije uittrilling.

wordt gedefiniderd als het tegengestelde van de
natuurlijke logarithme van het quotiént der in fig.
10 aangegeven fopafstanden a, en a,, d.i.

(3=——ln~—) gelijk aan

(362)
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Uit het logarithmisch decrement leidt men de’
waarde van ¢ dus direct af. Een afhankelijkheid
van de demping van de amplitude zal men nu be-
merken uit een verandering van &, naarmate de ge-
middelde amplitude geringer wordt. . -

Uit « worden de in de fosmules optredende
dempingsparameters ag, ar enz. bepaald op de in
no. 181 beschreven wijze.

183.

De dempingsconstante «, die de demping op rol-
roerbewegingen vastlegt, kan — althans in'den
symmetriscHen trillingsvorm — natuurlijk even-
eens uit eem resonantiecurve, of uit de registratie
van een vrije uittrilling. worden afgeleid. In het
eerste geval komt echter alléén de curve in aan-
merking, die de amplitude van de draaiingen van
het rolroer ten opzichte van den vleugel op de
plaats x = b, als functie van de frequentie weer-
geeft (dus fy,), als functie van »}. Het . is dus
noodzakelijk, dat instrumenten beschikbaar zijn,
die het mogelijk maken deze amplituden te meten.
In het tweede geval moet de vrije wuittrilling van
het rolroer ten opzichte van den vieuge! worden
geregistreerd. Dt is wellicht eenvoudiger reali-
seerbaar, omdat het geoorloofd zal zijn a'en U[eugel
daarbij vast te zetten.

De .'demping op rolroerbewegingen.

STAAF

Fig. 1l. Trilproef voor de bepaling van de demping op

rolroerdraaiingen.

Moeilijker wordt de zaak, wanneer het rolroer
geen, of geen duidelijke of eenduidige, eigen-
trilling vertoont, zooals in den antisymmetrischen
trillingsvorm het geval kan zijn. Vermoedelijk zal
de eenige doelmatige methode wel bestaan in het
‘forceeren van een rolroertrilling met behulp van
direct aan het rolroer bevestigde, aan het andere
einde door een excentriek aangedreven, veeren,
De vleugel z&lf zal vastgezet kunnen worden. De
opstelhng kan in principe overeenkomen met het
in fig. 11 aangegeven schema.

Aannemend dat op het rolroer, of in de bestu-
ring, ditmaal in het geheel geen elastische defor-
matie’s optreden {antisymmetrische trilling met in
de besturingsruimte losgelaten en meetrillend
stuurrad!), zou de beweging die ontstaat moeten

]




kunnen worden beschreven door een formule van
het type

—~Iwytiva,y=—ak {363)
waarin a de arm van het excentriek, en k de con-

stante van de veer in het aandrijffmechanisme is.
Er zou een amplitide

ak
—lLv+irae,

ak
v T2 L

moeten ontstaan. Kent men a, k. » en [, dan kan
men o, berekenen. Het zou mogelijk moeten zijn,
z00 ook het heele verband tusschen a, en || vast
te leggen. Men kan naast {364) nog een tweede
vergelijking gebruiken, wanneer het phaseverschil
tusschen de roerbewegingen en den stand van het
excentriek kan worden gemeten.

Het vermoeden bestaat, dat men, wanneer wer-
kelijk een uitvoerig onderzoek wordt ingesteld naar
de demping op rolroerdraaiingen in antisymmetri-
sche trillingsvormen van den vleugel {of met vast-
gehouden vileugel en in de bestuurdersruimte vrij-
gelaten rolroerstuur), op allerlei min of meer sto-
rende complicatie’s zal stuiten, die niet naar alge-
meene regels kunnen worden opgelost. Daarom
moge de beschouwing met de vermelde suggestie
worden afgesloten.

7= {364)

19.  De torsieproef op den vleugel.

Een torsieproef kan op een vleugel worden ver-
richt om vast te stellen, of een eclastische as aan~
wezig is,-en als dat het geval is, waar die as dan
ligt. De uitvoering van de proel is lang niet altijd
noodzakelijk: de gegevens die men eraan wil ont-
leenen kunnen soms ook op andere wijze (b.v. uit
de eigentrillingsvormen) worden verkregen. Het

verdient daarom aanbeveling, de proef alleen dan

te doen, wanneer andere methoden om de gezochte
elastische eigenschappen vast te stellen, op moei-
liikheden of onnauwkeurigheden afstuiten, en wan-
neer het bovendien op grond van algemeene over-
wegingen waarschijnlijk is,.dat een redelijk defi-
nigerbare elastische as aanwezig zal zijn.

Deze as wordt bij de proef gevonden als meet-
kundige plaats van draai-punten van de vleugel-
profielen bij het aanbrengen van een zuiver fordee-
rende belasting. Een dergelijke draaipuntenlijn is
altiid aanwezig, zij vormt echter eerst een elasti-
sche as, wanneer de ligging onafhankelijk blijkt te
zijn van de verdeeling der iordeerende belasting
over de vleugelbreedte. Daarom moet de proef z66
worden uitgevoerd, dat achtereenvolgens in ver-
schillende dwarsdoorsneden van den vleugel {b.v.

~de doorsneden x = 0.3b; x = 05b; x = 07b
en x — 0,9b) tordeerende koppels op den vleugel
worden aangebracht (de kracht-resultante moet,
om vleugelbuiging te voorkomen, exact nul zijn), en
dat bij ieder van deze belastingen de draaipunten-~
lijn, waarom de vleugel tordeert, wordt opgemeten.
Vallen deze lijnen geheel of nagenoeg samen, dan
is een elastische as aanwezig, wier positie door de
draaipuntenlijnen wordt gegeven.

Het kan aanbeveling verdienen, bij de proef
beide vleugels (de bakboord- en de stuurboord-
vieugel) te belasten, men kan dan nog verschil
.-naken tusschen symmetrische en antisymmetrische
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belastings-vormen. Vooral de antisymmetrische be-
lastings-vormen kunnen bij zorgvuldige uitvoering

. scherp-uitkomende resultaten opleveren.

20. Enkele opmerkingen over de numerieke nit-
werking der berekeningen.

. Daar de numerieke uitwerking de uiterste spe-
cialisatie van de in deze verhandeling Beschreven
rekenmethoden vormt, spreekt het vanzelf, dat
hiervoor niet meer dan enkele zeer algemeene aan-
wijzingen kunnen worden gegeven.

Alvorens hiertoe echter wordt overgegaan, moge
een algemeene opmerking naar voren worden ge-
bracht, die wellicht al veel eerder gemaakt had -
moeten worden, Deze opmerking heeft betrekking
op een schijnbare onevenredigheid tusschen de uit-

" voerigheid ‘en zorgvuldigheid, waarmede de alge-

meene formules zijn uitgewerkt, en de nauwkeu-
righeid van de numerieke uitkomsten, die zij kun-
nen leveren. Immers: een der belangrijkste grond-
slagen van alle rekenmethoden, die werden ontwik-
keld, vormt de bruikbare, doch zeker niet geheel
juiste hypothese, dat de luchtkrachten op den
vleugel aan de ,.twee-dimensionale theorie” kun-
nen worden ontleenid. Het is in het bijzonder het
gebruik van deze hypothese, die de nauwkeurig-
heid van alle numerieke uitkomsten beperkt en die .
het noodig maakt, een behootlijke veiligheidsmarge
in acht te nemen. Waar het eenmaal noodig is, een
dusdamge benadering — die overigens gelukkig
nog zéér bruikbare resultaten op kan leveren — in
te voeren, lijkt het in ieder geval geoorloofd, bij
de verdere uitwerking allerlei compliceerende klei-
nigheden, die veel minder invloed hebben, door
verwaarloozing of anders ingerichte vereenvoudi-
ging te verwijderen. Het is deze zonder twijfel aan-
wezige mogelijkheid, die schijnbaar bij de ontwik-
keling van de in deze verhandeling beschreven

- rekenmethoden niet in het oog gehouden is. Want .

alle berekeningen zijn door strikte en praktische
exacte ontwikkeling hunner elementaire grondsla-
gen opgebouwd, waarbij de invoering van gewoon-
liik wel genoemde vereenvoudigingsmogelijkheden
bijna altijd is vermeden. Deze werkwijze doet den-
ken aan de uitwerking eener berekening in zes
decimalen, terwijl men weet, dat de derde reeds
onnauwkeurig is.

Het hierboven omschreven bezwaar is echter
toch niet houdbaar. Want hoewel zonder twijfel
vaak allerlei vereenvoudigingen op de berekenin-
gen toelaatbaar zijn, kunnen de in de praktijk aan-
getroffen verhoudingen z66 uitéénloopen, dat het
niet mogelijk is in algemeenen vorm vast te stellen,
welke vereenvoudigingen in concrete gevallen toe-
gelaten kunnen worden. Deze mogelijkheden kan
men . pas overzien, wanneer het getallenmateriaal
beschikbaar is. Daarom was het toch verreweg het
beste, de algemeene formules zoo nauwkeurig mo-
gelijk te houden en op vermoedelijk vaak in aan-~
merking komende benaderingen apart — in een
commentaar — de aandacht te vestigen. Het is
deze staat van zaken, waarop nog eens in het bij-
zonder in de eerste der hieronder vermelde, aan de
praktijk der numerieke uitwerking ontleende aan-
bevelingen de aandacht wordt gevestigd:




a. Vooral bij de bewerkelijke berekeningen

voor systemen met drie ,.graden van vrij-
heid" make men gebruik van alle vereen-
voudigingsmogelijkheden, die op grond
van theorie of getallenmateriaal toelaat-
baar blijken te zijn. Hieronder valt de ver-
waarloozing van quadraten van kleine
parameterwaarden, de gelijkstelling van

slechts onbeteekenend verschillende defor--

matievormen, de uitbuiting van interpola-
tie-methoden bij de berekening van nauw
verwante integralen over den vleugel, de
verwaarloozing van demping op vleugel-
buiging. de vervanging van weinig vari-
‘eerende parameters door constanten, enz.
Vanzelfsprekend is hierbij de grootste
zorgvuldigheid geboden: wanneer de toe-

laatbaarheid van een bepaalde vereenvou-

diging niet vooruit kan worden beoordeeld,
vereenvoudige men beter niet.

Het is wenschelijk de heele berekening uit-
voerig in tabellen uit te voeren, zo6, dat
een snel overzicht in ieder stadium moge-
lijk is, en vooral contréles zooveel mogelijk
worden vergemakkelijkt.
berekeningen van de onderhavige bewer-
kelijkheid zijn rekenfouten nauwelijks ge-
heel uit te sluiten (tenzij afles in duplo
wordt uitgerekend), dergelijke fouten ko-
men in den regel in bepaalde stadia der
berekening te voorschijn en moeten dan
zoo gemakkelijk mogelijk opgezocht en ge-
corrigeerd kunnen worden..

Na voltooiing van bepaalde onderdeelen
of stadia der berekening schakele men
contrélegrafieken op de | strooking” van

uitkomsten in. Het komt herhaaldelijk voor, -

dat tusschen bepaalde berekende getallen
een gecompliceerd analytisch verband
moet bestaan, dat door de constructie van
een grafiek te voorschijn moet kunnen
worden gebracht.

Wanneer de karakteristieke vergelijking
eenmaal is opgelost en dus een of meer
groepen van Arifische waarden van ¥ en
¥ zijn vastgesteld, moet substitutie van
deze getallen in de coéfficiénten der homo-
gene lineaire vergelijkingen voor de am-
plituden van de kritische trilling deze ver-
gelijkingen . onderling afhankelijk maken.
Men verificere dit steeds, door de ampli-
tuden der kritische trilling uit twee ver-
schillende combinatie’s van vergelijkingen
op te lossen, die jeder uit het complete stel
worden verkregen door één der vergelij-
kingen buiten beschouwing te laten.

Wanneer een apart medespelend rolroer

aanwezig is zij’ men voorzichtig met de
interprefatie van meervoudige groepen kri-
tische parameterwaarden. Men lette in het
bijzonder. op den invloed, dien de demping
kan hebben. Het kan noodzakelijk zijn, de
heele berekening uit te voeren voor ver-

Bij numerieke’
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schillende waarden van de dempingspara-
meters.

Tenslotte moge nog even de gang der berekening
schematisch worden aangeduid. Het uitgangspunt
vormen de beide regele vergelijkingen

A=—10 A'=0 (365)
waarin de karakteristieke vergelijking
An+iAn Awd-iAL ..
Ay +iAy A +iAs" . . 1. =0 (366)

--------------------

- kan worden gesplitst. De beide vergelijkingen

{365) kunnen altid worden opgevat als geheele,
rationale, algebraische uitdrukkingen van beperk-
ten graad in +°. Heel vaak is minstens één der ver-
gelijkingen een vierkantsvergelijking voor ', Men
bepaalt nu de coéfficiénten dezer uitdrukkingen,
die gecompliceerde functie's van V zijn, voor een
serie geschikt gekozen — de kritische waarde naar
verwacht mag worden insluitende — waarden van
V. Men verkrijgt dan een kleine serie vergelijkin-
gen: :

Afre, Vi)=0

A, V=0
A('l"", V;-):O )

(vt V)= 0
e V) (367)

A, Vo )=0  A(r. V=0

n kan b.v. gelijk zijn aan 4 tot 10, al naar het
van te voren mogelijk was, de kritische waarde(n)
van V in een min of meer groot interval te locali-
seeren {b.v. door ruwe benaderingsmethoden}.

Men losse nu de vergelijkingen A’ = 0 naar »*
op. Alleen de reéele en positieve wortels zijn van
belang, andere wortels kunnen buiten beschouwing
blijven. De uitkomst bestaat uit een serie waarden:

PN 'l']m"’
- r!!m:!

P, e Lo L Vom® S

waarin m hoogstens gelijk is aan den graad der
vergelijkingen 4” =0 in »*. Men substitueert- de
getallen (368} vervolgens in de overeenkomstige
uitdrukkingen A(+*, V;}. Sfelt men

A, V)<H (369)

dan is H{v’y, V) = d4(»s V:} in het algemeen
ongelifk aan nul. Men verkrijgt uvit de substitutie
in het algemeen m onderling al dan niet samen-
hangende' takken van de functie
H=A4[»(V). V]

waarvan men een grafiek maakt (waarin dus H op
V is uitgezet). Alle snijpunten dezer curve(n) met
de H == 0 as leveren kritische waarden van V.
Aan ieder dezer waarden wordt door de functie
v = v*(V} één kritische waarde van de frequen-
tie » toegevoegd.

9 0
V1w, Ve

(368)

" " Substitutie van een bijeenbehoorend paar kriti-

sche waarden van V en v in {366) maakt. de li~
neaire homogene vergelijkingen voor de amplitu-
den, van welke vergelijkingen (366) de al dan niet
omgewerkte coéfficiéntendeterminant is, onderling
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afhankelijk en daarmede op een constante na (de
absolute grootte van de amplituden!} oplosbaar. De
absolute grootte van de amplitude gaat eerst een
rol spelen, wanneer b.v. de waarde van één of meer

dempingsparameters hiervan afhankelijk wordt ge-
steld.
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De bovenbeschreven uitwerkingsmethode is de

meest voor de hand liggende en de gebruikelijke.
Daarmede is niet gezegd, dat zij ook de meest
eentvoudige (minst bewerkelijke) is. Er is reden om
te vermoeden, dat korfere, sneller tot resultaten
voerende werkwijzen mogelijk zullen zijn. Gedacht
wordt aan methoden, waarbij, uitgaande van ruwe
benaderingen voor verschillende onbekenden, vol-
doende nauwkeurige uitkomsten door ,herhaalde

benadering”” worden verkregen. Een werkwijze, .

die snel genoeg convergeert (het typische kriterinm

voor de bruikbaarheid van iteratie-methoden) komn

echter nog niet worden gevonden. Men zal zich
dus voorloopig aan het geschetste schema moeten
houden.

~

21.

De structuur der in deze verhandeling beschre-
ven methoden voor de berekening van kritische
snelheden voor onstabiele vleugel- of -vleugel-
rolroertrillingen wordt beheerscht door de navol-
gende — consequent aangehouden — aannamen:

Samenvatting,

a. Het mechanische systeem wordt opgevat
als een lineair-elastisch systeem met
beperkte vormveranderingsmogelijkheden,

Meer in het bijzonder wordt de vleugel.

steeds geidealiseerd tot een dunnen vleu-~
gel, "waarvan het profiel indeformabel is
(zoodat de ,Lkoorden' altijd rechte lifnen
blijven, hoe de vleugel overigens ook ver-
vormd is). Het rolroer wordt — voor zoo-
ver het niet als een vast aan den vleugel
verbonden vleugelonderdeel wordt opgevat
(hetgeen geoorloofd schijnt te zijn wan-
neer het massagebalanceerd is) — geacht
; de buigingsdeformatie’s van den vieugel
mee te maken, als ware het vast aan den
vieugel verbonden, en géén eigen torsie-
deformatie te vertoonen, Aan de besturing
ervan worden de eigenschappen van een
massalooze veer toegekend.

b. De luchtkrachten op het systeem worden
geacht te kunnen worden verkregen door
den vleugel in smalle strooken te verdeelen
en op iedere strook — onder uitsluiting van

inductie — die luchtkrachten aan te bren- -

gen, die volgens berekeningen op een

overeenkomstig bewegende strook van een

vleugel in twee-dimensionale strooming

(van een incompressibele vloeistof) wer-
-~ ken.

Het is in hoofdzaak de laatstgenoemde aan-
name,
en betrouwbaarheid der uitkomster medebrengt,
waarmede men door inschakeling van een veilig-
heidsmarge rekening moet houden. (Bij een overi-
gens zorgvuldige berekening mag een veiligheids-

die een beperking der nauwkeurigheid’

marge van 20—25 % voldoende worden geacht).

De onderlinge verschillen tusschen de exempla-
ren der serie beschreven rekenmethoden .bestaan
voornamelijk uit een verschillende keuze der toe-
gelaten en/of in aanmerking genomen deformatie’s.
In no. 7 t/m no. 9 wordt het rolroer als afzonderlijk
onderdeel van het systeem buiten beschouwing ge-
laten, en worden aan den vleugel deformatie’'s toe-
gekend, die exact, of zoo goed mogelijk, aansluiten
bij bepaalde eigentrillingsvormen van den vleugel.
In daarna beschreven rekenschema's wordt het rol-
roer als aparte graad van vrijheid in het systeem
opgenomen. Buiten beschouwing gelaten wordt de
behandéling van den tweedekker.

Zoowel voor het systeem zonder, als voor dat
mét rolroer worden trillingen van den romp, (wel-
ke.de trillingen van den vieugel kunnen beinvloe-

" den} aanvankelijk steeds verwaarloosd, waarna
“later correctie’s worden beschreven,

waardoor de |
romptrillingen in rékening kunnen worden ge- |
bracht. Hierbij is, de behandeling van den anti~
symmeirischen trillingsvorm — welke wijzigingen
eischt die niet de orde van grootte van correctie’'s
hebben — ingelascht.

Alle rekenmethoden zijn er speciaal op inge-

" richt, de resultaten eener standtrillingsproef in de

berekening als gedeeltelijken grondslag op te
nemen. Daarom kunnen de methoden, de letter der
gegeven aanwijzingen volgend, alleen worden toe-
gepast, wanneer een standtrillingsproef met den te
onderzoeken vleugel is uitgevoerd. Is dit niet het
geval, dan moet in de plaats daarvan een analyse

worden gesteld van de elastische eigenschappen
van den vleugel, welk onderzoek volledig buiten
beschouwing blijft. Het kan echter volgens be-
kende werkwijzen worden uitgevoerd (zie b.v. lit.
19 en lit. 20), en de berekeningen zijn ‘wel zoo
ingericht, datde uitkomsten dezer analyse dan

" zonder te veel moeite in de formules kunnen wor-

den ingevoegd,

Er is bijzondere aandacht aan besteed, speciaal
de praktische — numerieke — toepassing der be-
rekening zooveel mogelijk te vergemakkelijken.
Daarom zijn nagenoeg alle formules volledig uit-
gewerkt tot den voor de substitutie van getallen
meest geschikten vorm. Bovendien zijn in de
laatste nummers (no. 16 t/m no. 20} aanwijzingen
opgenomen betreffende de vastlegging der nume-
rieke grondslagen der berekeningen.

Appendix. De inachtname van de, in vergelij-
king met den vleugel, beperkte breedte van
het rolroer.

22.

Bij de uvitwerking van rekenvoorschriften voor de
behandeling van een vleugel~rolroer-systeem is in
deze verhandeling bij voortduring de overigens niet
ongencemd gebleven complicatie buiten beschou-
wing gelaten, dat het rolroer zich niet over de volle
breedte van den vleugel behoeft uit .te strekken.
Alle formules zijn feitelijk in een vorm uitgewerkt,

" die — naar den letter opgevolgd — alleen geldt

voor ‘het eenvoudige geval, dat het rolroer even
breed is als de vleugel. Het is de bedoeling in
dezen appendix nog even nauwkeurig te vermel-

den, hoe de eindformules moeten worden gehan-




teerd, wanneer men deze wellich: niet altijd ge-
-wenschte vereenvoudiging wil ‘vermijden. |

In de einduitkomsten {tabel 3, tabel 4 en (340))
"~ wordt de massa-verdeeling van het systeem ge-
representeerd door symbolen My, Uly en/of uy,
terwijl de aerodynamische eigenschappen') de
vele termen met geindiceerde parameters g of 1,
voor het overgroote deel vermenigvuldigd met een
functie R, {n = 1 ....38) van de koordeverhou-
ding y, opleveren, De ,u's en A’s definieeren inte-
gralen over de vleugelbreedte, en de factoren R,
konden aan deze integratie's worden onttrokken,
omdat in de praktijk der berekening # als een con-
stante kan worden behandeld. Qorspronkelijk ech-
ter hoort iedere functie B, in de einduitkomsten
thuis énder het integraalteeken, dat de ¢ of 1 defi-
nieert, waarmede die R, is vermenigvuldigd. Zoo
is.b.v. de term (uit de in no. 11 beschreven be-
rekening }: '

N R7‘MmER7/mLtzl1dx {370)

verkregen uit de integraal [ R; mytz,d x. Is het rol-

roer nu smaller dan de vleugel; strekt het zich b.v.
slechts uit van x — b, tot x — b (= vleugeltip),
‘dan moet i.p.v. (370) eigenlijk worden geschreven:

O 5
RT/”]‘.':E / R- m[;f21dx+ / R-/mLtz,ldxf._v
'r} b

b, 5

.QR'7(0)./mLtzldx—}R?(:;?)ﬂ/mLtz. d x

0 b

(371)

r

immers kan men zich aan. het stuk van den vleugel
binnen het rolroer (d.i. het stuk 0 <x=<b,} een

.rolroer met koorde nul” (dus 4y = Q) bevestigd
denken. Wat de ,aerodynamische” termen in de
eindformules betreft, is de zaak daarmede in prin-
cipe opgelost. Men moet iedere x en 4, die als fac-
tor van een functie R, optreedt, splitsen in deelen

br‘ |‘
A
(-/Lxxx")h——[m[_ coodx

. .. 4
' (,u;-x’”‘:)n=’/mL‘.. .dx
¢ S (372)
(o i m, & ... dx
: :
(1xx“)u=/m,_§....dx

b

. 3

1) Met ultzondermg van de bekende ..traagheldswerkmg
van meetrillende lucht”, die in de ,traagheids-termen” is op-
genomen.
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die voor

en vervolgens iedere term

Rn[ux“‘ vervangen door )

Ra(0) . (#05) 1 4 R ) - (10 J 41

en

(373)
R A vervangen door S

RA(0). (lxx“x)f‘l‘Rn(']) (/Lm“)u

De definitie van die i's en 1's, die in de eindfor-
mule zonder faktor R, voorkomen (N.B.: er zijn
geen p's en A’s, die zoowel mét als zonder R, voor-
komen) kan onveranderd (ongesplitst) worden
gelaten: zij definieeren dus direct integralen over
den geheelen vleugel {van x = 0 tot x — b). -

Woat de ..aerodynamische termen’’ betreft, is de
hierboven gegeven aanwijzing in principe voldoen-
de. Zij stelt de noodzakelijke wijziging echter be-
werkelijker voor, dan zij in werkelijkheid is, De
zaak wordt n.l. zeer vereenvoudigd doordat alle
Ris{n=1....38)voorn = 0 nul worden met
uitzondering van (zie tabel 2):

Ri(0)=1; R(0)=05; Ry(0)=10;
‘ R15(0)=-‘0,5; R‘IH(O)=O,5 (374)
T(0)=Ruw (0)=Ru"(0)— '
ﬁ@]{h:—RJ(O):oo (375)

T

 Nu gaan de vergelijkingen {373) voor die R,'s,
= 0 nul zijn, over in

Rn,ﬂxxxx = n(’]) . fﬂxxxx) 124 ?
| Rn j-xxxx = Rn (7)-) . (Jltxxxx:) i g

Verder vindt men, dat de R.'s van het stel (375)
uitsluitend voorkomen, vermenigvuldigd met een

(376)

" of i, waaraan de indiceerende exponent 4 is toe-
.gevoegd. Als zoodanig worden deze u's en 1's ge-
definieerd door integralen, die achter ‘het integraal-

teeken de factor ¢y bevatten. Dleze factor is na-
tuurh]k nul, wanneer er geen rolroer. is, zoodat de
wijzigingen (373) in dit geval den b1]zonderen
vorm

R o™ —30c. 04 R,, (1) (p™5 )41, enz.

aannemen.
Daar men het onbepaalde product 0 . = gelijk
aan nul blijkt te moeten stellen, geldt ook voor die
.aerodynamischie termen” in de einduitkomsten,
die de R.'s van het stel (375) als factor bevatten,
de eenvoudige wuz:gmgsvergeh)kmg (376). Alleen
de relatief weinige termen, die een der in (374) ge-
noemde R,'s bevatten, moeten dus volgens het
.volledige” . voorschrift (373) worden gewijzigd.
Wat de ,traagheidstermen” in de einduitkomst

‘betreft, moet men de noodige veranderingen aan

de hand van de vergelijkingen (294a) en (337)
uitzoeken, Die termen in deze formules, die de
traagheidswerking van meetrillende lucht represen-
teeren, kunnen naar de hiervoren vermelde aanwij-
zingen worden behandeld, waarbij men in het oog
houde, dat in deze formules ook R,'s voorkomen
met de hoogere nummers 39 ..., 47. Ook van deze
R.'s wordt het grootste deel nul voor y — 0. De
uitzonderingen zijn:

Rw(0)=025 en R, (0)=0,093750 (377)



Verder merke men op, dat in (294a) en (337)
uitsluitend termen met y's, en geen, A-termen’” wor-
den aangetroffen. .

Verder bevatten de formules (294a} en (337)
termen, die de massaverdeelingsfunctie's {my), als
factor bevatten. Teruggrijpend op {243) stelt men
gemakkelijk vast, dat hierin formeel geen verande-
ringen behoeven te worden aangebracht. De be-
perkte breedte van het rolroer kan n.l. zonder meer
bij de constructie van de functie's {my), in acht
worden genomen, waarvoor de formules (243} alle
benoodigde aanwijzingen geven. '

De hiermede in completen vorm verkregen aan-
wijzingen voor de inachtname van de — vergeleken
bij den vleugel —— beperkte breedte van het rolroer,
worden hieronder voor ieder der in de nummers
11, 12 en 13 gegeven rekenvoorschriften apart en
gedetailleerd samengevat.

22.1. Wijzigingen, aan te brengen in de-in no, 11 -

gegeven rekenvoorschriften,’

* In de in tabel 3 vervatte einduitkomst en in de
bijbehoorende formules (294a} voor de coéfficien-
ten My komen de navolgende u's en i's voor, niet
vermenigvuldigd met een functie R,:

M, ,Um.v.' M A, Aia¥, Aga®.

De definitie van deze parameters wordt niet ge-
wijzigd.

Met als factor één der R,’s van het stel (374) of
(377) worden aangetroffen:

Haa, Uez, s Asg, Aaz, Au®,

Dientengevolge moet hun definitie onder split-
sing in twee deelen naar de aanwijzing der formule
(372) worden gewijzigd, waarna iedere term,
waarin zij in de einduitkomst en-in de formules
{294a) optreden, naar de aanwijzing van de for-
mule (373) door twee termen wordt vervangen.
Men lette er op, dat g, en 4,, in tabel 3 d6k voor-
komen, vermenigvuldigd met R.'s, die voor'y = 0
gelijk aan nul worden, in welke gevallen (373} tot
{376) wordt gereduceerd,

Van alle overige p's en 1's wordt de definitie in
zooverre gewijzigd, dat de integralen, waardoor zij
worden gedefinieerd, niet over de heele vleugel-
breedte. doch slechts over dat deel, waar zich het
~ rolroer bevindt (d.i. van x = b, tot x = b) worden
uitgestrekt. In de formules (294a) en in tabel 3
behoeft dan verder geen enkele verandering te
worden aangebracht.

22.2, Wiizigingen, aan te brengen in de in ne. 12
gegeven rekenvoorschriften.

In de in tabel 4 vervatte einduitkomst en in de
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bijbehoorende formules (337) voor de coéfficienten
Uls en uy komen de navolgende u's en 4's voor,
niet vermenigvuldigd met een functie R,:

M1, e, H2a¥P, taa, flas®, ﬂa&”. Hus"¥ Moz, Has®, ,”as'-m
A1, Aae®, Aee¥0. daas Aas®s Asa®. As¥Y. Am, dewt,
Dienovereenkomstig wordt de definitie van deze
parameters niet gewijzigd.

Met als factor één der R,’s van het stel (374)
of (377} treft men aan:

zssvv

HMas, ploa, Hon®, Has, Msa. MHss Has®, flis. flss, g

j‘:12; /12‘..‘ ]'2‘_‘[)- ’14.')- )-.',4. I'I.")ﬁy ’155”' }"TH: ASH; A‘.Sau

(378)

Dienovereenkomstig wordt hun definitie onder
splitsing in twee deelen naar de aanwijzing der for-
mule {372) gewijzigd, waarna iedere term, waarin
zij in de einduitkomst en in de formules (337) op-
treden, naar de aanwijzing van de formule (373)
door twee termen wordt vervangen. Men lette. erop,
dat p,, s My Mss, Use €0 de bijbehoorende A's in -
tabel 4 66k voorkomen, vermenigvuldigd met R,'s,
die voor 5 = 0 gelijk aan nul worden, in welke ge-
vallen {373) tot (376} wordt gereduceerd.

Van alle overige u's en 1's wordt de definitie in
zooverre gewijzigd, dat de integralen, waardoor zij
worden gedefinieerd, niet over de geheele vleugel-
breedte, doch slechts over dat deel van de vieugel-
breedte waar zich het rolroer bevindié (d.i. van
x =05, tot x = b) worden uitgestrekt. In de for-
mules (337) en in tabel 2 behoeft dan verder geen
verandering te worden aangebracht,

22.3. Wijzigingen, aan ¢e brengen in de in no, 13
gegeven rekenvoorschriften.

In de in {340) samengevatte einduitkomst en in
het daarbij behoorende gedeelte der formules (337)
voor de coéfficienten Ul en u; komen de navol-
gende u's en 1's voor, niet vermenigvuldigd met een
functie R.: :

Haty 2%, H22®%, Aiis Ain¥. Aaa®®,

Dienovereenkomstig wordt de definitie van deze
parameters niet gewijzigd.

Met als faktor één der R,'s van het stelsel (374)
of (377} treft men aan

Hys, flaz, Mas®, Ay, las. Ase”,

Men wijzige hun definitie en de termen in (340)
en (337), waarin zij worden aangetroffen, overeen-
komstig de hierveor in no. 22.2 bij het stel (378)
gegeven aanwijzingen. Voor de overige u's en i's
geldt eveneens een wijzigingsvoorschrift, dat ont-
leend kan worden aan het hiervoor in no, 22.2 voor -

- de overeenkomstige u's en i's gegevene.
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23. . Notatielijst.

N-.B. Owveral, waar hieronder sprake is van al-
standen tusschen punten en assen, of tusschen
assen onderling, wordt bedoeld: de betreftende af-
stand gemeten in één dwarsdoorsnede van den
vleugel dw.z. gemeten in een richting evenwudlg
aan de Y-as.-

x,y = codrdinaten in het vlak van den vleugel. -

Zie fig. 1, blz. 4.

z e = Verplaatsfng van den vleugel ter plaatse
van de beschrijvings-as,

Zie fig. 1, blz. 4.

.rp_ = torsiechoek van den vleugel ‘
Zie fig. 1, blz. 4. .
¥ = rolroeruitslag — plaatselijke hoek tus-

“schen de rolroerkoorde en het verlengde
van de. vieugelkoorde,
Zie fig. 3, blz. 37.
7. == rolroeruitslag t.o.v. de vleugelwortelkoorde.
7, = rolroeruitslag t.o.v. een z66 gekozen vleu-
" gelkoorde, dat de deformatie’s in het be-
sturingsmechanisme van’ het rolroer met 7,
evenredig gesteld kunnen worden.
zg == verplaatsing van den vleugel ‘ter plaatse
van de beschrijvings-as, doch t.o.v. een
vlak, dat draaiingen van den romp om zijn
langs-as mede untvoert

Z  — verticale verplaatsing van den romp ter
plaatse van de beschrijvings-as.
¢  — draaiing van den romp om de beschl‘l]-
‘ vings-as.
¢ == draajing van den romp om zijn ]angs~as
L — naar boven positieve verticale verplaatsmg

van den voorrand van het rolroer, tov.
het vlak van den vleugel.

¢ — vleugelkoorde 1}.

fo = gemiddelde vleugelkoorde.

tgi = effectieve vleugelkoorde.

¢, ~ —koorde van het rolroer.

b — afstand van den v]eugelwortel tot de uiter-
ste vleugeltip.

b, —= x-codrdinaat van den binnenrand van het
rolroer.

b, = x-cobrdinaat van de dwarsdoorsnede, waar

de hoek y, wordt gemeten.

¢, -+ =alstand van de voorste neutrale as van’

den vleugel tot de beschrijvings-as.
¢, is overal daar positief, waar de beschny
vings-as voor ligt.

c, ~ = afstand van de achterste neutrale as van
' ‘den vleugel tot de beschrijvings-as.
¢. is overal daar positief, waar de beschrij-
vings-as voor ligt.

¢, = afstand van het midden der vleugelkoor-
. den tot de beschrijvings-as.
Cm is overal daar positief, waar de beschn]-
vings-as voor ligt.

1) Indien aan den vleugel een rolroer is bevestigd, wordt
met vleugelkoorde steeds bedoeld: de koorde van het vlak,
gevormd door vleugel en rolroer fezamen.

Cd

1

¢

S

3R

Cd:

= alstand van de draai-as van het' rolroer tot
de beschrijvings-as.
“¢q is positief, wanneer de beschm]vmgs -as
voor ligt.

— afstand van den voorrand wvan het rolroer
tot de beschrijvings-as.
c, is posmef wanneer de beschn;vmgs—as
-voor ligt. -

— afstand van de zwaartepunts as van vleu-
gel -+ rolroer tot de beschrijvings-as.
s, is positief, wanneer de beschrijvings-as
vOOr llgt

— afstand van de zwaartepunts-as van den
vleugel—alleen tot de beschrijvings-as.
s, is positief, wanneer de beschn]vmgb—as
voor ligt,

— afstand van de zwaartepunts-as van het
rolroer tot de draai-as.
s, is positief, wanneer de draa1 -as voor ligt.

= afstand van het zwaartepunt van den
romp tot de beschrijvings-as.
sg is positief, wanneer de beschrijvings-as
vaér ligt,

—: koorde van het rolroer.

— cy— ¢, = afstand van de draaj-as tot den
voorrand van het rolroer,

«.... = deformatie-functie’s der vleugelbui-

ging.

e.... = deformatie-functie’s der vleugeltorsie.

C..C,.... = verhoudings-parameters der buiging

25

Ar

en torsie in één deformatiecompo-
nent. .

Q. ....== factoren der deformatie-functie’s bij

een willekeurige — doch toegelaten —
deformatie — gegeneraliseerde codr-
dinaten der vleugeldeformatie’s.

— verhoudingsparameter der buiging en tor-.
sie in een willekeurige toegelaten deforma-
tie.

= verhoudmgsparameter der bu1gmg en tor-
sie in den deformatie-vorm der fundamen-

teele buigings-eigentrilling van den vleu-

gel.

= verhoudings-parameter der buiging en tor-

sie in den deformatie-vorm der fundamen-
teele torsie-eigentrilling van den vleugel.

I =
5

!

_t g

- | s

== breedte van de spleet tusschen vleugel en
rolroer te bepalen volgens fig. 5. blz, 42.

— massa per breedte-eenheid van vleugel -+
rolroer = massaverdeelings-functie van
vleugel en rolroer samen.
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massa per breedte-eenheid van den vleu-
gel-alléén — massaverdeelings-functie van
den vleugel-alleen. N

massa per breedte-eenheid van het rol-
roer = massaverdeelings-functie van het
rolroer.

massa van den romp.

massa per breedte-eenheid van de lucht in-

den aan vleugel |- rolroer omschreven cy-
Imder .

traagheldsmoment per breedte-eenheid van
vleugel |- rolroer om de zwaartepunts-as
van deze combinatie = verdeelings-functie
van het traagheidsmoment om de zwaarte-
punts-as voor vleugel en rolroer samen.

traagheidsmoment per breedte-eenheid van
den vleugel-alleen om de zwaartepunts-as
van den vleugel-alleen — verdeelings-
functie van het traagheidsmoment om de
zwaartepunts-as van den vleugel-alléén.

traagheidsmoment per breedte-eenheid van
het rolroer-om zijn draai-as = verdee-
lings-functie van het traagheidsmoment

- van het rolroer om zijn_draai-as.

I

traagheidsmoment van den romp om een
dwars-as door zijn zwaartepunt,

traagheidsmoment van den romp om zijn
langs-as.

massaverdeelings-functie’s in de uitdruk-
king voor de kinetische energie.

stijfheids-verdeelingsfunctie's in de uit-
drukking voor de potentiéele energie.

veerconstante der rolroerbesturing.

kinetische energié.

potentiéele enérgie.

tijd.

frequentie.

— eigenfrequentie’s.
resonantie-frequentie.

frequentie van een kritische trilling.

fundamenteele elgenfrequentle der vleugel-

- buiging,

fundamenteele eigenfrequentie der vleugel-
torsie.

vliegsnelheid.

kritische snelheid,

—5 gereduceerde snelheid.

kntlsche waarde der gereduceerde snel-
heid. ‘

gemiddelde gereduceerde snelheid.

= dempingsparameter op vleugelbuiging.
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pw’, pr’ = teeks van uit de functie P afgeleide
reéele functie’s van V, getabelleerd in
tabel 1.

a; = complexe dimensielooze luchtkrachtcoéffi-
ciénten. '

®; = Kiissner'sche functie’s voor de luchtkrach-
ten. Alle @'s zijn functie's van g-alléén.

R, — samenstellingen van functie’s @, getabel-

~ leerd in tabel 2.

o — luchtdichtheid.

Ag, A’y —redele, resp. complexe deelen der ele-
menten-van de karakteristieke deter-
minant-vergelijking. '

g = gravitatieversnelling.

PP PPy Pro P Pro’

De indiceerende -exponent *.

ur = dempingsparameter op vleugeltorsie.

o, = S op een bepaald deel
- o der vleugeltorsie,

a, == " op rolroerdraaiingen.

a, == dempingsparameter eener quasi-snelheids-

evenredige demping op rolrcerdraaiingen.

a1, ¢, = dempingsparameters op eigentrillingen
‘ van den vleugel. :

P =—complexe hoofdfunctie voor de niet-sta-

tionnaire luchtkrachten, P is een functie
‘van de gereduceerde snelheid alléén.

. pu’,P‘zo'P:’t .p2a"P21’,p12.Pﬂ-},

Bovenstreepte symbolen. Een streep boven een
symbool duidt aan, dat de voorgestelde groot-
heid in het algemeen complex is,

Hiermede wordt de
toegevoegd complexe van de door het geindi-
ceerde symbool voorgestelde grootheid aange-
geven,

De index o. Een index o, toegevoegd aan het sym-
bool van éen coordmaat die een verplaatsing
of deformatie vastlegt, schakelt het geinduceer-.
de symbool om op de amplitude der in die ver-
plaatsing of deformatie optredende harmoni-
sche trilling.

De integraal [....dx. Een integraalteekeh vOor
een functie van de cobrdinaat x definidert een
integraal over het gebied van den vleugelwortel

. b
tot den tip. Dus f....dx = f...

0

Een punt boven een symbool. Een punt boven éen

. dx.

symbool definigert de diffefentiaal-operatiedi .
- T

toegepast op de door dat symbool voorgestelde

variabele.

De indiceerende. exponenten -|- en —.. Als expo-
nent aan een symbool toegevoegde indices -+
of -— onderscheiden toestanden van het sys-
teem, waarbij de spleet tusschen vleugel en
rolroer ,,open” (4}, dan wel ,gesloten” (—)
is.

Il
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. ‘ Tabel 1 . L N
Functies van de gereduceerde snelheid, die de grootte der luchtkrachten op-een trillenden vleugel bepalen,

en de constante, de lineaire en de quadratische fermen hunner Taylor-ontwikkeling ).

\4 (Vo} 2_1‘/ (2 ]‘/0) Pi=pi. | DS =po P2 =pPoo | P’ = Peo’ P P’ P pe’ Pz pr’ Do Pas”
0,00000 . 0.00000 0,00000 C,00000 0,00000
0,05000 10,0 000249 0.10012 000501 | 000012
0,10000 50 0,00984 0.20096 0,02010 0,00098
0,12500 4,0 0.01525 0,25184 0,03148 0,00191
0,16667 3,0 002667 | 033753 0,05626 (0,00445
0,20000 25 0,03784 0,40700 0,08140 0,00757
0,25000 2.0. 0,05769 0,51295 0,12824 001442 s
0,33333 1,5 0,09808 0,69468 023156 - | 003269 . , _
0.41667 1.2 0,14618 0.88327 0,36803 0,06091 0,257 - 0,960 0,768 ' 0,168 0,079 0,088 043 0,14
0,45454 1.1 0,17019 0,97129 0,44149 007736 | . 0295 1,065 0,926 0,209 0,084 0,104 0.53 0,17
0.50000 1.0 0,20055 1.07887 0,53943 0,10027 0.342 1,195 1,140 0,270 0.090 0.126 0.66 0,22
0,51020 0.98. 0,20757 1,10330 0.56290 0,10590 0.353 L 1,224 1,189 0,285 0,091 0,131 0,69 0.23
0,53191 0,94 0,22276 1.15563 0,61469 0,11849 0.376 1,288 1,298 0.317 0,004 0,142 0,76 025
0,55556 0,90 0,23967 1,21318 067400 |  0.13315 0.401 1,358 1,431 0356 0,097 0,154 0,84 C 028
058140 0.86 0,25854 1,27670 " 0,74227 0:15032 0.429 1.436 1,581 0,399 © 0,100 0,167 093 0,31
C,60976 0,82 {,27970 1,34717 0,82145 0,17055 0,460 1.523 1,755 0,451 0,101 0,182 1,04 0,34
. 062500 0.80 0.29126 1,38537 (.86585. 0,18204 0,477 1,570 1,853 0,480 0,103 0.189 1,10 0,36
0.64103 0.78 0,30354 1,42578 . 0,91397 019458 0,494 1,621 1,958 0,512 0,103 0,198 1,17 0,38
0.65789 076 0,31659 146856 0,96615 0,20828 0,512 1,674 2,071 0,546 0,104 0,208 1,24 041
0.67568 074 ,330581 - 1.51399 1,02297 0,22332 0.532 1.731 2,197 (0,584 2,104 0,217 1,32 0,43
0.69444 0.72 0,34535 1,56222 1,08487 0,23982 0.552 1,791 2,333 0,624 0,102 0,227 140 0.45
071429 0.70 0.36120 161361 1,15258 .| 0,25800 0.574 1,855 2480 0,668 0.102 0,239 1,50 0.48
0.73529 0.68 0,37815 1,66838 1,22674 0.27805 0.597 1,926 2,647 - 0,717 0,101 0,249 1,60 0,51
0.75758 0.66 0,39631 172695 1.30830 0,30024 0,621 1,998 2,826 0,770 - 0,100 0,261 171 0,55
0.78125 .64 . 0,41580 1,78964 I,-398 16 032484 0.646 2078 3027 0.831 0,098. 0,275 1.83 0,58
0.80645 0.62 043674 1,85694 1,49753 0,35221 0.673 2163 " | 3246, 0.895 0,098 0.286" 1,97 0.62
0.83333 0.60 045928 192933 1,60777 0,38273 0,702 2,253 3,483 0,967 © 0,094 0,300 243 ¢t 0,66
0,86207 0.58 048360 200742 1.73054 041690 0,733 2,353 3,759 1.048 0,091 0.316 2130 0.71
0,89286 0,56 0,50989 2.09187 1,86774 0,45526 0,765 2,460 4,058 1,137 0.086 0,331 2.49 0,76
0,92593 . 0,54 0,53835 2.18344 2,02171 0,49848 0,800 2,576 4,407 1,240 0,082 0,347 271 0,82
0,96154 0,52 0,56924 228304 2,19523 0,54735 0837 2,702 4,791 1,351 0,076 0.365 2,95 0.88




1,00000 0.50 0.6(0284 2,39174 2,39174 0,60284 0,877 2,841 5,240 1,478 ) 0.070 0,385 3,23 0,95
1,04167 0,48 0,63948 2.51081 2,61543 0.66612 - 0,919 2,992 5,745 1.622 ] 0.062 . 0,407 3,54 1,03
1,08696 046 0.67953 2,64170 2,87142 0,73862 0,964 3,159 6,315 1,784 0,053 0,431 . 3,90 - 1,11
1,13636 - - 0,44 (0,72343 2,78616 3,16608 0,82207 1,012 - 3,343 6,966 1,972 ©0.045 0,452 4,31 1,20
1,19048 0.42 0.77170 2,94639° 3.50761 ,91869 1,063 13,550 7.738 2,185 0,032 | - 0478 4,79 1,30
1,25000 h 6,40 ,82492 3,12488 3,90610 1,03115 1.119 3,773 8,631 2,428 0,016 0,504 5,34 N 1,41
1,31579 0,38 0.88381 3.32483 4,37478 1,16291 1,178 4,026 9,684 271t L 0,004 0,532_ 5,99 :_, .54
1,38889 - 0.36 0,94921 3,55011 4,93072 1,31835 1,241 - 4,309 10,917 3,042 — 0,029 0,559 ] 6,76 = 1,68
1.47059 0.34 1,02211 3,80557 5,59643 1,50310 1,310 _ 4,632 12,415 3426 — 0,054 . 0,589 7.68 1,84
156250 0.32 1 11037t | 4,09730 6,40204 ],7é45‘1 1,383 4,997 14,219 3,883 — 0,085 0,623 : 878 . | 2,03
1.66667 0,30 119546 443315 7.38860 1.99244 1.461 5412 16,380 4,420 _0125 0,653 o1 |, 224
1,78571 0,28 1,29914 4,82320 8.61283 2,31990° 1,544 5,898 1§,120 5.079 —. 0,159 0,686 11,77 o 2.46
1.92308 026 141696 | 528087. | 10.15554 |- 272492 | 1634 6460 22579 |+ 5860 | —0213 . | 0721 1381 | 272
2,08333 0,24 1,55161 5.82406 12,13343 33,2325'2 1,729 7,119 26,983 - 6,840 —0,271 0,760 . 16,41 o 3,04
2,27273 0,22 1,70658 - 6.47747 14,72155 3,87859 1,830 7.509 32,705 8,041 . =0.336 0,775 i 19,76 - 3,37
2,50000 0,20 1,88624 7.27580 15,18950 4,71561 1,937 8.855 40,300 9,563 — 0,422 0,813 2419 Y378
277778 - 0.8 200637 | 826953 2297003 |  5.82324 ' oo

3,12500 016 V 2,34457 9,53465 29,79578 7.32679

3,57143 0,14 2,64129 11,19103 | 3095797 9,43319 !

4,16667 .12 3.00121 13.43880 5599504 12,50507 - -

5,00000 0.10 344604 | 1663848 8319241 | 1723022 : , ' it

6.25000 0,08 401005 | 2151080 | 13444247 | 2506283 - , : ' S
8.33333 . 0,06 4,75314 29,73464 247,78861 39,60952 ’ i

12,50C00 0,04 580007 . | 46.,33509 579,18863 72.50081

25,00000 0.02 ° 7:52079 96,37253 2409,31325 188,01975

0 0,00 0X o o0 0 0X o

Opmecking: De functies p.1 t/m pw’ zijn berekend uit de eerste en tweede -verschillen van de functies pi; p,’; p: en ps’ en komen dus niet exact (echter
' wel met onbeteekenend verschil) met eerste en tweede afgeleiden overeen.

'} De Taylor-ontwikkelingen luiden, met V=V, %o-' .

P (V)= pio (Vo) +pu (Vo) Bt pa (Vo) () 4

' . . fo— o o fo— B
P/ (V) =ps’ (Vo) + pu” (Vo). tt+ pi’ (Vo) - (TIE) + ...

to— t
t

+por (Vi) (t:t)+

p: (V) =pw (Vo) +pu (Vo).

fo— to— ¢

pr (V) = ps (Vo) 4 o (Ve) g pur (Vo) (555
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. : Tabel 2
Functies van de koordeverhouding van roer en vleugel, die de grootte
der luchtkrachten op eén-trillenden. vleugel bepalen.

| !

n . R, R: R, R.+ R, - __R5+=R5_ R+ Ry~
0,40 0,252217 0,294268 0,626470 0 0779694 | 0747783 0 1,247514
0,35 0293339 | 0330648 0,685082 0 0,867567 0,706661 0 1.214595
0.30 0.339255 0,364855 | 0,747685 0 0972456 0,660745 0 1,166544
0.25 0.391003 0396626 | . 0,804500 | 0 1,102658 0,608997 0 1,102658
020 - 0450183 (.425632 0,857620 0 1,273240 0.549817 | 0 1,018592
0,15 0.519498 0.451439 0.905939 0 1.515461 - 0,480502 0 0,9092738
0,10 0,604182 0.473429° | - 0,947956 0 1,906860 "0,395818 0 0,763944
0.09 0.623837 0.477290 | 0955421 ¢ 2024324 | 0,376163 0 0.718758
0.08 0,644734 0,480948 °|  0,962522 0 . 2,158887 0,355266 0 0,690841
0,07 1 0667105 - 0,484390 0,969229 0 2,320454 0.332895 0 0,649728
0,06 0.691268 0,487600 0,975503 0 2,519812 | 0.308732 0 0.604757

; 0.05 0,717684 "0,490557 0.981306 0 2,774963 0,282316 ¢ 0,554993
0,00 1,000000 0,500000 |- 1,00000C 0 ) 0,000000 0 0,000000

g R; Ry ’ R, R, R, ’ R, R, R
0.40 0,747783 0.822927 0.373530 0,018967 0,124026 0,004784 0,005582 0.327839
0.35 0,706661 .| 0.677408 |* 0311918 0013392 | 0099364 0,003928 0,004428 0,355520
0.30 0.660745 .0,540580 0,252315 0,008587 0,077273 0,003049 0.003279 0.376868
0.25 0,608997 0.413497 0,195500 0.005624 0,057668 0,002199 0,002231 0,389651
0,20 0,549817 0,297473 0,142380 0.003179 0.040521 0,001431 0,001354 0.390928
0.15 0.480502 0194242 0,094061 0,001530 0.025866 0,000795 2,000691 0376446
0.10 0,395818 0.10628¢ |° 0,052044 (,000549 0.013846 0,000332 0,000260 0,339015
0.09 | 0,376163 0,090839 0.044579 0,000421 0011784 | 0000263 ,000201 0,327676
0.08 0,355266 0.076207 0,037478 0,000313 0,009845 0,000202 '0,000151 0,314659"
0.07 0,332895 | 0062440 1 0,030771 0,000224 0,008031 0.000149 (,000109 0,299697
0.06 0,308732 0,049599 0.024497 0,000152 0.006353 0.000105 0,000074 0,282429
0.05 0,282316 0,037771 0,018694 0,000096 0,004819 0,000069 0.000047 0262350
0,00 0,000000 0,000000 |- ©,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0000000 | . 0,000000

1}\ Rl.’i - Rm R17+ Rl?i R18+:,Rlni Rlﬁ—i- ° Rlﬂ— R'lu+
0,40 — 0,184350 0,275301 0,031281 0,016493 0,022314 | —0,389073 | — 0.604334 0.531398
0.35 —0227513 | 0317256 | 0029147 | 0017529 | 0023391 | — 0368809 | — 0496951 | 0,548592
0,30 —0.2727% 0,355368 0,026215, 0.017476 0,022256 | —0,340439 | — 0.349684 0,553412
0,25 . -—(,319085 0391002 | 0,022548 0,016347 0,019448 — 0,303963 | —— 0,151981 0543832
0.20 —0,365032 | 0422453 | 0018242 | 0014194 | 0015500 | ——0,259382 | - 0,114638 | 0517390
0,15 — 0,408978 0,449909 0,013437 0011118 0,010942 | —.0.206695 | - 0,487157 0470732
0,10 — 0448790 | - (0,472880 0,008366 .| 0007317 0,006338 | —0,145902 | 4 1,057098 0,398257
0,09 — 0,456013 0,476869 0.007351 0,006499 0,005466 | —0,132771 | -} 1,213914 0,379850
0,08 — 0,462924 0,480635 | 0.006347 0,005671 0,004624 | —0,119316 | + 1,393928 | 0.359765
0,07 — 0,469485 0484166 | 0,003358 0,004838 0,003816 [ —0.105536 | + 1,604539 0,337823
006 | — 0475656 0,487448 0,004392 0.004009 0003051 | -—0,091432 | -}- 1.857178 0,313709
0,05 —0,481388 0,490461 0,003459 0,003193 0,002'337 —0.077004 | 4 2,170773 0,286992
0,00 — 0,500000 0,500000 0,000000 0,600000 0.000000 0,000000 0 0,000000




Vérvolg Tabel 2
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] R Ryt =Re |Reet =Ry Ryt R.— R Rui_g’l_;-:ﬁ Royt
0.40 0461319 0.871809 0.092745 0 0,096702 0 0,195201 (389073
0.35 0,493101 0,806025 0,070217 0 0.086205 0 0,319615 0,368809

“0.30 0.511364 0,738018 0.051058 0 0,075145 ¢ 0465551 | 0.340439
0.25 0513785 0,666665 0.035120 0 0,063588 0 0,638469 0,303963
0.20 0.497642 0,590338 0,022279 -0 0.051593 ¢ 0,548086 0,259382
0.15 0,459345 0.506368 0.012429 0 0,039199 0 1113191 0,206695
0.10 0.393117 0,409664 0,005480 0 0,026444 0 1.476573 0.145902
6.09 0.375636 0.387947 0.004433 0 0.023855 0 1.569229 0.132771
0.08 0,356422. 0365111 0,003498 0 0,021254 0 1.672053 0.119316
0.07 0,335252 0,340926 0,002673 0 0,018636 0 1.787738 0,105536
0.06 0311812 0,315085 0.001961 0 0,016008 0 1,920229 |  0.091432
0.05 0285669 0.287135 0,001360 0 0.013373 0 2,075648 0,077004
0,00 0.000000 0,000000 0,000000 0 0.000000 0 50 0,008000

q R.: Ry R.; R, R.,t R. Rt =R
0,40 0.932871 0014183 0,003902 — 0,209720 0.092745 0,107533 0039699
035 0858305 0,009464 0,002268 — 0,195242 0.6r0217 0,081835 0,026291
0,30 0771052 0,005938 0,001215 —0.173745 0.051058 0,059797 0,016381
0,25 0.671516 0,003425 0,000581 — 0,146457 0,035120 - 0041321 0,009386
(.20 0.560036 0001748 0,000236 — 0,114925 0,022279 0026327 0.004761 -
0.15 (.436900 0000735 0.000074 — 0,081106 0,012429 0014748 0.001991
0,10 0.302383 0.000217 0.000015 — 0047557 0,005480 0.006529 0,000585
0,09 0,274130 Q.000158 0,000010 —0.041172 0.004433 0.005285 0.000426
0,08 - 0,245432 C 0000111 . 0,000006 — 0,034973 0,003498 + 0004174 0.000299 -
007 0,216290 0.000075 0.000003 —(,029005 0,002673 0.003193 0.000200
0.06 0.186706 0.000047 0,000002 — (0,023314 0,001961 0002344 0.000126
0.05 0.156683 0.000027 0,000001 — 0,017957 0,001360 0,001626 © 0,000073,
0,00 0000000 0,000000 0.000000 0,000000 0,000000 0,0060000 0,000000

3 Ryt R:nlq Rt Ry R, R, Ryt Ry

0.40 0.389073 | +0.60433¢ | 4 0.091637 | — 0,212540 0046417 | —0,029083 | 0389073 0.136514
0.35 0368809 | 4 0496951 | — 0024119 | —0,363371 0.039223 | — 0.02442] 0,368809 0,149923
0.30 0340439 | + 0345684 | — 0126055 | — 0,492437 (,031562 | —0.019360 | 0,340439 | 0.155190
0.25 (303963 | 4 0,151981 | —0,210498 | — 0593948 | 0023846 | —0.014248.| 0,303963 .| 0.151981
0.20 0,259382 | —0.114638 | —0,273151 | —(0.,660840 0016500 | — 0009454 |  (x259382 0,140010
0.15 0206695 | —0.487157 | — (,308477 | — 0,683531 0.009995 | —0,005348 | 0,206695 0.119026
0.10 0.145902 | —1,057098 | — 0308056 | — 0,646651 0,004760 | —0,002270 | 0,145902 0.083818
0.09 0132771 | —1,213914 | —0,302478 | — 0620848 0,003908 | —0,001803 0.132771 0,081652
0.08 0.119316 | —1,393928 | —0,294655 | — 0,609100 0,003129 | — 0001389 0.119316 0,074111
0.07 0105536 | —-1.604539 | — 0,284309 | — 0,583862 0.002427 | —0,001030 | 0,105536 0.066187
0.06 0.091432 | —1,857178 | — 0271071 | —0,553409 0.001806 | —0.000726 | 0,001432 0.057883
0.05 - 0077004 | — 2170773 | — 0254426 | —G.516724 0001271 | — 0000478 | 0.077004 0,049197
0.00 0,000000 —w 0,000000 0.000000 0,000000 0000000 0000000 .| 0,600000




Siot Tabel 2

0.00

o 0093750

0,000000

] Rae"' "R - Ryt Ry Ry, Ry R,

. 040 0.157142 0,087063 -0,465893 - 0.535972 0,076847 (;187552 0,062448
Tt 0,35 0,153349 0.098358 0,370624 0.426115 0.052824 0,204681 0,045319
o030 0,144982 0,102934 0,282375 0324423 0.034099 0218777 0,031223
0,25 0,130335 0,100288 0.202999 0,233046 0,020210 0.229959 0,020041
T 020 0.109953 0,000205 0,134286 0.154034 0,010589 0,238389 0,011611
0,15 0,084291 0,072904 - . 0,077964 0,089351 0,004568 0,244277. 0,00‘5723
0,10 B 0,054522 0,049342 0,035719 0,040899 0,001383 0,247399 - (0,002101
0.09 i 0,048266 0.044052 0,029106 . 0,033320 0,001012 0,248382 0,001615
0,08 ) 0,041977 - 0,038634 0,023133 0,026475 0,000714 0.248792 0001208
0,07 . (,035699 0,033128 0017815 -0,020386 - 0,000480 . 0,249133 "0,000867
006 0,029474 0027577 (0013164 0,015061 0,000304 0,249409 0,000591

- 0,08 0,023371 0,022048 - 0009195 0,010518 3,000177 (,249624 (,000376

0,00 0,000000 0.000000° 0,000000 0,000000 .- 0.000000 - 0,250000. 0,000000

7 R41 R.;:» . R«m . _R.“ »Rﬁ Rm . Raz
Al

0.40 0,050248 0,202636 0,232002 0,017465 — 0,059353 0.008573 D,D83931
0.35 0.060127 0,191065 0,181198 0,014273 — 0,067032 0,005077 0,057001
0.30. 0.069221 0171477 0;135155 0.010881 — 0,067555 0.002768 0,036367
_0.25 © 0,077166 0,145358 0,095213 0,007618 —0,062025 0,001348 0,021309
0.20 0,083677 0.114473 0,061772 0,004758 — 0,05{716 0,000557 G,011041
0.15 0,088569 0.080963 0,035201 0.002502 — 0,038126 0,000178 0,004711
0.10 0.091774 0,047529 0,015840 0,000971 — 0,023059 0,000035 (,001411
0.09 0.092217 0041153 0,012862 0,000755 — 0,020061 0,000023 0,001031
Q.08 0,092598 0,0349561 010186 0.000569 —0,017118 0,000015 0,000726
.. 0,07 0092918 0,028998 0,007817 0,000412 --0,014256 0,000009 ©0,000487
0.06 ©0,093179 0,023310 0,005757 0,000283 —0.011501 0,000005 10,000308
0.05 3,093384 0,017956 0,004007 0,000182 — 0,008889 0,000002 0.000178
0,000000 0,000000 0.000000 0,000000 0,000000




- Uittreksels.

Die Berechnung der kritischen Geschwindigkeit
fiir Flatterschwingungen eines Flugzeugfligels.

Der vorliegende Bericht enthélt ecine Reihe
Rechnungsverfahren zur Bestimmung der kriti-
schen Geschwindigkeit fiir Flatterschwingungen
eines Flugzeugfligels. Alle diese Verfahren sind
" dadurch gekennzeichnet, dasz:

.a. der Fligel als System vorgegebener Form-
anderungsfahigkeit behandelt wird.

b. die mathematischen Ausdriicke fiir die Luft-
krafte der -,,ebénen Theorie” durch Vermitt-
lung der bekannten ,.induktionsfreien Streifen-
hypothese” entnommen werden.

Diese beiden Grundlagen sind in nr. 3 fiic den
_ einfachsten Fall des am Wurzel fest eingespannten

Fliigels ohne Querruder ausfiihrlich dargestellt
worden,

‘Die Definition der zugelassenen Forminderun-
gen des PFligels kann in zweierlei Weise vorge-
nommen werden:

Es sei z = z {1:x) die Verschiebung senkrecht
zur Flugelifliche der Punkte einer ,,Beschreibungs-
achse” {dh. einer frei — jedoch mit Vorteil unge-
fahr in der Nihe der elastischen Achse zu wihlen-

den Achse der Fliigelebene, senkrecht zur Symme-

trieebene des Flugzeuges) und ¢ = ¢ (7:x) die
Drehung um diese Achse. Es kann dann angesetzt
werden :

z=$mMaui

wo die n-}-m-gliederige Reihe der Formanderungs-
komponenten gz, Quepr {i=—=1....m k=1,. . .m)
durch die geeignet zu konstruierenden n{-m De-
formationsfunktionen z;, ¢ definiert wird. Die ¢,
und Q; kénnen als generalisierte Koordinaten be-
trachtet werden.

Man kann jedoch auch

= SQur)pilx)  (A)

z=2qiz)zilx) =2 aqlr). Cigulx} (B)
H 4

ansetzen-und die allgemeinste Forménderung dem-
nach in n Komponenten gz, ; qCup: (i =1....n)
zerlegen, die jede fiir sich- durch zwei geeignet zu
wihlende Deformationsfunktionen ziyg; und ein
Verhéltnisparameter C; (zur Erméglichung einer
willkirlich wéhlbaren Normierung der Deforma-
tionsfunktionen) definiert werden.

Die Bewegungsgleichungen kénnen in beiden
Fallen nach Lagrange gebildet werden. Die kineti-
" sche Energie wird durch (5) dargestellt, wihrend
fiir die potentielle Energie im allgemeinen der An-
satz {9) benutzt wird. Die Ergebnisse bilden die
Gleichungen (57), (58) fir den ,exakten” Fall,
die Gleichungen (61}, {62), (65) Hir den nach
Ansatz (A) und die Gleichungen (67), (68} fir
den nach (B) behandelten Fall.

In der Praxis beschiiinkt man - die Zahl der
Deformationskomponenten immer auf nur 2, oder
hochstens 3. Dies ist eine in Zusammenhang mit

“der Kleinheit der in Betracht kommenden Schwin-

gungszahlen zuldssige Vereinfachung. Geeignete
Deformationsfunktionen kénnen mit Erfolg aus
den experimentell zu ermittelden Eigenschwin-
gungsformen des Fligels im Standlauf bestimmt
werden. Aus den Lagen dér Knotenlinien dieser
Schwingungsformen konnen auich richtige Werte .
fiir die Parameter C; berechnet werden, und es ist
das eigentlich das einzige in Betracht kommende
Verfahren zur Bestimmung dieser Parameter. {D.h.
der Ansatz (B) ist nur brauchbar, wenn ein
Standschwingungsversuch ausgefithrt worden ist.)

Wie es in nr. 4 dargestellt worden ist, hat die
Verwendung von Ergebnissen des Standschwin-
gungsversuches den noch wichtigeren Vorteil, dasz
die in den Gleichungen auftretenden Parameter,

die von den elastischen Eigenschaften des Fliigels

abhangen, meist v6llig durch relativ leicht zu er-
haltenden Messungsergebnisse ersetzt werden
kénnen, Man braucht sich dann nicht mit einer
theoretischen Analyse der Steiflgkext des Fliigels
zu beschaftigen. Da das Deformationssystém (A)
im Gegensatz zum System (B) die Eigenschwin-
gungsformen des Fliigels bei Verwendung von nur
zwei Komponenten gewdhnlich nicht exaké be-.
schreiben kann, kénnen in diesem Fall jedoch ge-
wisse Schwierigkeiten bei der vollstandigen Elimi-
nation der ,elastischen Parameter” auftreten, die
es notwend1g machen kénnen, andere Versuche
heranzuziehen, z.B. einen Torsionsversuch am Elii-
gel zur Bestimmung der Lage der elastischen
Achse, falls es wenigstens eine solche Achse gibt.
(Nach nr. 5 ist das genau genommen fast nie der
Fall, und kann man im allgemeinen nur sprechen
von einer Linie, die der an einer elastischen Achse
gestellten Anlorderungen nahrungsweise erfillt.)

In nr. 6 wird erértert, wie die Luftkraftfunktio-
nen durch Taylor-Entwicklung (nr. 62) -oder
durch Berechnung eines Effektivwertes .der Flii-
geltiefe mit Hille des die Stabilitat beherrschenden
Energiesatzes (nr. 61) in eine fiir die praktische
Auswertung der Gleichungen handliche Néhe-
rungsform gebracht werden kénnen.

Die Nummer 7, 8 und 9 enthalten die Anwen-

_ dung der Theorie auf den Fliigel ohne Ruder.

Zunichst (nr. 7) wird angenommen, dasz der
Flugzeugrumpf eine feste Einspannung fiir den Flii-
gel bildet — was fir die symmetrischen Schwin-
gungen annidherend der Fall sein kann — und dasz
es geniigt, zwei .Schwingungsformen (Deforma-
tionskomponenten) des Fliigels in Rechnung zZu
stellen. Fiir den Ansatz z = q,z;; ¢ = Q,p, und
die im nr. 61 dargestellten Behandlung der Luft-
kraftfunktionen fithrt die Rechnung-zu der karak-
teristischen komplexen Gleichung (134), die nach
(135) in reelle Gleichungen aufgespaltet werden
kann und deren Symbolen durch (136), (133),
(129) und (122), sowie durch Tafel 1 erliutert
werden'). Es miissen die kritischen Werte der
Frequenz und der reduzierten Geschwindigkeit
durch numerische oder teilweise graphische Lasung
dieser Gleichungen bestimmt werden. Behandelt

1} Siehe auch das Verzeichnis der Bezeichnungen.




man die Luftkraftfunktionen nach der in 62 dar-
gesteliten Methode, so erhiilt man ebenfalls Glei-
chungen (134) und (135), jedoch mit durch (140},

(138), (133}, (122) und Tafel 1 gegebenen Ab- -

kiirzungen.

Fir den Ansatz z — ¢z, + @.2.0 ¢ = q,C.p;, +-
+q,C,p, findet man das karakteristische Glei-
chungssystem {155), {156), (157), mit Symbolen,
die je nach der Behandlungsweise der Luftkraft-

" funktionen durch (160), (159), {158), (150),
{145) und (144), oder durch (162), (161), {159),
(158), (150), (145} und (144) gedeutet werden
miissen.

Es zeigt sich, dasz ein Sonderfall des Ansatzes

z = q,z,; = Q,¢p,, namentlich die Nebenbedin-
gung z,==,f, fiir den Rechteck-Fliigel zu den For-
meln von Kassner-Fingado (lit. 5 und 6) fiihet,
dh. ein diesem Ansatz geniigender Fliigel kann
auf ein ,ebenes” Modell abgebildet werden. Nur
in diesem als méglichst einfach zu betrachtenden’
Fall kann auch die zahlenmészige Ldsung voll-
stindig graphisch — und zwar nach den von Kass-
ner und Fingado entwickelten Methoden — vor-
genommen werden. Es miissen die Werte der
Parameter von Kassner und Fingado nach der
Tafel auf Seite 19, und nach dem Formeln (99)
und (98}, sowie {108}, (109} und {110} berechnet
"werden. Dieses viel beniitzte Rechnungsverfahren
kann also eigentlich nur unter sehr speziellen Be-
dingungen angewandt werden und wird meistens
grobe Anndhrungen einschlieszen,

In nr. & wird der Fall entwickelt, dasz eine dritte
Schwingungsform des Fliigels die Stabilitit beein-
fluszt. Es wird angesetzt: 2 = q.2, + qu2: 4 §u24
¢ = ¢.Cip1 + q.Cup, + q.Cip,. Dieser Ansatz
fiihrt zu dem durch die Gleichungen (173) dar-
gestellten Ergebnis, das nach (174), (172}, (170),
{169), {167} und Tafel 1 gedeutet werden musz.
Der gleich O gesetzte Koeffizientendeterminant des
Tripels (173) bildet in diesem Fall die karakteristi-
sche Gleichung,

Die Voraussetzung, dasz der Flugzeugrumpf eine
feste Einspannung Fiir 'den Fligel bildet, wird® in
nr. 9 beseitigt. Bei .der Berechnung der symmetri-
schen Schwingungsform: (nr. 91) werden kleine
Bewegungen des Rumpfschwerpunktes in die
Richtung der Hochachse und kleine Drehungen
des (als starr aufgefaszten) Rumpfes um die
Querachse zugelassen und bei der Bildung der
Bewegungsgleichungen nach Lagrange in Rech-
nung gezogen. Es zeigt sich, dasz diese Freiheits-
grade des Rumpfes im aligemeinen nur Korrektu-
ren auf frither hergeleitete Ergebnisse herbei-
fithren. Zum Beispiel braucht in nr. 72 nur der
Formel (122} durch (194). und in nr. 73 das
Formelpaar {(144), (145) durch (197), (198) er-
setzt'zu werden.

Die antisymmetrische Schwingungsform (nr 92)
wird selbstverstandlich erst durch Rumpfbewe-
gungen, namentlich kleine Drehungen des Rump-
fes um die Langs-Achse, ermoglicht. Sie weicht
stark ab von den Schwingungsformen des fest ein-
gespannten Fliigels. Die Berechning der kritischen
Geschwindigkeit fithrt zu den drei durch (221),
{222) und (223) dargestellten linearen homogenen
komplexen Gleichungen, die im Zusammenhang
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mit (220), (219) und Tafel 1 gedeutet werden

miissen. Der gleich null gesetzte Koetfizienten- -
determinant liefert in {iblicher Weise reelle Glei-
chungen fiir die kritischen Werte der Frequenz
und der reduzierten Geschwindigkeit. Eine ein-
fachere, jedoch nur ndherungsweise richtige Rech-
nung fiihrt zu Gleichungen, die mit den in ar. 73
abgeleiteten iibereinstimmen, wenn die dort aufge-~
fundenen Formeln {144) und (145) durch (235)
und (236} ersetzt werden.

Mit den obengenannten Verfahren ist die Un~
tersuchung des Fliigels ohne Ruder abgeschlossen
worden. Es wird jetzt das System mit Querruder
in Angriff genommen, und es wird dabei zunéchst
wieder angenommen, dasz der Flugzeugrumpf
eine feste Einspannung fiir den Fliigel bildet. Die
allgemeine Anwendung des Lagrange'schen Ver-
fahrens zur Bildung der Grundgleichungen, die

"mathematische Darstellung der Luftkrafte (iiber

tragen aus der ,ebene” Theorie) und ihre die
Zahlenrechnung eileichterende N#herungsform
{abgebrochene Taylorentwicklung), sowie die

Vereinfachung der Rechnung mit Hilfe von Mes-

: sungsergebmssen des Standschwingungsversuches

sind in nr. 10 behandelt worden. Es mag hervor-
gehoben werden, dasz die Formeln fiir die Luft-
krafte der als lit. 17 zitierten Arbeit von Kiissner
und Schwarz entnommen worden sind, die es erst-
malig erlaubt, einen aerodynamischen Ausgleich
des Querruders in Rechnung ztt tragen. Eine dabei

-aufgefundene Schwierigkeit bildet der Einflusz

des Spaltes zwischen Fliigel und Ruder, die zu
einer Trennung der Falle des ..offenen” und des
..geschlossenen’” Spaltes fiihrt. Beide Fille wer-
den durch indizierende Exponenten + und — un-
terschieden. Naheres findet sich in der Text und
in fit. 17.

1 . 1
Die Anwendungen finden sich in den Nummern

11, 12 und 13. In nr. 11 wird neben die Ruder-

schwingung die Form#nderung des Fliigels nach
dem Ansatz z — q,z,; ¢ = Q,¢, in Rechnung ge-
tragen. Das Ergebnis wird durch die karakteristi-
sche komplexe Gleichung (317} (aufspaltbar in
den reellen ‘Gleichungen (319} und (320)) gege-
ben, mit nach Tafel 3, den Formeln {316), (310},

{309}, (308), (294) und den Tafeln 1 und 2 zu
deutenden Symbolen In nr. 12 wird der Ansatz
7z = qz; + g2 p = @.Cup, + ¢;Cap, fiir die
Fliigeldeformation verwendet. Diese Rechnung
Fihrt zur Gleichung (336). Die Elementen der
Determinant haben die in Tafel 4 zusammenge-
fasste Bedeutung, s werden weiter die- Abkiirzun-
gen (336a), (335). (334), (333). (332). (331),
{330) und (322), (Siche auch {256) und (257))

verwendet. Zum Schlusz wird in nr, 13 der Fall
behandelt, dasz, auszer Ruderdrehungen, am Fiii-
gel nur eine Deformationskomponente z == ¢,2,:
¢ — q,Cp, zugefiigt zu werden braucht. Diese
einfachere Rechnung kénnte angewandt werden,
wenn aus irgendeinem Grunde vorausgesetzt wer-
den kann, dasz die kritische Schwmgungsform
nahe mit nur einer', gefidhrlichen” Standschwin-
gungsform iibereinstimmen wird. Es ist {339) die
karakteristische Gleichung, die beniitzten Abkiir-
zungen werden durch (340), (341), (342). (343)
und (338) sowie durch Tafel 1 und 2 erlautert.




Wie es beim Fliigel ohne Ruder der-Fall war,
wird die Untersuchung abgeschlossen mit einer in
nt. 14 aufgenommenen Betrachtung des Einfluszes
der Beweglichkeit- des Rumpfes. Es werden die
gleichen Rumpfbewegungen zugelassen wie friiher.
Es zeigt sich, dasz die Berechnung fiir die symme-
trische Schwingungsform genau nach dem in den
Nummern 11, 12 und 13 dargestellten Verfahren
_ durchgefithrt werden kann, wenn die dort ver-
wendeten. Formeln {294) durch (347); (256},
und (322) durch {(348) und wenn (341) ebén—
falls durch die zugehorigen Formeln der Rethe
(348) ersetzt werden. Die Berechnung der anti-
symmetrischen Schwingungsform ist weniger ein-
fach, im allgemeinen fordert die genaue Rechnung
ztt viel Acbeit. Es wird darum nur eine als brauch-
bar zu betrachtende Niaherungsrechnung ausge-
arbeitet (nr. 14.2}. Diese Naherungsrechnung fithre
ebenfalls-zu mit in-den Nummern 11,
abgeleiteten weitgehend - iibereinstimmenaen For-
meln, Man hat nur die Formeln (294) durch (351)
zu ersetzen und die dazu in Betracht kommenden
Symbolen in' der Tafel 4 statt nach frithéren An-
gaben nach (352) zu deuten.

Zur mdglichst guten Erleichterung der prakti-
schen Durchfiihrung sind die obenbeschriebenen
Rechnungsverfahren durchgehend bis zur Grenze
ausgearbeitet worden, wo die Zahlenrechnung an-
fangen musz. Nach dieser Seite kann die mehr all-
gemein-giiltige Rechnung also als abgeschlossen
betrachtet werden, und es bleibt fiir die letzten
Nummer des Berichtes (nr. 15 bis 20) nur noch
etwas iiber die Gewinnung der Zahlengrundlagen

_zu sagen ibrig."Was dariiber angefiihrt wird, be-
schrinkt sich im allgemeinen auf einigen der
Praxis dieser Arbeiten entnommenen Hinweisen.
Nach einer kurzen Einleitung (nr. 15) wird zu-
nachst (nr. 16) die Analyse der Massenverteilung
des Fliigels behandelt. Diese musz auf Gewichts-

angaben und Konstruktionszeichnungen des Fli~

gels gegriindet werden. und an denjenigen Stellen
des Fligels am genauesten sein, wo die Schwin-
gungsweiten grosz sind. In nr. 17 wird der Stand-
schwingungsversuch behandelt. Es werden Bemer-
kungen gemacht iiber die Aufstellung ‘des Flug-
zeuges bei diesen Versuchen; {iber die ‘Art der
Errequng und die Wahl des Angriffspunktes der
Erregung, wobei Masznahmen zur Trennung der
symmetrischen und der antisymmetrischen Schwin-
gungen die Hauptsache bilden, und iiber die Aus-
messung der Schwingungsformen. Auch die Um-
rechnung der Messungen zu den in die Rechnung
eingehenden Grészen (z.B. Deformationsfunktio-
nen)- wird kurz erwihnt. In nr. 18 wird die Be-
stimmung von Zahlenwerte fir die Dampfungs-
parameter angefiihrt. Es liefern hierfiir die Spitz-
breiten der Resonanzkurven und Ausschwingungs-
kurven des Fliigels die wichtigsten Grundlagen.
Zur schwierigeren Bestimmung der Dampfung auf
antisymmetrische Ruderdrehungen konnen Spe-~
zielle Versuche notwendig sein.
einiges {iber Torsionsversuche am Flugel Diese
Versuche sollen Auskunft geben iiber die Lage der
elastischen Achse, die jedoch nur in brauchbarer
Niherung da ist, wenn die Drehpunktslinie des
Fliigels bei rein tordierender Belastung sich wenig

12 und 13-

.19 enthilt -
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. z=}:q;(1’)zs(.’r'-),.

von der Verteilung der Belastung iiber die Breite

des Fliigels abhingig zeigt. Endlich geben die
Ausfiihrungen in nr. 20 noch einige Hinweise fir

die Durchfithrung der Zahlenrechnung, die haupt-

sichlich bei 'den verwickelten Rechnungen fiir

Systeme mit drei Preiheitsgraden wichtig sind.
The calculation of critical speed with respect to

flutter of airplane wings.

This report contains.a description of a series of
mathematical methods for the calculation of the
critical speed with respect to unstable vxbratlons
of airplane wings.

These methods show the following charactens-

tics:

a. the treatment of the wing as a system of
prescribed deformability,

b. the derivation of mathematical expressions
for the aerodynamlc forces of the “two di-
mensional theory” by means of the well-
known hypothes:s of “strips without induc-
tion™.

Both bases of the calculation have been treated
in detail in nr. 3 for the most trivial case of a
wing without rudder, rigidly fixed at the wing-
root. The tolerated deformations of the wing can
be defined in two manners:

Be z = z (t; x) the displacement normal to the
wing plane of the points of an “axis of reference”
{i.e. an axis, normal to the plane of symmetry of
the airplane), chosen arbritrarily, but preferably
in the neighbourhood of the. elastic axis, and
¢ = ¢ (1:x), the rotation around this axis. Then
we may put:

z=§qui(1)zl.-(‘x),

in which the series of n -+ m terms of the compo-
nents of deformation qiz;, Quer {i==1...n k=

..m) are defined by the n 4 m properly chosen
deformation functions z;, .

The guantities g; and (Qx can be considered to
be, genera alized coordinates.

It is however possible to put the following al-
ternative:

@siok(ﬁrpk(x) (A)

¢=2 qi(i)Cripi(x)  (B)
. 1

which separates the general deformation into n
components: g:z;: q.C; (i—=1....n) each defined
by two properly chosen deformation functions
2; 2 ¢p; and a parameter of proportion C; {in order to
facilitate an arbitrary reduction of the deforma-
tion functions z. ).

The dynamic equations can be established by
means of the Lagrangian method. The kinetic energy
is given by {5), the potential energy can generally
be expressed by the equation (9). The substitu-
tion of these expressions into the Lagrange eqUatlons
produces the relations {57), (58} in the “exact”
case, the relations (61), (62), {65) for the case
(A} and (67), (62) for the case (B).

In practice the number of deformation compo-




nents may be limited to 2 or 3 at most. This sim-
plification is allowed as the frequencies to be con-
sidered are low. Suitable deformation Functions can
be determined from experiments concerning the
types of the natural oscillations of the wing when

subjected to vibration tests on a stand. From the .

position of the nodal®curves of these vibrations
exact values of the parameter C,; can be deduced
and this is even the only proper method for the
determination of this parameter {i.e. the develop-
ment inte a series (B) is only applicable, if an
experiment on a stand has been carried out).

As is shown in nr. 4, the use of the results of the
experiments on a stand has the even more impor-
tant advantage, that the parameters used in the
equations, which depend upon the elastic proper-
ties of thé wing. can be replaced by easily ob-
tainable experimental results.

Then it is not necessary to analyse theoreticaily
the stiffness of the wing. As the deformation
system A generally cannot exactly describe the
types of natural oscillations of the wing {in con-
trast to the system B) when using only two com-
ponents, the complete elimination of the “elastic
parameters’, may suffer some difficulties which
may necessitate other experiments, for instance an
experiment on wing-torsion in order to determine
the position of theelastic axis, if existent { Following
nr. 5 this is almost never exactly the case, but in
general it is possible to find a line which approxi-
mately satisfies the conditions of an elastic axis}.

In nr. 6 the reduction of the air force functions
by means of development into a Taylor series {nr.
62) or by calculation of an effective value of the
wing chord by means of the energy equation ruling
the stability {nr. 61), has been described in an
approximate form ready for the practical evalution
of the equations.

" The numbers 7, 8 and 9 contain the apphcatxon
of the theory on wings without rudder. At first it
will be assumed (nr. 7), that the wing root is
rigidly fixed to the fuselage — which will be ap-
proximately true in the case of symmetric vibra-
tions — and that it is sufficient to take into account
two types of vibration (deformation components)
of the wing. Taking the forms z —= q,z,: ¢ = Qi
and using the air force functions treated in nr. 61,
the characteristic complex equation (134) .is ob-
tained, which can be divided into two real equa-

tions (135) and whose symbols are explained by.

(136), (133), (129), (122) and table 1 *). The
critical values of the frequency and the reduced
speed should be-evaluated by numerical or par-
tially graphic solution of these equations. If the air
force functions are treated after the method.
described in 62, one obtaines the same equations
(134) and (135), however with the abbreviations
given by (140). (138), (133), (122) and table 1.
By putting z =q,z, + q.z,; o = q,Cip, +
-+ q,C,p, the characteristic system of equations
(155}, (156}, (157) is obtained, with symbols,
" which relative to the manner of treatment of the
air - force functions, should be given by (160),

') See also the list of used symbols.
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(159). (158). (150}, (145) and (144), or by
mg}; (161), (159) (158). (150), (145) and

It is shown, that in a particular case of the
equation z — ¢,z,; @ = Q,p,, ie by adding the
equation z, =— ¢t (for the case of the rectangular
wing) the formulae of Kassner-Fingado (Jit. 5 and

6) are obtained. This means that a wirg, satisfying

thlS additional condition, can be represented by a

“two dimensional” model. In this most simple case
only the numerical solution can be obtained entirely
graphically, by means of the methods developed by
Kassner and Fingado. The values of the para-
meters used by Kassner and Fingado should be
calculated by means of the table on page 19 and
the formulae (99),-(98), (108), (109) and (110).
From the preceding reasoning it follows that this

frequently used calculation method is only allowed
- under very particular conditions; in general appli-

cation it brings about the introduction of rather
gross approximations. |

In nr, 8 the influence of a third type of vibration
of the wing has beentreated. By putting: z—q,z,+
4+ quzy gz ¢ = ,Cop + @.Cop. +- ¢:Cap,.
equation {173} is obtained, which can be elucidated
by {174), (172), {170), (169), {167) and table 1.
The determinant of the coefficients of the triple
set of equations (173). put equal to zero, is the
characteristic equation in this case.

The assumption of the wing root being rigidly
fixed to the fuselage will be put aside in nr. 9. For
the calculation of the symmetric type of vibration
(nr. 91) small motions of the center of gravity of
the fuselage along the top axis and small rotations
of the fuselage (considered to be rigid) around the
lateral axis are allowed and taken into account in
forming the Lagrangian’ equations of motion. It is
shown, that in general these additional degrees of
freedom of the fuselage only give rise to small

‘corrections to the formerly obtained results, as is

shown by the following example: in nr. 72 it is
only necessary to replace formulae (122) by (194)
and in nr. 73 the set of equations (144} and (145)
by (197) and (198). .

The antisymmetric type of vibration (nr. 92) is
of course only rendered possible by motions {nota-
bly small rotations around the longitudinal axis)
of the fuselage. It differs considerably from the
types of vibration of wings with roots rigidly fixed.
The calculation of the critical speed gives three
homogeneous complex equations (221), (222) and
(223) which should be read in connexion with

(220), (219) and table 1.

The determination of the coefficients, put equal
to zero, gives -— in a well-known manner —- real
cquations for the critical values of the frequency
and of the reduced speed. A more simple, but only
approximately correct calculation gives equations
agreeing to the equations derived in nr. 73, pro-
vided that the formulae (144} and (145) are re-
placed by (235) and (236).

- The described method constitutes the end of the
research concerning the wing without rudder. In
the following chapter the problem of the wing-
system plus rudder is considered. At first it is
assumed, in analogy with the preceding conside-




ration, that the wing root is kept rigidly fixed by
the fuselage. The general application of Lagranges
method of forming the fundamental equations, the
mathematical representation of the air forces
{derived from the two-dimensional theory} and
its simplified and abbreviated approximations
{abbreviated Tavlor-series). as well as the sim-
plification of the calculation- by means of the

experimental results of the wing vibration tests’

on a stand, are given in nr. 10. It has to be
pointed out, that the formulae for the air force,
originally given by Kiissner and Schwarz (lit. 17),
allow for the first time to take into account the

aerodynamic balance of the rudder. The influence .

of the slot -between wing and rudder presents,
however, a difficulty which necessitates a separa-
tion of the cases in consideration inté those of
“open” and ‘‘closed” slots. These cases are
respectively distinguished by’ the indicative expo-
nents 4+ and —. Particulars may be found in the
text and in fir. 17. ‘

The applications are given in the numbers 11,
12 and 13, In nr. 11 both the vibration of the
rudder and the deformation of the wing are taken
into consideration by putting: z=g,z,: @=Q,¢,.

The result is laid down in the characteristic
complex equation (317) separable into two real
equations (319} and (320}; the symbols are ex-
plained in table 3, the formulae (316), (319),
{309), (308}, (294} and the tables 1 and 2. In nr.
12 the deformation of the wing is represented by
=gz, + q,z; : g=q,C, - q.Cop,, which leads
to the equation (336). The signification of the
elements of the determinant is elucidated by table
4. Furthermore the abbreviations (336a), (335),
(334), (333), (332).,/(331), (330) and (322) have
been used {see also (256} and (257))}. Finally in
nr, 13 follows a treatise of the case that, save
rudder rotations, only one deformation component
z=q,z, ; p=¢q,Cp, should be taken into account.
This simplified calculation - can be applied when
for some reason or other it may be assumed, that
the critical form of oscillation agrees to only one
“dangerous” type of vibration on a stand. Nr.
(339) is the characteristic equation, the employed
abbreviations are elucidated by (340), (341).
(342), (343) and (338) as well as by tables I
and 2.

In analogy to the treatise on the wing without
rudder, this research is terminated by a considera-
tion on the influence of the movability of the

fuselage. given in nr. 14. The same types of maotion -

of ‘the fuselage have been drawn into considera-
tion. It is shown, that the calculation of the sym-
metric type of vibration can be carried out by using
the method described in nrs, 11, 12 and 13,-if the
formulae (294) are replaced by {347); (256),
{258} and (322) by (348) and if (341) is replaced
by the corresponding formulae of the set (348). The
calculation of the antisymmetric type of vibration is
less simple, in general the exactcalculation requires
too much labour. Therefore a more serviceable ap-
proximative calculation has been elaborated (nr.
142), which may simplify matters considerably.
This approximate calculation also gives formulae,
which agree very closely to the formulae, derived

in the chapters 11, 12 and 13. It is only necessary
to replace (294) by (351) and to explain certain
symbole of table 4 by (352}. S

" In order to facilitate the practical application of
the described methods, their elaboration has been”
pushed as far as the beginning of the numerical
calculations. From this point of view the more
generally valid calculations may be considered to
be ready for use and only the acquirement of the
numerical foundations need some additional con-
sideration {(nr. 15 to 20). The remarks on this
subject will be confined to some hints based on
the practical application of this research, Following
a short introduction (nr. 15), at first (nr. 16) an
analysis of the mass distribution of the wing has
been treated. It should be based on weight data
and designs of the ‘wing construction.- These data
should be accurate in places of the wing, where
the amplitudes are largest. In nr. 17 the vibration
stand test has been described. Some remarks have
been put forward about the mounting of the air-
plane during these stand tests; and short notices
are given concerning the type and the choice of the
point of attack of the vibration generator, parti-
cular attention being paid to the precautions to be
observed in order to separate symmetric and anti-
symmetric vibrations, and concerning the measure-
ment of the types of vibration. :

The reduction of the experimental results to
quantities entering into the equations (for instance
deformation functions) is shortly described. In nr.
18 the determination- of numerical values of the
damping parameters has been treated. This deter-
mination is mainly based on the measurement of
the breadths of the tops of the resonance curves
and on the shape of the free oscillation curves of
the wing. The more difficult determination of the
damping of antisymmetric rotations of the rudder
sometimes necessitates special experiments, Nr. 19
contains some remarks on torsion tests of the wing.
These tests are carried out in order to determine
the position of the elastic axis, which may be
adopted only, if the axis rotation of the wing does
not appreciably depend upon the distribution of
purely torsional load along the wing span. Finally
the considerations drawn up in nr. 20 give some
hints as to the execution of the numerical cal-
slulations of systems with three degrees of free-

om. :

La calculation-de la vitesse critique a 1'égard
d’oscillations instables de l'aile d'un avion.

Ce rapport-ci contient une série de méthodes
mathématiques pour la détermination de la vitesse
critique & l'égard d'oscillations instables de 1'aile
d’un avion. Toutes ces méthodes sont caracterisées
par

a, le traitement du systéme de l'aile comme
.systéme de déformabilité prescrite”,

b. la dérivation d'expressions mathématiques
pour les forces aérodynamiques de la , théorie
& deux dimensions’ par lintermédiaire de
I'hypothése connue des ,bandes sans induc-
tion".
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Ces deux bases des calculations ont été détaillées
dans le no. 3 pour le plus simple cas de l'aile sans
ailerons, encastrée immobilement & l'emplanture.
Les déformations tolérées de l'aile peuvent se
définir & deux maniéres:

Soit z = z(1;x} le déplacement normal au plan
de laile des points d'un axe de description {c¢. a d.
d'un zxe normal au plan de symétrie de¢ l'avion,
situé¢ dans le plan de l'aile dans une position du
reste arbitraire, mais de préférence dans le
voisinage de l'axe élastique} et ¢ — ¢ (1:x) la
rotation autour de cet axe. On peut alors poser:

2=$qf(:r‘)2s(x) <P=?Qk(‘r)m{c(*x)

ce qui définit la série de n -} m termes des compo-
santes gz, Gy (i=1.. .m0k — I...m) de la
déformation par les n - m fonctions appropriées
zupr. On peut considérer les q; et les Q; comme
coordinées généralisées.

Cependant il v a la possibilité alternative:

:=Sq(v)alx) o= S au(1)Cagalx)

qui décompose la déformation générale en compo-
santes q.z, qiCup, (i=1...%n) chacune définiépar
deux fonctions z;; ¢, et un paramétre de propor-
tionnalité C; {pour faciliter une réduction arbitraire
des fonctions z;, ;).

Les équations dynamiques sont établies dans
Y'un et Yautre cas par la méthode de Lagrange.
L’énergie cinétique est donnée par (5), et il est sup-
posé en général, que I'énergie potentielle soit don-
née par 'expression (9). L'issue des opérations est
formée par les équations (57), (58) pour le ,cas
exact’’, les équations {61), (62) et {65) pour le
cas, traité en accord avec (A) et les équations (67},
(68) pour le cas; donné par {(B).

En pratique on restreint le nombre des compo-
santes de la déformation a 2, ou touf au plus 3.

(A)

(B}

Cette limitation est légitimée par suite de la modi-

cité des fréquences, qui entrent en considération.
On peut déduire des fonctions appropriées z; Pr
de la forme des oscillations propres de 1aile, qui
sont mensurables. De la position des lignes de
noeuds de vibration on peut dériver en outre des
valeurs utiles pour les constantes C;, et c'est ca au
fond la seule méthode pour déterminer ces quan-
tités, (c. & d. la proposition (B) ne peut &tre utili-
sée que dans le cas, ot I'on a fait des expériences
vibratoires avec I'avion sur terre).

Comme il est démontré dans le no. 4, l'usage des
issues d'une expérience vibratoire emporte le profit
encore plus important, que les paramétres, dépen-
dants des qualités élastiques de I'aile, qui paraissent
dans les équations, peuvent &tre remplacés le -plus
souvent complétement par des résultats de mesure.
Ainsi on évite la nécessité d'une analyse théorique
de I'élasticité de l'aile. Cependant parfois et nom-
mément quand on emploie le systéme de déforma-
tions (A) limité a 2 composantes (systéme qui en
général ne permet pas une description exacte des
oscillations propres) '
paramétres élastiques parait &tre difficile. Alors
on s'adresse en outre a d’autres expériences, p.e.
des mesures de la torsion de l'aile, adaptées a la

I'é¢limination compléte des.
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~ ques (155},

détermination de I'axe élastique, a condition qu'un
tel axe existe {On montre sous le no. 5, que le plus
souvent-on- peut seulement fixer une ligne, qui ne
satisfait qu'approximativement aux conditions, po-
sées a l'axe élastique).

Dans le no. 6 on discute la possibilité de faciliter
les calculations numériques par l'usage d'expres-
sions approximatives pout les forces aérodynami-

"ques, expressions réalisables soit par développe-

ment des formules ,exactes” en séries de Taylor,
soit par calculation d'une valeur effective du pro-
fondeur de laile & I'aide de la loi énergétique gou-
vernant la stabilité.

Les numéros 7, 8 et 9 contiennent lappli-
cation de la théorie a laile sans. gouvernail
(aileron). D’abord il est supposé, que le fu-
selage constitue un encastrement de laile —
supposition souvent réalisée approximativement
pour les oscillations symétriques du systéme — et
qu'il soit suffisant de ne prendre en ligne de
compte que deux modes propres de vibration (com-
posantes de déformation). En posant z — g,z;
¢ = Q. et empruntant les fonctions de force
aérodynamique du numéro 61, la calculation pro-
duit I'équation caractéristique et complexe {134),
qui est séparée en deux équations réelles par (135),
et dont les symboles sont expliqués par (136},
(133), {129}, {122) et par le tableau 11). On trou-
ve les valeurs critiques de la fréquence et de-la vi- -
tesse réducée par solution numérique ou partielle~
ment graphique de ces deux équations. Si les fonc~
tions de force aérodynamique sont empruntés des
calculations, reproduits dans le numéro 62, onm
obtientt également les équations. (134) et (135),
maijs en utilisant des symboles, qui doivent étre
expliqués en accord avec (140}, {138), {133},
(122) et le tableau 1. )

La proposition z == q,z, + .z, p.=—= q,C,,
-+q.,Cyip, améne au systéme d'équations caractéristi-
{156), (157) dont les symbeoles, qui
dépendent de la mode d'emploi des expressions
pour les forces aérodynamigues, ont la significa-
tion, donnée par (160), (159), {158), (150), (145)
et (144), ou par (162),(161),(159), (158), (150},

{145} et (144). _

Il parait, qu'on trouve pour I'aile rectangulalre
les formules de Kassner et Fingado ({it. 5 et lit. 6),
si on départ d'un cas particulier de la proposition
z=qz;9 = Qp,, & savoir le cas,. obtenu en
ajoutant la condition supplémentaire z, =gt C'est
4 dire: on peut représenter 'aile rectangulaire, sa-

 tisfaisant & cette condition, par un meodéle ,,4 deux

dimensions” (aile homogéne d’envergure infinie).
Clest ¢a le seul systéme de qualités particuliére-
ment simples, pour lequel la solution numérique
peut &tre trouvée par une méthode complétement
graphique créée par Kassner et Fingado eux-
mémes. [l faut emprunter les valeurs des para-
métres de Kassner et Fingado du tableau a la'page
19, et des formules (99), (98), (108), (109) et
(110) Proprement 1'emploi de_cette méthode de
calculation fréquemment consultée, est seulement
permis sous conditions particuliéres, qui ne seront
réalisées souvent qu'en approximation primitive,

1) Voir aussi la liste des s;m']boles.



Dans le no. 8 on examine le cas, dans leguel la
stabilité est influencée par une troisiéme mode
propre de vibration. On pose z = q,z, + q.2, +
+¢,2, : p=q.C.90, 1 q.C.0,+q,Cp, et on obtient
par la les équations finales {173}, interprétables
par les formules {174}, (172), (170}, (169}, (167)
et par le tableau 1. Quarld on égale a zére le dé-
terminant des coefficients du systéme ternaire
d'équations (173), on obtient l'éguation carac-
téristique. )

La condition,
encastrement pour l'aile, est écartée dans le no. 9.
En calculant les vibrations symétriques du systéme
on permet de petits mouvements verticales du
centre ‘de gravité du fuselage et des rotations
autour de I'axe latéral. Leés équations dynamiques
du systéme complet sont de nouveau trouvées par
la méthode le Lagrange. Il parait en général, que
les deux degrés de liberté du fuselage ne produi-
sent que des corrections sur les résultats obtenus
antérieurement. Il suffit p.e. de remplacer dans le
numéro 72 la formule (122) par (192), et' dans le
auméro 73 les deux équations (194), {195) par
(197) et (198). '

Les vibrations antisymétriques ne sont, évidem-
ment, que rendues possible par des rotations du
fuselage autour de Vaxe longitudinal. Cette mode

de-vibration différe tout- a fait des vibrations de

V'aile, encastrée a l'emplanture. En calculant la
vitesse critique, on obtient les équations linéaires
et homogénes (221), (222) et (223), dont les
symboles sont expliqués par les formules {220},
{219) et par le tableau 1. Le déterminant des
coefficients, égalé & zéro, améne en maniére
notoire aux équations réelles pour les valeurs cri-
tiques de la fréquence et de la vitesse réducée.
Une calculation plus simple, mais approximative,
permet la dérivation d'équations, conformes aux
formules du numéro 73, sous la réserve du rem-
placement des formules (144) et {145} pax (235)

t (236).

Par les méthodes, décrites ci-dessus, la recher—
.<he des vibrations de {'aile sans aileron est termi-
née. C'est maintenant l'aile avec aileron, qui est
signalée a lattention. D'abord on accepte, tout
comme plus tét, la restriction que l'aile est encas-
trée au fuselage. L'application générale du pro-
cédé de Lagrange pour la dérivation des équations
dynamiques, la dérivation.d'expressions mathéma-
tigues pour les forces aérodynamiques de la théo-
rie des courants a deux dimensions et leur refonte
a des approximations simplifiées (développement
en série de Taylor coupée), ainsi que la simplifi-
cation des calculations a l'aide de résultats de
mesure, obtenus d'une expérience vibratoire, se
trouvent amplement expligués dans le ne. 10.
Remarquez que les formules pour les forces aéro-
dynamiques’ sont impruntées d'un essai cité sous
fit. 17 de Kiissner et Schwarz, et que ces formules
permettent pour la premiére fois 1'observation de
la compensation aérodynamique du gouvernail.
Une difficulté adhérente est composée par l'in-
fluence de la fente entre l'aile et le gouvernail,
difficulté qui empose une distinction des cas de la
.fente ouverte et de la , fente fermée”. Ces deux
cas sont indiqués par les exposants indicatifs -

que le fuselage présente une.
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et —. Particularités plus précises se trouvent dans
le texte et dans la litérature citée (fif, 17),

Les applications sont réunies dans les nos. 11,
12 et 13. Dans le no. 11 on admet, sauf les rota-
tions de l'aileron, une déformation de l'aile con-
forme a z = q,z,; 9 = Q,p,. Le résultat est re-
présenté par |'équation caractéristique {317) (qui
peut étre séparée en deux équations réelles (319)

t {320)); dont les symboles s'expliquent par les
tableaux 1, 2 et 3 et par les formules (316), (310},
(309), (308} et {294). Dans le no. 12 on décrit la
déformation de laile par z = g,z, + q.z,: 9 =
= ¢,Cp, +-q.C.q,. Cette fois la calculation rap-
porté & l'équation (336). La signification des élé-
ments du déterminant est résumée dans.le tableau
4. On fait usage des abréviations (336a), (335),
(334), (333), (332). (331}, (330} et (322).
Voyez de plus (256) et (257))}. Enfin on discute
dans le no. 13 le cas, ol, en faisant abstraction de
la rotation de l'aileron, la déformation de laile
peut étre limitée & une composante de déformation
Z =2, ;@ = q1C1(pl. On pourrait appliquer cette
calculation simplifiée, quand on a des raisons a

- supposer, que la vibration critique sera voisine a

une mode de vibration connue obtenue pendant
les expériences vibratoires sur terre et caracterisée

ainsi comme ,dangereuse’. On trouve Yéquation

caractéristique (339}, accompagnée des supplé-

ments (340), (341), (342), (343) en (338) et des

tableaux 1 et 2.

Tout comme la recherche de I'aile sans gouver-
nail, I'examen est terminé par la détermination de
I'influence de la mobilité du fuselage. Les degrés
de liberté admis sont les mémes comme aupara-
vant. Il résulte, que la calculation des vibrations
symétriques peut étre effectuée conforme aux in-
dications, réunies dans le nos. 11, 12 et 13, & con-
dition qu'on remplace les formules (294) par
{347); (256) et (322) par (348) et les for-
mules (341) par leurs aequivalents de la série
(348}.. La calculation des modes antisymétriques
de vibration est plus compliquée, et en général on
juge la calculation exacte trop Jaborieuse. Clest
pour ga qu'on ne trouvera qu'une calculation ap-
proximative dans le numéro 14.2, Cette calculation
encore bien utilisable améne également a des for-
mules, qui s'accordent a un haut degrée avec les
formules, dérivées dans les nos, 11, 12 et 13. [l est
nécessaire de remplacer les formules (294} par
{351) et d'expliquer certaines symboles, trouvées
dans la table 4 par (352) au lieu des indications
antérieures.

Pour que I'application pratique des calculations
soit aussi facile que possible, tous les formules sont
toujours élaborées jusqu'a la limite, o la calcula-
tion numérique doit commencer, A cette cété-ci la
théorie générale est alors terminée, et pour les
numéros suivants (no. 15 a no. 20) il ne reste que
I'insertion de quelques indications sur l'acquisi-
tion des bases numérigues. Sur ce point les com-
munications seront limitées & quelques suggestions
fondées sur I'expérience. Aprés une introduction
bréve c'est d'abord lanalyse de Ia distribution des
masses de l'aile, qui est signalée & lattention.
Celle-ci se base sur les pesanteurs des détails de




Vaile et sur les dessins de construction de Faile.
Cette analyse doit étre d'une haute précision pour
ces parties de l'aile, qui montrent une amplitude
de vibration relativement grande.

‘Dans le no. 17 on trouve des observations sur
'expérience vibratoire avec 'avion sur terre, 1l y
a des indications sur le montage de l'avion 2 ces
expériences, sur la mode de génération des vibra-
tions, sur le point d'application de la force géné-
ratrice — les mesures i prendre pour la sépara-
" tion des modes symétriques et antisymétriques
sant ici les plus importantés — et sur le mesurage
des modes de vibration., La conversion des mesu-

rages aux quantités, qui entrent dans les formules,

est indiquée en passant.

Le’ no. 18 s'occupe de la détermination de
valeurs numériques pour les paramétres d'amortis-
sement. Ces valeurs sont dérivées en général de
la largeur des sommets de la courbe de résonance,
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et de l'enrégistrement du vibration libre du syste-
me. La détermination plus compliquée de I'amor-
tissement des rotations de I'aileron dans la mode de
vibration antisymétrique peut nécessiter des expé-
riences particuliéres. ' .

Nr. 19 contient quelques communications sur
I'expérience de torsion de l'aile. Ces expériences
ont e but de fixer la position de 'axe élastique de
l'aile, bien qu'une approximation d'un tel axe est
seulement présente, si la ligne des points de rota-

tion, trouvés en chargeant l'aile par un momeént

de torsion pur, ne dépend quére de la distribution
de la.charge dans le sens de I'envergure de l'aile.

Pour conclure on a réuni dans le no. 20 guel-
ques indications, qui se rapportent a l'exécution
de la calculation numérique, Ces indications seront
surtout d'importance pour l'exécution des calcu-
lations plus conipliquées, amenées par la recher-
che des systémes & 3 degrés de liberté.
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UITTREKSELS VAN TECHNISCHE MEDEDEELINGEN

VAN HET NATIONAAL LUCHTVAARTLABORATORIUM
_ VERSCHENEN TUSSCHEN
1 NOVEMBER 1940 EN 1 NOVEMBER 1941.

Deze Technische Mededeelingen zijn op aanvraag tegen
kostprijs verkrijgbaar bij het Nationaal Luchtvaartlaborato-
rium, Sloterweg [45, Amsterdam (West).

Rapport V. 1085, ,Correctie van vliegprestaties in station-
naire symmetrische viucht naar gewenschte omstandig-
heden van atmosfeer, gewicht en motorregeling” door
prof, dr. ir. H. J. van der Maas, ir. 8. Wynia en
ir. A. J. Marx,

De meting van de prestaties van een vliegtuig (m.n. de
snelheid, de stijgsnelheid en het benzineverbruik), vindt plaats
bij bepaalde momenteel heerschende atmosferische toestanden,
bij een bepaald gewicht en bij cen bepaalde motorregeling.
Deze omstandigheden zullen in het algemeen niet overeen-
komen met die, waaronder men de prestaties wil kennen.

In dit rapport worden methoden aangegeven voor het cor-
rigeeren van de resultaten van prestatiemetingen naar de ge-
wenschte atmosferische omstandigheden (in het bijzonder
naar een bepaalde standaardatmasfeer), naar het gewenschte
totaalgewicht en naar de gewenschfe waarden van motor-
vermogen, inlaatdruk en/of toerental.

De gegeven correctiemethoden .gelden zoowel voor, het
geval het vliegtuig is uitgerusi met motoren zonder aanjager
als voor het geval dat motoren met direct aangedreven aan-
jager worden gebruikt, ' .

Bovendien zijn de formules in zoodanigen vorm gebracht,
dat zij toegepast kunnen worden voor ifederen willekeurigen
vorm van den ,,vermogensfactor” (d.i. de grootheid, die het
verband weergeeft tusschen ontwikkeld vermogen en druk en
temperatuur van de buitenlucht, bij constanten stand van de
gasklep). :

Tevens zijn formules uitgewerkt voor de correctie van
pregtaties van vliegtuigen met schroeven met vaste spoed-
instelling en van vliegtuigen met regulateurschroeven. Verder
wordt nog een methode aangegeven volgens welke de presta-
ties ook voor vochtigheid van de atmosfeer kunnen worden
gecorrigeerd.

Na een vergelijking te hebben gegeven van de in dit rap-
port ontwikkelde correctiemethoden met de in het buitenland
gebruikte (voor zoover hier bekend), wordt het rapport be-
sloten met een bijlage waarin voor alle normaal voorkomende
gevallen wvan correctie een. rekerischema wordt gegeven, vol-
gens hetwelk de ontwikkelde correctiemethoden in de praktijk
kunnen worden toegepast.

Rapport V. 1234, ,De standirilling van den vleugel van
vrijdragende ééndelkers” door drs. J. H, Greidanus,

De eigenschappen van de standtrilling (d.i. van de gedwon-
gen trilling in stilstaande lucht} van een' sterk vereenvoudigd
vleugelmodel worden door berekening bepaald, De meeste
uitkomsten, in het bijzonder enkele eigenschappen der eigen-
trillingsvormen, de beinviceding der ftrillingen door mate-
rimaldemping en een verband tusschen de grootte van de
resonantie-amplituden en de inrichting der aandrijving, zijn
qualitatief ook voor werkelijke vliegtuigvleugels geldig, zoo-
dat aan de berekening enkele aanwijzingen voor de doel-
matige inrichting van een standtrillingsproef, alsmede voor de
interpretatie van <de resultaten daarvan, kunpen worden
ontleend, Deze aanwijzingen worden gecompleteerd door een
onderzoek naar den inviced van de opstelling van het vlieg-
tuig tijdens de proef op de ecigentrillingen van den vleugel.
Ook wordt de orde van grootte van het verschil tusschen de
eigenfrequenties van overeenkomstige symmetrische en anti-
symmetrische trillingen vastgesteld.

Rapport 'V, 1237, ,,De arbeid, die de luchtkrachten per tijds-
¢enheid op een trillenden vleugel verrichten en de kriti-
sche trillingsvormen van een vleugel” door drs. J. H.
Greidanus,

De wvrije trillingen van een in een luchtstroom opgestelden
vlegtuigvleugel worden, wanneer de stroomsnelheid een kriti-
sche waarde overschrijdt, onstabiel {d.i. opslingerend), door-
dat de aan de trilling verbonden variatie's der aerodynamische

krachten dan een ontdemping opleveren. De trilling neemt
in' die toestanden energie op uit de luchtstrooming om den
vieugel, Op zichzelf hangt de arbeid, die de Iuchtkrachten per
tijdseenheid op den trillenden vleugel verrichten, natuurlijk
alleen af van de kinematische eigenschappen van de vleugel-
bewegingen. Het verband tusschen beide wordt in rapport
V. 1237 geanalyseerd voor het eenvoudige geval, dat bewe-
ging en strooming ..twee-dimensionaal” zijn. De dynamica
van het systeem, d.i. het onderzoek van de vraag onder welke
omstandigheden bewegingen met bepaalde kinematische
eigenschappen ontstaan, blijft consequent buiten beschouwing.
Bijzondere aandacht wordt besteed aan de trillingsvormen,
waarbij de energieoverdracht van strooming op trilling juist
nul is, Ook wordt berekend, hoeveel energie eventueele mate-
riaaldemping per tijdseenheid aan de trilling onttrekt.

Rapport V. 1249, ,,Overzicht van de resultaten van rek- en

versnellingsmetingen, uitgevoerd bij vliegtnigen op de

, KLM.ijn Amsterdam—Bandoeng, in het tijdvak

September 1935 tot Mei 1940 door ir. T. van
Qosterom en ir. A, J. Marx.

De kennis van de grootte en de frequentie van overbelas-
tingen, die het vliegtuig ondervindt ten gevolge van remous,
is van groot belang voor de sterkteberekening der vliegtuig-
constructie.

Door het N.L.L. zijn hiertoe sinds 1935 in samenwerking
met de K.I.M: rek- en versnellingsmetingen uitgevoerd tijdens
vluchten op de Indié-liin der K.L.M. en wel aanvankelijk b

. een Douglas DC-2, later bij een BC-3 vliegtuig. Deze metin-

gen geschiedden met een D.V.L. registreerenden rekmeter,
waarbij, mede in verband met den langen registratieduur,
door het N.L.L. eenige voorzieningen waren getroffen, en
met een Farren statistischen versnellingsmeter.

De rekeningen worden het meest betrouwbaar geacht;
blijkens de resultaten hiervan bedroegen de uiterste waarden
der overbelastingsfactoren bij de metingen met het DC-2
vliegtuig + 2,6 en —0.35 (registratieduur ca. 373 vlieg-
uren} en met het DC-3 vliegtuig -+ 2,25 en — 0,33 (registra-
tieduur. ca. 1680 vlieguren). Voorts zijn frequentiekrommen
geteckend, die een beeld geven van de fequentie der over-
belastingsfactoren per 1000 km, afgelegd op een bepaald
traject. Dle resultaten blijken met soortgelijke buitenlandsche
metingen overeen te stemmen,

Rapport ,Definities”.

Dit rapport is opgesteld met het doel eenduidigheid te ver-
krijgen in de hier te lande gebruikelijke luchtvaarttechnische
benamingen. "

‘Naast de definities van grootheden en assenstelsels, die ge-
bruikt worden in de vliegtuigmechanica, zijn in het rapport
de begrippen, die de afmetingen, de prestaties en eigenschap-
pen van vliegtuigen vastleggen, gedelinieerd. Een en ander is
in enkele gevallen toegelicht met figuren.

Rapport A. 674. ,Reeksontwikkelingen voor het gebruik bij
het berekenen van de circolatieverdeeling van een
vleugel volgens de methode wvan Lotz” door ir. A.
Boelen.

Door Lotz is indertijd een methode ontwikkeld om de ver-
deeling van de belasting van een vliegtuigvlengel in breedte-

_richting te bepalen voor een gegeven vleugelvorm. Deze

methode is gebaseerd op de driedimensionale draagviak-
theorie van Prandtl. Zij geeft de oplossing van de integraal-.
vergelijking, die het probleem beheerscht, zoodanig, dat de
uit te voeren berekeningen vrij snel verricht kunnen worden,
mits het koorde- en invalshoekverloop in een. Fourierreeks
ontwikkeld zijn, Deze reeksontwikkeling is door het N.L.L.
in algemeenen vorm uitgevaerd voor het belangrijkste vleu~

" geltype, nl. de vleugel met tapsche einden en prismatisch

middendeel. Voor het daarbij normaal voorkomende invals-
hoekverloop zijn ook reeksontwikkelingscosfficienten bere-
kend, De resultaten van deze berekeningen zijn in bovenge-
noemd rapport-gegeven.




Rapporten A. 767 en A, 768. ,Circulatieverdeeling voor
tapsche vleugels met prismatisch middenstuk. I, en H.
Ongetordeerde vleugel met eindkoorde kiciner dan de
halve middenkoorde” door ir. A, Boelen.

In dit rapport is de belastingverdeeling voor den tapschen
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vieugel met prismatisch middendeel en constanten invalshoek -

" gegeven. Hierbij is gebruik gemaakt van de in rapport A. 674
verkregen uitkomsten. Zoowel de breedte van het prismatisch
middendee]l als de grootte van de eindkoorde zijn systema-
tisch gevarieerd. Bowvendien zijn voor iederen vleugelvorm
twee slankheden in beschouwing genomen. In rapport A. 768
zijn de resultaten in een zoodaniden vorm gégeven, dat op
eenvoudige wijze voor tusschengelegen waarden voor de
breedte van het middendeel, de eindkoorde en de slankheld
geinterpoleerd kan worden.

In twee volgende rapporten zullen dezelfde vieugels, doch
met verloopenden invalshoek bekeken worden.

Rapport A. 811. ,De methode van Lotz voor het oplosten
van de cicculatievergelijking van Prandt” door ir. A,
Boelen.

De in den titel gencemde oplossingsmethode wordt beschre-
ven. Aangegeven wordt, boe de moeilijkheden, die zich bij
het afleiden van de methode voordoen, overwonnen worden.
. Tevens wordt vermeld, hoe, op grond van dezelfde methode
de vleugelvorm bij ecen gegeven circulatieverdeeling bepaald’
kan worden. .

Rapporten S. 244 en S. 245. ,Belastingen op neuswiclonder-
stellen tijdens landingen” door dr. ir. A. van der Neut
en ir. B, J. Plantema. :

Het onderzoek houdt zich bezig met den samenhang tus-
schen de op het viiegtuig werkende grondreacties en de om-
standigheden, die voor de gevallen van symmetrische landing
bepalend zijn. Nagegaan wordt hoe bij verschillende plaat-
singen van neuswiel en hoofdwielen t.o.v. ‘het vliegtuig-
zwaartepunt de belastingen op het neuswiel en op de hoofd-

wielen afhankelijk zijn van den grondhoek (de hoek tusschem *

het raakvlak aan de drie wielen en den grond op het cogen-

blik van aanraking van het vliegtuig met den grond), waarbij -

in de landingsgevallen met verschillenden grondhoek gelijke

_ trefsnelheid van de hoofdwielen met den grond en gelijke

verhouding van draagkracht tot vllegtu:ggewmht zijn ver-
ondersteld.

Het blifkt dan, dat bij de gebruikelijke plaatsingen van neus-
en hoofdwielen het geval van grooten grondhoek, waarbij dus
het vliegtuig doorslaat op het neuswiel, maatgevend is voor
de hoofdwielen, terwijl het geval van kleinsten grondhoek
maatgevend is voor het-neuswiel. Een verhooging van het
vermogen tot arbeidsopname van het neuswiel met het oog
op het ,doorslaan” kan dan ook vermeden worden, indien
de plaatsing van het neuswiel binnen zekere grenzen gehou-
den wordt. ' '

Aan, een voorbeeld van een nauwkeurige berekening van
het krachtsverloop op neus- en hoofdwielen' wordt getoond.
dat de berekening sterk gecompliceerd wordt door de omstan-
digheid, dat de beweging van ieder der beide wielen bein-
viced wordt door de krachten op beide wielen. Deze compli-
catie, gevoegd bij de omstandigheid, dat het verband tusschen
kracht en beweging van de schokbrekers reeds ingewikkeld
is, maakt het voor praktische berekening wel gewenscht, dat
de berekening van het krachtsverloop op neus- en . hoofd-
wielen gescheiden zou kutinen worden doorgevoerd, In dezen
zin is een berekeningsmethode ontworpen, waarbij het neus-
wiel en de hoofdwielen gédacht zijn ieder cen zekere ,schijn-

bare” massa te moeten afveeren. De schijnbare massa is af-

hankelijk van de eigenschappen der schokbrekende elementen.
Grafieken worden gegeven, waaruit de schijnbare massa in

_athankelijkheid van de eigenschappen der schokbrekers kan

worden afgelezen.

Ter bepaling van den benoodigden slag van het neuswiel
worden eveneens grafieken gegeven.

Afzonderlijk worden de sterktevoorschriften besproken voor
de belastingen op neuswielonderstellen.

Rapport S. 247. ,He¢ trekveld van in langs- en dwagsrichting
verstijfde viakke platen bu belasting door normaal- en
dwarskracht I’ door dr. ir. A. van der Neut, ir. 1. Bink-
“horst en ir. W. K. G. Floor.

Het onderzoek, over het eerste gedeelte waarvan id dit

rapport verslag wordt uitgebracht, omvat de bestudeering
van de sterkte en van de stijfheid van vlakke platen voorzien
van 2 systemen van verstijvingen, die loodrecht op elkaar
staan, In den vliegtwigbouw worden plaatconstructies met

~ geringe dikte en bij gevolg lage knikspanningen, veelvuldig

toegepast. Men geelt deze constructies dan-een zoodanigen
vorm, dat haar maximale draagkracht veel grooter is dan de
belasting, waarbij de plaat knikt, waartoe het aanbrengen
van de genoemde verstijvingen noodig is. De uwitwendige be-
lasting bestaat in den regel uit dwarskrachten, gecombineerd
met normaalkrachten in de richting van een der systemen
van verstijvingen, De plooivorming, die bij deze belasting na
het overschrijden van de knikspanning van de plaat optreedt,
wordt getypeerd doo het begrip ,.trekveld”.

Het rapport geeft eerst een critische bespreking van de
over dit onderwerp bestaande literatuur van theoretischen en
van experimenteelen aard, alsmede een vergelijking van theo-
rie en experiment.

Aangezien de literatuur een onvoldoende kennis omtrent

het vraagstuk biedt, speciaal experimenteel, ligt het in de

Bedoeling van het laboratorium proeven uit te 'voeren.
De grootheden, die de parameters van het probleem vormen,
worden besproken. Op .grond hiervan is een program van
onderzoek en een ontwarp voor de beproevingsinrichting
ontwikkeld. ' .
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