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. ,  ,Dit deel Verslagen en,Ver,handelingen lbevat 'eens ,aantal ra'pporten over 
. het 'werk van het Natidnaa'l. Lucihtvaartl~aboratorium op 'vermsch,ilPen,d gebied. 

h,et afwerken van de rapporten,..ston'den, niet toe ,a1 lhet voor-pulblicmatie 'in aan- 
mepking kommende mateniaal, op te nemen. 1Het.overige za'l. zoodia de omstan- 

. di'ghe'den dit toelatem. in; de volgenade dee'len van d,e Ver'slagen en. Verhande- 
lingen..of 'op andere wijze iworden gepu'bliceersd. 

IUekeu,zi der thans gegeven rapporten gesc'hied'de ten deel'e op gaond van' 

indruk te geven van'den aard van het 's,peurwerlk, iwaamnee het 'laboratorium 
zich in de. af.geloopen jamren heeft 'bezig gehourden. 

Amsterdam; December 1943. 

:De toelaatbare ommvantg wan did Ideel. en' de tijd, die besdhikibaar 'was'voor 
\ .. 

. . 
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.' 
overwegingen van pr#ak;tisclh,en aabd; dlaarnaast is er edhte,r naar gestreefd een . .  

C. KON'ING, 
Wetensahappelijk Directeur. 
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RAPPORT V.' 1304. 

De berekening van de kritische snelheid voor -oris-abiele 
tri~lingei van vliegtuigvleugels. II. 

. ,  D ~ ~ .  1. H. GREIDANUS. * .  - 
door 

. 
Overzicht. . , ' 

-r y y y " c L  ""Y'.YC-L' ...L".~.II\I. _.."..I -..., ."." _. ." .... ~ _.., "~~- "~" . .  l., -- rlll___. --. 
. -  eeniae z e r  uitvoerig onderzochte vliegtuigvleugels hebben aangetoand, dat het wenschelijk is de in 1941 in 

rapport V. 1252 (Dee1.X der Verslagen en Verhandelingen van het N.L.L.) gepubliceerde methadm voor de 
berekening van de kritische snelheid vooi onstabiele vleugeltrillingen te verscherpe" en op sommige punten 
te verbeteren of verder "it te werken. Daarbij blijven de oorspronkelijk aanvaarde grondslagen onaangetast. Dit 
k6mt daarop m e r ,  dat de mathematische. behandeling wordt gefundeerd op de vergelijkicgen van Galerkin, die 

. .  behooren bij de exacte bewegingsvergelijkingen van ten geidealiseerd romp-vleu~el-rolroersysteem. De lucht- 
krachten worden onder verwaarlooring van het spanwijdte- en het compre~ibiliteits-effect 6ndeend a m  de aero- 
dynamische theorie der trillende draagvlak-roersystemen in tweedimensionale strooming (Kirssner en Schwarz). 
Bij het (in rapport V. 1252 buiten beschouwing gelaten) onderzoek van de mogelijkheid. de gebruikelijke bereke- 
ning der kritische snelheid a p  te vatten ais eerste stap van een iteratieproces, stuit men op de poeilijkheid. dat 
in 'de vergelijkingen van Galerkin . g e m  camplexe deformatiefuncties kunnen worden opgenomen. Dele moeilijk- 
heid blijkt door een kleine generalisatie van het principe. waarop deze vergelijkingen berusten, te kunnen worden 
verholpen. In aansluit,ing hierop kan een voorloopig iteratievoorschrift worden opgesteld. waarop bij de nog 
niet uitgkqrde oitwerking van het moeilijke. convergen tievraagstuk waarschijnlijk nog aanvullingen noodig 

. 

' 

zullen blijken. . .  
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01 Inleiding. 
In opdracht van den directeur van den Lucht- 

Jaartdienst werd -in 1940 in voortzetting op een 
literatuurstudie een uitwerig onderzcek aangevat 
op het gebied' der onstabiele vleugeltrillingen. De 
voornaamste opgave beston,j. uit de ontwikkeling 
van een ,berekeningsmethode V O O ~  de kritische 
snelheid. ' 

Dit onden'oek kwam in 1941 gereed in een 
vorm, die als een voorloopige afsluiting kon wor-.  
den beschouwd. De resultaten werden in het in 

T 

. . .  : I  

dat jaar verschen,en 'Dee1 X van de Verslagen en 
Verhand'elingen v m  het Nationaal Luchbvaart- 
laboratorium gepubliceerd- (rapport V. 1252). 

Sin'ds.dien werd 'het onderzoek voortgezet. 
waarbij gebruik' kon worden gemaakt van een , 
onverwachte gelegenheid, de ontworpen reken- 
methoden toe te passen op een aantal aan de prac- 
tijk ontl'eende - numeri'ek tot. in 'details uit te 
werken - voorbeelden. Eien dergelijke toetsing 
van de hanteerbaarheid der theorie kon vo6r de 
samenstelling van ra.pport V. 1252 in  verban,d 
met de groote bewerkelijkheid. van numerieke . . 
flutterberekeningen niet worden 0ndernom)en. Dat 
zich zoo spoedig na de voltooiing van 'deze publi- 
catie de gelegenheid daartoe Goordeed, 'mag jbij- 
zander waardevol wortden genoemd. 

Het zal geen verwonderinsg wdkken, 'dat vele 
verbeteringen in en aanvulhgen op het dorspron- ' 

kelijk ontwerp der berekeningsmebhoden .wen- ' 
schelijk zijn gebleken. Tezamen met een aantal 
belangrijke nieuwe uirkomsten van, lhet theoretische 
onderzoek waren deze van. ,di'en aard, dat  de 
samenstelling van een vervolg op-rapport V. 1252 
noodzakelijk werd. ook a1 hlijven ,de oorspron- 
kelijke grondslagen onaangetast. 

vraagstuk. althans voor mwat tbetreft, de b,epaling 

. 

.Het lijkt gerechtvaardigld, het 'behadel'de , . 



. eener eerste benadering voor de ' kritische snel- 
heid, met.de in dit vervolg samengevatte ,uitwer- 
king als ,in hoofdlijnen defiinitief afgesloten te-be- 
schouwen. met dien verstande. dat de twee fun< 
damenteele beperkingen, gevormd d'oor de ver- 

' waarloozing van $et spanwjjdte- en het comipres- 
sibiliteitseffect o,p ,de IuCh,tkrac'hten or! het trillen'de 
systeem. gehandmhaafd 'blijven. Deze ,beperkingen 
zijn heide .,voorloopig. aanvaardbaar, dtoch niet 
geheel onbedenkelijk". Er wordt van verschdlen- 
ae-zijden geprobeerd, de aerodynamica van het 
trillende draafgvlak zoo te ver'beteren: dat  deze 
twee effecten in .de  h e r e k e h g  kunnen ,worden 
ppgenomen.:Deze pogirigen hebben echter op het 
oogenblik nog  niet. een definitief biuikbaar resul- 

" 

taat opgeleverd. . ,  

De in rapport V. 1252 ontwikkelde bertke- 
ningsmethode voor de kritisohe snelheid gaat uit  
van de ,veron,derstelling. ldat de vleugel een~ elas- 
tisch systeem is; mdat in het algemeen op tweeerlei 
wijlze kan vervormen: door buigiig en door toi- 
deering. Bij aanwezi,gheid van .een rolroer wordt 
de  uitslag daarvan als .aparte en'kelvoudige graad 
van vrijheid. aan 'het vleugelsysteem toegevoegd. 
Veronldersteld wordt nl.. adat 'de. van den uiitslag 
van het roer als geheel 'te onderscheiden eigenver- 
vorming'man mhet mer vrij vam ,torsie is en ,d?'t de 
bmiging aansluit .bij de buiging van den vleugel en 
dus reeds door deze wordt bepaald. 

Daar d e  binnen het kader van deze, idealiseering 
. . gevormdi -exacte bewegingsvergelijkingen in huc 
. volledigen vorm onhandelbaar zijn, worden z j j  in 

overeenstemming met de benaderingsmethode var, 
Galerkin gereduceerd. Deze retductie kan direct 
worden verkregen door 'den vleugel als ,.systeem 
van voorgeschreven vervormbaarheimd" op te vatten 
en  daawgor d,e Ibewegingsvergelijkingenc volgens de 
voorschriften van Lagrange te ontwikke!en. Het is 
deze laatste weg,, die in rapport V. 1252 is ge- 

Ten aanzien van het aantal.en iden aard der voor 
te schrijven deformaties is eenige variatie moge- 

. lijki Daaruit resulteerden in rapport V. 1252 een 
aantal grootenaeels gescheiden' 'behande1,de bijzon- 
dere gevallen, die opnieuw zijn onderverdeeld mer 
betrekking tot de mogelijkheid, ,de bevestiging van 
den vleugel aan den romp bij 'benadering als een 
vaste inklemming QP te vatten. dan we1 de romp- 

complex van graden van vrijheid in aanmerking te, 
nemen. In' het laatste geval vallen de vleugeliril- 
lingen bovendien .in twee dnderlin,g onafhankelijke 

Bij nadere overweging is gebleken, dat deze uit- 
eenrafeling van de gestel,de ,opgave minder wen- 
schelijk is, a1 had zij bij ,den eersten opzet van .bet 
onderzoek zonder. twijfel voordeelen. 'De reductie 
op voorgeschreven vervormingen kan nl. -in een 
vorm geschieden. die.alle in het algemeen in aan- 
merking komende bijzondere gevallen als gemak- 
kelijk aan te wijzen vereenvoudigingen omvat, en_- 
die op zichzelf het meest algemiine geval defini- 
eert. dat rekentechnisch, nog voor.nu.mkrieke ana- 
lyse toegankelijk geacht kan worden. Daarbij.dient . 

. 

. ' 

- volgd. 

. I 
, .  

. . ' 

. - I bewegelijkheid meer nlauwkeurig als afzonderlijk . 

. symmetrieklassen uiteen:, 
. 

, 

.' 

.alleen een scheiding in symmetrische en anti-' 
symmetrische trillingen 'te worden' aangebracht. 

Deze werkwijze heeft van practisch standpunt 
bezien het voopdeel. dat het rekenschema bsinnen de 
beschikbare plaatsrujimte zeer zorgvuldig en yol- 
ledig kan wordeduitgewerkt. Van theoretisch ge-' 
zichtspunt vergemakkelijkt zij de beoordeeling van 
de vercenvoudigingen, die de meer primibieve 
rekenmethoden bevetten. . ' 

Het is de fibovenbedoelde- al,gemeen,e methode. 
-die in 'dit vervolg op rapport V. ,1252 is opgenc-. 

men. .Anden dan aldaar geschiedde, wordt de wis- 
kund,ige formuleering niet tbepaald met behulp van 
de  vergelijkhgen van Lagrangc: zij wordt ditmaal 
verkregen uit  ,de reductie der exacte bewegings- 
vergelijkingen volgens.de aanwijzingen va.n Galer- 
kin, waarbij de exacte vergelijkingen aan de hand 
van een directe analyse  van^ het evenwicht der 
krachten en momenten worden opgesteld.1) Daar- 
door wordt.in de eerste plaats nog eens een andere 
kijk 'op. de  dynamica van het systeem verkregen. 
Bovendien blijkt echter. dat de methode van 
Ga1erkin.- anders dan die van Lagrange - V a l -  
baar is voor een kleine wijziging, waaruit eewzcer 
gerchikte werkwijze resulteert voor 'de .ui,twerking 
van verbeteringen van de flubterberekening door 
herhaal.de benadering. (iteratie)a),' een onderwerp. 

'dat  in rapport V. 1252 buiten beschouwing werd 
gelaten. doch dat in dit vervolg we1 (alhoewel niet 
in alle voliedigheid) - als, cenige principieele uit- 
breiding van de behandelde stof .- zal worden 
bestudeerd. 

Er moge de aandacht op wxden  gevestigd, dat 
in dit vervolg op 'rapport V. 1252 .0~  sommige 
punten een 'notaiie wordt gebruiiit, die afwijkt van 
de oorspronkelijk 'in .V. 1252 aanvazrde. O m  
misverstan'd te voorkomen zijn deze wijzigingen 
afzonderlijk vetmeld in de uitvoepige n,otatielijst, 
wclke in-punt 11 wordt aangetroffen. 

02 

021 Evenals in rapport V. 1252. wordt de  vleu- . 
gel ,opgevat als een twee-liggersysteem. met geheel 
in .de ,beide liggers geconcentreerd,e buigstijfhei'd 
en een torsiestijfheid. die wordt bepaald door .de ~ 

buig- en torsiestijfheid van 'de liggers ,en door de 
torsiestijfheid van 'de. doos. gevormd door de 
liggers en de d,aarover gespannen.huid van den . 
vleugel. Het rolroer wordt geacht in zijn draaias 
do& , een ;.pianoscharnier" met 'den . vleugel ver- 
bonden te zijn. De buigstijfheid van dit roer wordt 
verwaarloosd. 

Anders dan in, rapport V. 1252 wordt .aan hct 

De algemeene bewegingsvergelijkingen van . 
het ' trillende . romp-vleugel-rolroersysteem. 

.- 

i ,  ,Deze weg naar de exacte bewegingsvergelijkingen w e d  
oak gevoigd in rapport V. 1294. dat de berekening van de 

2 )  ,De iteratie is binnen het kader van de'vergeiijkingen 
van Lagrange in principe 66k mogelijk. mits iedere typiscfie 
vervorming (biiging torsie) dwr bemiddeling van minstens 
2 deformatiefunctios. ieder met een eigen ,,amplitudefactor" 
(gegeneraiiseerde cdrdinaat) wardt beschreven. waardoor 
her aantal coordinaten in den regei zoo groot wordt, dat her 
numerieke rekenwerk een te giooten bmvang .aanneemt. Zie 

'Dunt 074. I 

. standtrillingen van een viiegtuigvieugel behandelt. 

. .  

. 

http://volgens.de
http://herhaal.de


I V 
I 

rolroer een eindige torsiestijfhcid toegekend ( i r  
V.. 1252 is deze oneindig groot gesteld). Het blijkt 
nl. m’ogelijk te zijn, de (vaak niet onbelangrijk gey 
bleken) torsievervormingen van ‘het roer in de be- 
rekening ‘op te nemen. zonder dat ,d’ez& daardooi 
veel gecompliceerder wordt. Verder wordt voor hat 
Sesturingsmechanisme van Nhet rolroer een wat alge- 
mcener schema ingevoerd dan in V. 1252, omdat 
het wenschelijk leek. rekening te houden met con.. 
structies, waarbij de stuurorganen in ,twee verschil- 
lende dwarsdoorsneden .op ‘he5 roer aangrijpen. 
Het is mogelijk. .dat dergelijke. constructies vaker 
zullen worden toegepast, naarmate de vliegtuigen .. 
grooter. worden. 

’ 

- 022 In overeenstemminq met in rapport V. 1252 
gegeven aanwijzingen wordt in ,bet vlak van den 
vleugel een rechte ,;beschrijvingsas” aangenomen. 
die loodrecht staalt op het symmetrievlak en die ge-. 
gemiddeld .ongeveer met de elastische as  van den 
vleugel samenvalt. Langs deze as w o d t  een coijr- 
dinaat y demeten. Vervolgens’ wordt de vervor- 
ming van het systeem beschreven met behulp van 

l o  een functie z = z ( y ; r ) .  welke de verplaat- 
singen ter plaatsk van de  beschrijvingsas 
vastlegt (d.i. de  vleugelbuiging) : 

20 een functie q ~ = c p ( y : r ) ,  welke de draaiingen 
. om de beschrijvingsas bepaalt (d.i. de vleugel- 

3”’een functie y = y ( y : r ) ,  welke de samenvatting 
van uitslag en torsie van het rolroer vastlegt. 

De definit‘ie dezer functies wordt door fig. 1 toe- 

. 

~, 

’ . , torsie): . .  

. 
gelicht. 1n:den onvervormden toestand is 

De plaatselijke’roeruitSIag t.0.v. den vleugel wordt 
gelijk aan (fig. 1 ) 

z = o :  9 - 0 :  y = o .  

, 

. )’, = y,( i ; .)= y ( y : r )  L q j (  y ; 7 )  ._ ( 1 ) 

i 3 .  . ,  

en d; de’achterligger de ikracht ’ . 
d K . 1 )  B,( z”-e,@’) ( ” d  y 

opneeqt, vindt men3) uit de evenwichtsvaorwaarde 
voor de verticale krachten op ‘een smalle strook 
Can den vleugel ,de vergelijking 

m,,i+m,,~+m,,;;+(b,,*!’~b,~~~)”--KI.=O (2)  

als K r  d y  de luchtkracht op de beschouwde 
strook voorstelt en’ 

b,,=B.+B, . ’ 

b,,=-ee,B.-ee,B, 
m,,=m,.+m, , ’ 

m12 = - m,  s. - m ,  cd 
mI3=-mm,sr  

I .  

1s. 

024 O m  -uit , de  evenwichten . der “omenten op 
vleugel en rolroer analoge vesgelijkingen te kunnen 
afleiden, moet eerst ‘de ainrich!tinsg van het bestu- 
ringsapparaat van het rolroer nader.worden bestu- 
deerd. Dit ‘is naar ‘de aanwijzingen vanl fig. 2 gel 
schema’tiseerd. Men iherkent in dleie figuur gemak- 

tieve uitvoeringen.’ Klaasblijkelijk wordt aangeno-- ’ ” 

men. dat d,e stuurorganen’ in ,hoogstens.2 verschil- 
lende dmrsneden aan  het roer zija bevestigd. De 
coordinaten ,dezer ,dmrsneden zullen worden voor- 
gesteld ‘door . 

, ~ 

kelijk de ,hoofdkenmerken ,der gangbare construe- . .  

. .  y=b, :  y=b,:: (b ,<b,) .  . .  
Het geheele best.uringsmechanisme ,.wordt aan- 

genomen massaloos te zijn (hetgeen het in sommige 
gevallen wellicht wenschelijk zal maken, op het 
traagheidsmoment van het rolroer een kleinen 
toeslag te leggen). De elasticiteit van de. con- 
structie wordt gerepresenteerd door de 4.veeren 
k,, k”’. k, en k, (welke aanduiding meteen moge . 

3 

-Is 

+‘ . .  
023 In aan’merkinsg nemenid, dat  de  verticaie 
kracht. welke bij een willekeurige dwarsdoorsnede 
wordt opgenomen door ,den voorligger, gelijk is 

’ aan 
d K , =  (B,z,”) ” d  y E,( zi’ - gsq” )  ( “ d  $ 

. .  
Fig. 1. Vleugil’en rolroer bij willekeurige positieve 

verplaatsingen en yervormingen. 

worden’ gebruikt, om- de  vier bijbehoorende veer- 
constanten voor te stellen). Het is duidelijk, dat 
men deze veeren niet altijd alle lioodig zal heb- 
ben. d.w.z. dat men enkele veerconstanten soms 
of nul, of 00 zal kunnen stellen. Twee veeren. 
k;’ en k,. vervallen in ieder geval reeds, wanneer 

Een uitvoeriger afleiding bwaf rapport V. 1294: drs. 
J. H. GreidanG Vaorstel eener berekeningsmethode v w r  d! 
standtrillingen van een vliegtuigvleugel. N.C.L. 1942. 

. 
. .  
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., Fig. 2. Ihrichting van de rolroerbesturing. 

’ de hesturing slechts in &en doorsnede - de door- 
snede b,, - op  het roer aangrijpt. . . 

b, en b? resp. momenten van de grootte M ,  en 
‘M, .op  het r$er uit, dan geschiedt dat door be- ..’ . middeling van de koppels. die worden gevormd 
door de krachten K,K‘. Qe reactiekrachten K”,K’ 

, werken op den vleugel. ,die dientengevolge in 
de doorsneden b, efi b? door momenten 

wordt belast. . .  

en voor k,: = k,=O 
k, ic, 

k, + k,, 
, k,, = k,, = k9?= 0. ( 8) 

025. I,, aanmerkin,g nemend, dat h i t  oh 
de beschrijvingsas der elastische .krachten.op een 
willekeurig gelegen smalle strook van .den vleugel 
gelijk is aan 

[ ( Tu?,’) ’ + e,  )E,.( 2” - e,71”)(” + . 

Oefenen d e  stnurorganen in. de doorsneden k,, =a,? -- . 
- 

’ 

Mu., = - Mc M,.,=-M, , ( 4 )  ’ .  a .  . .  +e. ~B , ( r ” re ; ( i~” ) (” ]dy  
Wanneer  ipL en Wl. twee door fig, 2 aange- . vindt men uit  het evenwicht der momenten op den 

wezen draaihoeken in het besturiqgsmechanisme . vlpgel de vergelijking . I .  

zijn. vindt.men voor M ,  e n ~ M !  zonder hijzondere 
moeite de 4 hieronder volgende vergelijkingen: 
(aangenomen wordt, dat  d e  verbindingsstaven, 
die de veeren k, en k, bevatten, in den nulstand 
een’ rechten hoek met de armen a,.maken) 

M3 = -al kx [a, y,(bt) 2 a, vu?] 
Mx= -kku‘alal.(y,--y,) 
Mi= - a ,  k, [a ,yr(br)  - a2i/,,t] 
MI”+ M ,  = - k, a, a, qil . 

Hieruit kunne‘n de grootheden a? y~ , , ,  ar 

m ? i r + ~ ~ r ? y + m ~ : ~ : , + ( b ~ , z ” + b ~ ? ~ y ” ) ‘ ’  - 

i( Tv +’) ’ - Mr - [ kti, ) y ( bt’ ) 7 7’ ( b, ) {- 
- kll ) : . ( b * )  - rp(bl)(] d (y  - b,) - 
- [- k g t  T(b,) - p(b,)  ( + . 

+ ky: ) j j (  b?) - p (  b,) (1 d(y - b:)= 0.  (9)  
ML ‘stelt het .moment van de luchtkrachten voor. . 
Verder is geschrevena) . .  

m!,  = m,: = - m, so - m, cd : 
-m,,=I,+ m~s,.”+m,c~’ :  ., , 

b,,=b,,=-ee,B,-e,B,: j 

b2! = e,’ B,  + el.? E,. , 

. .  
wor- 

’ den geelimineerd, waarna de momenfen kunnen 

. ‘ (5)  
M ,  = - k,.,y,(b,)+ k,? y r ( b ? )  

worden opgelost. De uitkomst luidt m23 = m,Sr c d ; ’  (10) . .  

. . .  M ,  = k,, ;jr( b,) - k,? y r (  b,) ,’ 
met de afkortingeh 

k, ,= ai2- 

k,?= k?,=a?- 

terwijl het symbool 8(y  - bx) een singuliere ver-’ 
,deelingsfunctie voorstelt. welke wordt gedefi- 
nieerd door de formules ’ . I[,k,’(k?+k,+k?’[’;/k,,) 

.h(Y’b i ) = o  a h  y#bx; k, k(,’ + k,k, + k,‘k? + k,‘k,+k,k, 
k,’ k, k? 

k,k,:+k,k,+k,’k?Sk,!k,+k,k, 
.‘. . k>ko’(k,+ko) 

/$y -bx)dy=I  als.b-<bx<b+. ’ ( I I ) . ’  

. .  

6-. ;. 
Her gebruik vkn deze functie maakt het mogelijk, 
de evenwichtsvoorwaarden. welke voor y =  b,,: 
b? en Y f bi : ‘bi. gelden, in ken vergelijking 
samengetrokken op te schrijven. Men.stelle zich 

k2? = a? 
k,k,’ +‘k, k 9 +  k,‘k,+ k,’ k,+k, k,’, 

Het zijn uiteindelijk deze drie constanten, die 
het stuurmechanisme wiskindig karakteriseeren. 
voor k , =  k2,= ~0 (een vaak geoor]oofde ver- 
eenvoudiging) wordt 

4 ) .  Aangenomen is. dat @,.en e,, constanten zijn (qnaf- . k,,=a,2(k,$k,’); k,,=k,,=a?li,’: kT1=a?k,’ ( 7 )  . hakkelijk van y zijn). 

I 
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voor,’dat de in de doorsneden b4 en b? gecon- 
centreerde eindige momenten door de 8-functies 
over smalle strookjes van den vleugel .,om” die 
doorsneden w.orden .,uitgesmeerd“.. ’ .  

Op analoge wijze wordt het evenwicht der 
momenten om de draaias, welke op het rolroer 
\-ierken, geformuleerd door ,de vergelijking ’ . . 
. .. 

. .  m,, , z~m3.~+m.3y- (T ,y ‘ ) ’ -NNr.+ 

+ [ k ! , ) 7 ( b c ) - p ( b t ) (  - 
- k,? 7 ( b 9 )  - q ( b 2 )  ( I d (  y - b t )  + 

+ t -  k s t  1 y(bi)--rp(b*)t  + 
+ k,? { 7 ( b,) - q( 6 , )  i ] d ( y  - b , ) = O .  (12) 

Nr is het moment van de luchtkrachten. Verder is 

mS1 = mls= - m,s,; 
m3;=mz.=m,s,cd: 
m3.=I, + m.si*. 

. .  
/ 

(13)  -1. I 
026 Aari de ‘hewegingsvergelijkingen ( 2 ) .  ( 9 )  
en (12) ,  welke. partieele differentiaalvergelijkin- 
gen zijn, moeten nu randvoorwaarden worden. toe- 

. ’ gevoegd. Deze vallen voor symmetrische en anti- 
symmetrische bewegingen verschillend . uit. Zij 
worden ,hieronder zander ‘uitvoerige toelichting 
medegedeeld. .daar rappoft ‘V. 1294 (lac. cit.) 
nadere inlichtingen verschaft. 

,0261 
. stijf systeem opvat met in de snijlijn van .bet sym- . 

metrievlak van het vliegtuig en het vlak van den 
vleugel vallend zwaartepunt en men de belasting 
op den vleugel door den romp in het symmetrie- 
vlak geconcentreerd denk’t, geldt voor y = 0 voor 
symmetrische hewegingen 

tmR(I--R6\)Y=~+(b,~zl’ .+blzp,r)‘y=~-0 (14) 

- 4 m R 5 @  ( i ~  s,i) . ,=.  + $-ZRqy=o + 

Wanneer men de romp als een’volkomen, 

+( b?,z” + b,,rp”)’,,o - (.T,rp’),,o=O (15)  

z’y=o = 0 : q’u=o = 0 .  (16) 

(17 )  z”y=b=p I ,  ,y.b=O ’ ’  

(b , ,z”)’y”(bl?q‘’)’y=6=0 (18) 

Bij den tip van’den vleugel ( y = b )  geldt 

Voor de rolroervervorming geldt aan . de uit- 

(20) 

0262 Voor antisymmetrische bew.egingen geldt 
voor y = 0 

. 
. einden van dat roer ( y=b t . en  y=b,) 
. .  

. . ( )”)g=bi=(y‘ )y=b = o .  

d2 - + lR’x2 (2’) u=p + (bliz” -+ bm @’)y=o=O ( 2 1  ) 

- z u = o = q J y = o = ~ ~ u ~ o = o .  - (22) 
Aan den tip van den vleugel gelden dezelfde 
vooiwaarden als bij symmetrische trillingen. ‘Oak 
de voorwaarden (20) voor het rolroer gelden 
onveranderd. 

,l 

. .  5 i 
027 De functies z ( y : r ) .  c p ( y ; 7 )  en y ( y : r )  tijn . . . 
- opgevat als functies van y tezamen met’  
hun in d e  formules aangetroffeh afgeleiden in 
het heele interval 0 5 ‘y  5, b continu. met uitzon- 
dering van die punten. waar of de stijfheidsver- 
deelingsfuncties (b , , ;  b,?: b,,: To .  T,)  discontinu 
zijn, of in een doorsnede geconcentreerd , een 
eindige kracht. resp. eindig moment wordt inge- 
leid. Dit laatste gebeurt in de doorsneden y=b,:.  
b? en verder in a1 die doorsneden, waarin de 
vleugel door een puntmassa is belast. (AIS zoo- 
danig worden in het algemeen in den vleugel 
ondergebrachte motoren, aan‘ het rolroer be- 
vestigde geconcentreerde balansgewichten, enz. 
opgevat.) 
. ’  Voor iedei van deze uitzonderingspunten kan. 
een vergelijking worden opgeschreven, die de 

. grootte der aldaar aaigetroffen discontinuiteiten 
vastlegt. B.v. geldt voor de functies z en p in 
de punten b. ( n  = 1 ; 2 )  

’ . 

I 

0281 Voor symmetrische bewegingen geldt de 
voorwaarde (14 ) .  Daar uit ( 2 )  volgt ( d e  rand- 
voorwaarden voor y= b in aanmerking nemend) 

/;b, ,z”+b,*p”)”dy=- (b,,z”+ b,2rp”)’u=.= 

= -/(m,?; + m,; .P + r i 3 y  - ~r )dy  , 

. 

6 

” .  .. 
kan hieryoor worden geschreven ’ 



. . .  
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Verder volgt-uit (9).  mede.lettend op de voor- 
' waarden voor y = b  en de formules (11) voor 

' 

. .  de  8-functie 3. .. 
9 -  

6 

' {; b,, + b,? p")"d y -I( Tup') ' d  y =  
0 , .' 

- - - (b,,z".+ b?%p")'y=q+ ( T"V')~=~= ' ' 

. .  . .  
b 

= -/(.mal +.m?, 9, +.m?;y - Mr.)d;  + . 

+ . ( k , , - k ? , ) ~ y ( b , ) - p ( b , ) : + '  ' ' 

. .  

'-. ( - k,, + k * J ) ) ' y (  bs) - TI( b?) [ 
en uit ( 1 2 )  (de ran'dvoorwaarden (20) der y-functie 
bij y = b i :  b. in aanmerking nemend)' - 

.J";T, f); f y = 0 = . .  
b# 

=/('m,,i + m,,i+ ma,; - N r ) d  y + 
b i  - . .  . .  + ( k i i  -'k?,) j L ( b , )  - p ( b i ) {  f .  

+ ( - ki? + k,?)) y ( b ? )  -.P( b?){  
Trekt men de  beide laatste vergelijkingen  van 

' elkaar af, dan ontstaat de  betrekking ') ' 

- ( b2,zr! + bx p'!)lY=o +( 
. 1. .. . 

b 
' 

= - f r  (A, + ma,,); +( m?? + m 3 ? ) v  + . 
%- ,+ + mS3 );; - ( M L  + N,L)  la y . 

Dientengevolge kan in plaats.van (1.5) worden 
gesteld . 

. - f m R S R  . ,  ( zb-  ' R @ ) Y = O  +f'RpPu=o + . 

+/[ + z + (m?? + m3? ).P+ 

+(ma+ rn,,); - ( M L +  N L )  1 d y : 
De vergelijkingen (29)  en (30) zullen de voor- 

waarden ( 1 4 )  en (15) in den vervolge vervangen. 

0282, Een tweevoudige integratie van ( 2 )  levert 
de uitkomst 

u -  
. ,  ( 3 0 ) .  ' 

(b,,z"+ b , lp")"r (dy )2=(  bl,z'.'+ b t?y")  y=-o= 

O Y  b b  

K r ) d y ' =  

' 

. 
= -/ 1 (rn,,i,'yi + m,,y- 

" 9 .  

= -/( m,,;+ m , ? i  + ml, - KL ) d y 
. "  
., - 

5 )  Van nu af aan'worden integiaties ovei de breedte 
van het rolruer eenvoudigheidstialve formeel door intE- 
graties van 0 tot b - over de geheele vleugelbreedte.dus - 
voorgesteld. Dit kan ronder bezwaar geschieden-door de 

-massaverdeelingsfuncties E;, van hgt rolroer ( i  en/of k =.3) 
buiten het,interval b , $ y ( b .  geliik a m  nul te stellen en 
de luchtkrachtfuncties, ivaartoe het rolroer aanleiding 'geeft. 

t 
buiten dit interval op een ko.ordeverhouding = 2 = 0 te 
betrekken. t 

6 
.. . 

en du? kan in .plaats van de vdorwaarde (21  ), gel- ' 
dig voor, antisymmetrische.: bewegingen. d e  vergr- 
lijkinlg . 

.worden gesteld. 

03 De grondvergelijkingen der kritische : 
trillingen. 

Met.het oog op, het voornemen, ui< ,de bereke- 
ningen de eigenschappen van de kritische trillin-. 
gen af te I,eiden, worde gesteld dat de beweging 
een symmetrische. ,dan we1 antisymmetrische, har- 
monische trilling is. Deze'veronderstelling is ver- 
vat in ,de complexe substituties 

z ( y : ~ ) = * ~ ( y ) .  e"": 
p( y :~)=9, . (  y )  .e"",: 1 '  . ( 3 2 ) .  
y ( y  : r ) = " J ( y )  . e'". 

. Deze complexe schrijfwijze is bruikbaar. zoo- , ' 

lang geen andere dan lineaire mathematische 
operaties op de functies z .  p, 'y worden toege- 
past., De frequentieparameter 1, is reeel. Zooals 
.bekend is kunnen de luchtkrachten op  den vleugel 
in dit geval worden ontleend aan de formules ') 

ML=mLv3t(rirlz.jr ciz2 t@.+  z7:, t Fo)eiL,z. (33) 
NL=mLv't (i,,I,+&t@.+&t To)e!''; 

met m L - - t n p t ? .  .- (34) 

. 

. .  

. 

K L -  -m L v . ( z ; , , i ,+ . i , ? t v .+ . i , . tY . ) e"" . '  , ' .. ' 

' . De complexe coefficienten Bit kunnen onver- 
anderd uit rapport V. 1252. punt 10.3. worden 
overgenomen. Zij hangen af va,n de parameters 
Cs Cdr 
- en - - welke resp: de ligging'yan de voorste t tl 
neutrale as van den vleugel ten opzichte van 
de beschrijvingsas en de aerodynamische balan- 
ceering van het rolroer bepalen. - ,. van de ge- 

reduceerde snelheid V=- en van de .  koorde- 

. .  
v I .  

v.t 

verhouding 7 van vleugel en rolroer ( VI=- ;). AI 

.deze parameters zijn in het algemeen van,den 
coordinaat y afhankelijk. Daarenboven speelt het 
a1 dan niet gesloten zijn van de  spleet tusschen 
vleugel en rolroer de in rapport V. 1252 uit- . 
voerig besproken rol. In verband met de.formeel 
ingevoerde verbreeding van het rolroer tot den . . 
geheelen afstand y = O  tot y = b  worden de ?:A'S 

met i' en/of k = 3  buiten het interval b j s  y 5 b, : 
?p q = O  en cd,=O betrokken. 

Daar het voor. het vervolg der berekening nood- 
zak,elijk is de deformati,es van lhet systeem te be- 
sch.rijven door functies waarvoor vaste en vooraf 

1;) Dele formules gelden voor den buigenden en tordee- 
lpnden vleugel met aerodynamisch gesalanceeid rolroer en 
zijn uiteindelijk ontleend aan de herekeningen van Klissner 
en Schwarz:  der schwingende 'Flogel mit aerodynamisch 
ausgeglichenem Ruder. Luftfahrtforschung.Bd: 17.1940-5. 370. 

~ 

' 

' 

C ' .  

~ . .  

.. . 
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in principe volledig bekende randvoorwaarden m,(Z, - -,sRso) + aelden; en de rompbewegingen in verband daar- .- 
&de door afzonderlijke I.eiien" coordinaten vast 
t P  Ieooen. worde een d'aartoe str&kkende trans- ' . -+~/ [ m i l i d o  + m,,? @do +m 13 1 ?do f @;jdS(#)(],dy + : . 

0 0 -  . , ._ .. 
formatie van ,de uitd,rdkkingen ( 3 2 )  e,n ( 2 3 )  aan-: 
.gebrach't, vo6r sdat deze tin ide bewegingivergelifkin- '' +:/iml':20 + (mil + m s 8 )  i o l d  y 
gen worden gesutb3titueerd. Deze omvorming ziet .b ' 0 

er, a1 n8aar de symmetrieklasse van de trilling, ver- +/mL[z;, i d o + 8 1 $  f @de +zi3 f j ?dU+@do(@)  ( ] d y  f 
- 0  .b . schillend uit. 

- 
031 Voor symme'trische trillingen.worde gesteld +,/mL[a,,.zo+d(al?+ & ) t  6 , I d y = O  ' (42) 

. -  
i o ( Y ) = Z $ , + i d o ' ( y )  met Z.=i,(O) (35) . 

.>o( y ) &"+ $do (@)'+ ?do( y ) .  .(37)' 

. .  - - 
; @ o ( y ) = @ g + @ d u ( y )  met @o'=@o(0) ( 3 6 )  

De bedoeling van den term @ d o ( @ )  - welke 
den voorloopig onbepaald blijvenden parameter 
p bevat - zal later duidelijk worden. De  functies 
Z d a .  @do e n ,  ?do worden kennelijk onafhankelijk 
van de iompbewegingen. die volledig door de 
co6rdinaten 2 en 3 kunnen worden beschre- 

'ven. ,De functies i d 0  en @do voldoen o m .  aan d e .  ' 
vaste randvoorwaaGen 

. 

i d o (  o ) = @ d i . (  0)-  i d " ' (  o)= @de' (o)= 0 .  ( 3 8 ) .  , , 



I .  ' 

. 1 V 

. . + / [l&Iidn + ml?,Y)d: + m13 j ?do + @ d o ( B ) { ]  Y d Y f 
I, " .  - + / m , ,  y3 &d y + 

. b  " .  +/ m ,L [allzdu - - ?-- al?tY)do+Btst ) yd+/ldo( p )  (1 y d y  + 
0 '  b .  

~ +\#lL.L y? O,dy=O. ( 5 0 ) .  

Bij de vorming van de 2e en 3e 'der  boven- 
staande vergelijkingen is in aanmerking genomen. 
dat ~ ( 0 )  nul is. wanneer de trilling. antisym- 
m,etrisch is. 

04 Reductie van de exacte vergelijkingen d e r .  

. 

,: 

. ,  kritische trillingen volgens Galerkin. 
De in punt 03 vermelde exacte vergelijkingen der 

kritische trillingen hebben den vocm van stelsels 
simultane differentiaalvergelijkingen voor de voor- 
alsnog onbekende 'deformaties ' z d o (  y ) ,  @do(  9). 
y d u (  y ) .  waaraan gewone vergelijkingen zijn toe- 
gevoegd voor de coordinaten van.de rompbewe- - 
.ging. Men stuit op debekende moeilijkheid. dat zij 
niet exact kunnen worden opgel'ost. De methoden. 
die ter voortzetting van ,de berekening ,kunnen 
worden aangewend, zijn uit 'de balkentheorie der 
toegepaste mechanica min of meer algemeen be- 
kend. Zij komen alle daarop neer. dat men zich 
de onbekende deformaties benaderd 'denk't door 
reeksen met constante coefficiCnten naar een einmdig' 
aantal geschik,t gekozen. bekende lineair onafhan-. 
kelijke ;,deformatiehncties". en dan de differen- 
tiaalvergelijkingen roekt te reduceeren op een zoo- 
danig '( toereikend) stelsel gewone a1,gebrai'sche. 
(lineaire) vergelijkingen voor ' de 'coefficienten 
dezer reeksen. dat de oplossing daarvan indecdaad 

, tot een bruikbare .benadering van de deformaties 
Ieidt. welke optreden 6ij het altijd .beperkte aantal 
der 'van .belang zijnde eigentrillimngen van het 

' systeem;of in .het gegeven geval Iieverwelke op-. 

, 

treden in de ,kribische trilling. . .  

. .  ,041 Het is 'met shet oog op de 'voorgenomen toe- 
'. passing ?an ,binsnen het 'bovenvermelde schema 

vallende methoden. dat bij de vorming van de ver- 
gelijkingen van de kritische trillingen 'de splitsing 
(35)  't/m ( 3 7 )  of , (44)  't/m (46)  is aangebracht. 

' , Vooral omdat het in het gegeven.geva1 noodzake- 
lijk is. het aantal tkrmen in de 'reeksen v w r  de  
deformaties tot een ini'nimum te beperken - de 
omvang van het numeriek rekenwerk neemt anders 
ontoelaatbare afmetingen aan -,is nl. een zoo 

. 

I I '  . 
. .  

. .  

-. 

~ ~ 

~ 

8 7  ._ 

zorgvuldig mogelijke keuze der.in deze reekset! op . 
te 'nemen deformatiefuncties noodzakelijk. Dit 
maakt het zeeF wenschelijk bij 'de constructie van 
deze functies de vooraf ,hekende hoofdeigenschap: 
pen van de 'werkelijke deformaties zorgvuldig 'in 
acht te  nemen. AIS. zoodanig komt in de eerste 
plaats het .,randgedrag" in aanmerking, geformu- 
leerd door de randvoorwaarden. Voor y = 0 luiJ ' 

den deze voor de functies i d o  en @do' 

, 

' 

' 

. .  
?do(  o ) = i d U ' (  0 )  = @ d o (  o ) = @ d u ' (  o)=o,  (51 ) 

welke .voorwaarden men zonder meer ook aan 
bijbehoorende , deformatiefuncties kan opleggen. 
Voor dP functies i, en @* echter, welke bij ver- 
bijdering van de. eerder genoemde splitsingen 
in de eindvergelijkingen terecht kpplen. zijn bij 
symmetrische trillingen de randwaarden i o ( 0 )  en .  
<pO(O) niet vooraf bekend. en is bij antis);"+ 
trische trillingen de .randwaarde i'( 0 )  vooraf 
onbekend. omdat deze randwaarden. eerst wor- 
den bepaald door de'rompbewegingsvergelijkingen 
die nog moeten worden opgelost. Daarom kunnen, 
aan de functies 'i<, en/of Po, geen alvast aan .den 
rand y = 0 gelijk,elijk nauw aansluitende defor-. 
matiefuncties worden toegeaoegd. Dit kan een 
niet onbelangrijk bezwaar zijn. dat door de in- 
voering van (35)  t/m (37) .of  (44)  .t/m (46)  op 
eenvoudige wijze. is verwijderd. 

wegingen. dat de in rapport V. 1252 ontwikkelde 
methoden voor de verwerking van de bewege- 
lijkheid van den romp in de daar dorspronkelijk 
voor den vast ingeklemden vleugel afgeleide ver- 
gelijkingen (bij vaste inklemming van den vleugel . 
valt het verschil 'tusschen 'io en Edo.  en tusschen 
& en @do weg) ten deele minder geslaagd moeten 
worden genoemd. Alleen in punt 92 is de correcte. 
werkwijze gevolgd: overal elders is de overgang 
op Ido-.  yido-functies echter achterwege gelaten. 

.Opnieuw met uitzondering van de in dit punt 
beschreven berekening zijn in rapport V. 1252 
bovendien de luchtkrachten verwaarloosd, die het 
gevolg zijn van dat deel der verplaatsingen %,, 
VI". dat aan de bewegelijkheid van den romp te 
wijten is, betgeen weliswaar Soms toelaatbaar, 
doch i n .  een algemeen rekenschema voor de 
kritische snelheid misplaatst is. Ook deze, in rap- 
port V. 1252' overigens niet onvetmeld gebleven; 
tekortkoming is  met de  afleiding .van de in punt 03 
medegedeelde exacte vergelijkingen der kritische 
trilling ondervangen: 

042 Ter voortzetting van de fluOterberekening 
wordt de navolgende algemeene reeksuitdrukking 
voor de deformaties i d u .  @d,, en ?do ingevoerd 

. 

. 

'Het is op grond van de voornoemde' over- ,  

. 
- 

- 

) . '  . .  

i d u  = q c o C i l ' Z d i  + q m C I ? Z d ?  + q 3 0 C i l Z d i  
.-  * J d . = q ' " C ? , p , d , + r l ? " C 1 ? ~ d ? + q 3 U C 1 3 O ? d l  (52)  

, .>do = ~ L U  CSI ydi  + 4 7 0  ca? ydi + 4.0 csa I'dd . 
waa'rmede het aan,tal amplitudefactoren 4 tot hwg-  
stens 3 beperkt wordt ,op grond van de 'ervaring, 
dat de numerieke uitwerking van.de berekening bij 
vergrooting van dit aantal een ontoelaatbaren om- 
vang aanneemt. Dc deformatie van den mkritischen 
trillingsvorm w o d t  dientengevolge . i n -  het meest 

. .  



. .  . .  
algemeene geval door superpositie van 3 voorge- 
schreven volledige deformatiecomponenten bena- 
derd, die uit vleugelbuiging en -torsie. alsmede rol-' 
ioeruitslag en Lvervormin'g zijn samengesteld. Deze 
kunnen ieder voor zich h.v. 'aan 3 naburige eigen- 
trilhgen . (b.v. ,de stand~t~illing!) van het systeem 
zijn ontleend. 

De'matrix 
C i  c,, c,:, 
c,, C?? c?3. ( 5 3 )  

: c,, c,, c,, 
. wordt ingevoer,d. om alle elementen in de matrix . .  - Z d l  Zd2 Zd3 . -  

(fjdi Pd? Pd3 (54) 
)'dl Y J 2  Ydr 

der deformatiefunctie's op ,een willekeurige wijze 
t; mogen normeeren. De verh,oudingen der ..ele- 

, ,mentaire'deformaties" (buiging, torsie. rolroerver- 
plaatsing ) in iederen volledigen deformatiecompo- 
nent '( Clk Zdk , Cripdk, car, Ydt)  kunnen dan met 
behulp .van de, re@ele constanten.. c i k  woiden 
hersteld. Daar het uitsluitend op verhoudingen , 
aankonit, kan in iedere.kolom va? de matrix ( 5 3 )  
der amplitudeverhoudingen een element gelijk aan 

, .AIS normeering van de deformatiefuncties komt 
in aanmerking het voorschrift 

. - 1  worden genomen. 

zdk('b):=l .  ( m ) :  
. vdk(b)= l  ( rad)  : 

(b)=. l  ( rad)  : 

De aanname (52 )  omvat onder meer alle bijzon- 
dere .gevallen, die in rapport V. 1252 grootendeels : 
gescheiden zijn behandeld,. Het-is nl. niet nood- 
zakelijk, de' deformatie cler kritische trilling Lit 
3 componenten op te bouwen: men kan met 2 vol- 
staan. Dat komt daarop neer, dat in de matrix 

(55) 

. .  k = l ,  2 , , 3 .  

. c t lzdl '  CL2Zd? C,xz& . .  
c?, P ~ L  pa> cm y )d<  ( 5 6 )  

'.' C3LYdl C3>)'d? C33yd3 . 
iPn  (de derde) kolom wordt weggelaten. Worden 
2 kolommen weggelaten, dan ontaard't het systeem, 
omdat dan de phaseverschillen ,tusschen de 'trillin- 
gen  in de elementaire deformaties o'p nul  worden 
vastgelegd, hetgeen de ontwikkeling v a n , T n  on- 
stabiliteit. zooals b e k e d i s  onmogelijk maakt.7)' 

Ook is het niet strikt noobQli jk ,  iedere defor- 
matiecomponent uit de 3 elementaire deformaties- 
samen te stellen. Dit komt daarop neer, dat met 
behoud van 2 of 3 kolommen in iedere rij bepaalde 
elementen kunnen ontbreken .(gelijk aan nul kun- 
nen zijn). B.v. kan C,, =' C,, = C,, = C,, = 0 
worden genomen. hetgeen beteekent. dat de rol- 
roerverplaatsing als .een aparte, enkelvoudige 

. ., graad van vrijhei,d van mhet systeem wordt opgevat, 
. een opvatting, die in' het bijzonder v w r  de hand 

') Het'ontaardt d m  een analoge reden oak, wqneer  in 

' 

. 

r .  

' 

. .  

(56) alle elementen van 2 rijen, ontbreken. 

. .  

\ 

I . .  . . .  v, 9 
. .  

ligt wanneer het rolroer practisch volkomen torsie- 
stijf is. 
.'In het uiterste geval knn iedere , deformatie-- 

component tot &en elementaire deformatie worden 
geieduceerd. B.v.,kan in de matrix .(56) alleen de 
hoofddiagonaal 'worden aangehouden (dan kan 
tevens C,,=C,?=C,,= 1 worden gesteld).' O p  
dien grondslag werden flutterberekeningen voor 
den huigenden en 'toSdeerenden vleugel met 
rolroer tot voor kort altijd opgehouwd. De drie 
festeerende deformatiefuncbies lkunnen aan Pen 
bekende naburige eigentiilling van . Set systeem 
worden. ontleend. .Wordt bovendien e&# elemen- 
taire deformatie .Beheel onderdrukt, d a n  ontstaan 
de gehruikelijke rekenschema's v w r  buigingstorsie- 
flutter, vleugelbuigings-rolroer-flutter en vleugel- : 
torsie-rolmer-flutter. Hoydt men uitsluitend .de 

'eerste 2 elemen'ten uit &en rij en ePn element der 
derde klom uit een van beid.e andere, rijen aan, dan 
ontstaat . een soort ,,verscherpte vorm" van de 
voornoemde binaire flutterberekeningen. - 

1.n iedere rij van de matrix (5-4) der 'defdrmatie-' 
functies . kunnen gelijke elementen voorkomen. 
Wanneer het rolroer volkomen torsiestijf is, dienen 
ydl. yd:. en ]Id? b.v. gelijk aan een zelfde constante 
te worden genomen. Ook hevatten,.de twee 
naburige eigentrillingsvormen, waaraan 'de  de- 
formatiefuncties worden ontleend, bij zeer ver- 
schillenden .buigingsvorm soms veel op . elkaar 
gelijkende torsiedeformaties. Men kan het kleine 
verschil. dan verwaarloozen. de torsiedeformaties 
dus exact gelijk stellen. hetgeen' later de nume- 
rieke uitwerking eenigszins verkort. 

In het algemeen leidt de aanname ( 5 2 )  in zijn 
volledigen vorm. vooral wanneer ook de  rompbe- 
wegeljkheid ten volle in aanmerking wordt geno- 
men, reeds tot te beyeikelijke becijferingen, zoo- 
dat men practisch tot het aanbrengen 'van vereen- 

.voudigingen gedwongen is. De 'meest in aanmer- 
king komen'de vereenvoudigingen Ioopen echter .van 
geval tot geval uiteen, zoodat een specialisatie in 
de algemeene herekening niet. kan worden aange- 
hracht. 

043 De deformatiefuncties in de samenvatting 
( 5 4 )  zijn reeel. Dat wil zeggen. dat Zij vermenig- 
vuldigd met qi. C;; e"" een trilling vonrstellen, 
wier phase langs de geheele spanwijdte dezelfde 
is. De functies I d O .  .?do. ?do echter zijn complex, 
en dat niet alleen. omdat in de kritische trilling 

'de bekende phaseverschillen tusschen vleugel- 
buigings;, vleugeltorsie- en rolroertrillingen op- ' 

treden, maar ook, omdat alle phaseh in deze 
trilling in het. algemeen van den coordinaat y 
afhangen. De Iuchtkcachtbelasting op het tril- 
lende systeem varieert immers niet in gelijke . 
phase met den trillingsuitslag, dus met de  be- 
lasting door traagheidskrachten. en bovendien is 
de verhouding tusschen deze twee verschillend 
geaarde belastingen .langs de spanwijdte niet 
constant. (Beide belastingsaandeelen zijn even- - 
redig met de amplituden. De lu'chtkrachtbelasting 
hangt echter 'daarnaast b.v. van de tapschheid 
van den vleugel af, terwijl de traagbeidskrachten 
nader bepaald worden- door de massaverdeeling 
van den vleugel). 

, 

, 

. . 

. 
, 

. 

. .  

.- 
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V I '  
De consequentie hiervan'is. dat de  variatie van 

de phase lan,gs de spanwijdte bij sterke verkorting 
van' de reeksen voor de functies i d o ,  @ d o .  ?do niet 
meer redelijk goed kan worden afgebeeld. Werkt 
men b.v. uitsluitend met de hoofd$iagonaal van de 
matrix (56). dan omvat dit de Geperking. dat de 
phase van de kritische tri'lling gekeel onafkankelvk 
van den coordinaat y w o d t  gestel'd. Deze beper- 
kfng vervalt in principe\bij gebruik van langere 
reeksen. waarin men ' echter. om een werkeliik 
goede afibeelmdinmg van her gedrag van 'de phase te 
krijgen. relatief veel teimen zou moeten opnemen. 
omdat ten aanzien van dit gedrag van te voren in 
het geheel njets bekend is en men dus de 'defor- 
matiefuncties niet bij voorbaat op een snelle con- 
vergentie kan inrichten. O p  deze laatste moeilijk- 
hei,d stuit men ook. wanneer men de aanname (52)  
zou willen verbeteren-door complexe deformafie- 
funcfies toe te laten. Het ,ontwerp van dergelijke 
deformatiefuncties woidt eerst practisch uitvoer- 
baar, wanneer om te beginnen een volledige flut- 

. . terherekening wordt uitgevoerd,. welke een eerste 
benadering van. de eigenschappen der kritische . 
t r i l hg  verschaft ('en-welke .reeele deformatiefunc- 
ties k'an bevatten). Met die;oorhennis kan een be- 
nadering *van het bij de  'kritische trilkng optredende 
krachtsysteem worden bepaald. waaruit een' .,ver- 
lbeterde .,deformatie" kan worden afgeleid.. die 
dan inmderdaa'd complexe deformatiefuncbies bevat! 
Deze kunnen worden ,gebruikt bij de uitwerking 
van een uolgende benadering van ,de kritische tril- 
ling. Het gebruik van complexe deformatiefuncties 
komt dus pas in  aanmerking in den loop van een 
iteratie-proci.de voor de kritixhe trilling, en niet 
bij de vwrloopig (en in rapport V. 1252 uitslui- , 

tend) bestudeerde ontwikkeling van een ,,flutter- 
berekenhg van ,de eerste orde'': 

Ge1ukkig.k er geen-reden om te verwachten, dat . 
de wijzigingen  van^ de phase der trillingen langs. 
de spafiwijdte erg groot en ,dus belangrijk. zullen 
zijn. Men mag aann,emen,.dat een 9 k e n i n g  van 
de kritische trilling, welke 'de deformaties in kortc. 
d'och geschikt gekozen, reeksen naar reeele defor- 
matiefuncties ontwikkelt. een uitkomst zal oplevey 
ren, die inderdaad als een bruikbare eerste bena- 
dering kan worden opgevat. Desalniefitemin wint 
de  iteratieve verbetering van de oplossing in ver- 
band met ,bet qesiqnaleerde verschijnsel aan be- 

' , 

. .  
- 

' 

- - -  
teekeqis. 

Tot  besluit' moae worden vermeld. dat de be- ~~ 

/ handeling van he; systeem als systeem van voor-' 
geschreven vervormbaa'rheid met volgens Lagrange 
geformuleerde bewegingsvergelijkingen - de in 
rapp0rt.V. 1252 gevolglde methode - het gebruik 
van complexe deformatiefuncties in het geheel niet 
toelaat.. 

044 Overeen3k'omstig de in rapport V. 1252 ge- 
geven aanwijzingen verschaffen de uitkomsten van 
een met het vliegtuig uitgevoesde standtrillings- 
proef een geschirkten grondslag " o r  #de construc- 
tie van i n d e  flutterberekening op te nemen defor- 
matiefuncties. Het is. met name. aantrekkelijk in 
.de uitdruking (52)  volledige samengestelde de- 
formatiecomponenten j C , k Z d k .  C ? X V d k .  C a X Y d k  ( aan 
te ,houden en deze ieder. voor zich volledig aan .een 

. 

. .  

. .  
. .  . .  

10 

bij de standtrillingsproef .opgemeten eigentrilling 
te ontleenen. De onbekende factoren Bio krijgen 
dan immers. het karakter van normaalcoordinaten 
van het in stilstaande lucht opgestelde systeem. 
waard'oor de afle<ding van de parameters, die de 
elastische eigenschappen vastleggen ,uit de bij de 
proef ' opgemeten eigenfreq:enties ,ten zeerste 
word't vereenvoudigd (zie rapport V. 1252). Dit 
zou zelfs de aangewezen weg voor .de flutterbere- 
cening zijn. ware het niet. dat .hij tot een maximaal 
aantal deformatiefuncties in de reeksen ( 5 2 )  voert. 

. waardoor ,de numerieke behandeling bewerkelijker 
- vaak zelfs al te tijdroovend, - wordt. 

De.bovenvermelde gron'dslag voor de constructie 
van Ideformatiefuncbies vervalt. indtien [nag) geen 
.standtrillingsproef met het vliegtuig is uitgevoerd.. . 
Het is Ndan, in den regel beter met minder 
deformatiefuncties te werken, die algebrakch ge- 
definieeid kunnen worden. ,of die men ,b.v. aan 
metingen, uitgevoerd aan andere ecnigermate ,g?- 
lijlkvormig gebouwd vl'eulgels ,kan, ontleenen. Zoo- 
.we1 met 'het oog op d,eze .,moeilijker" gevallen als 

.in verbaod met .de vaak ,blijkende wenscheliikheid 
de meestal niet zeer nauwkeurige opmeting van 
bij de standtrillingsproef aangetrofhen trillingsvor- 
men te corrigGren. 'wonden de van te voren be- 
ken'de eigensch'appen der :deformaties nog tven ' 

kort besproken. . 
De eerste ,eisch die ond'er all'e omstandigheden 

aan de deformatiefuncties kan en.moet yorden op- 
geiegd is, ddt zij vdldoen aan 'de randvoorwaar- 
den der deformaties voor y = 0. d.w.z. dat 

is. , 

' 

. 

. 

. 

. 
. 

ZdX (o)= ZdX' ( 0 )  = P ) d i ( O )  = p l d i ' ( o ) =  0 (57)  ' 

In deze formules vervalt de voonvaarde 

ydX'(o)-o 
wanneer de vleugel ten aanzien van de torsie als 
e m  enkelvoudige bajk mag worden hehand,eld. 

Aan de defornatie van h,et rolroer kunnen altijd 
&e randvoorwaardep . . 

. 

ydk' ( bi) = ydk' ( 6"') = 0 (58) 
.worden opgelegd. . .  

Voor de deformaties van den vleugel gelden aan- 
den tip ( y = b )  devoorwaarden ( 1 7 ) .  (18) .  (19).  
.Herkid tot voorwaarden voor i d n .  @ d o .  en ?do 

luiden deze 
i d / (  b )  - @do" (b)-O, (59) - y;;;"c), - I .  

quo'"( b )  - 

( bt, i d u ' ' ) . ' y = b  - (b,, Yldo")'y= b = 0 . 
Y=b.  YLio"'.( b)= 0,  ( 6 0 )  

: (61): 
- 

De door de eerste t,wee' regels geformuleerd'e 
voorwaarden kunnen meteen op bijbehwrenae 
deformatiefuncties.worden.overgebracht. De laatste . 
voorwaardse ,echber koppelt de d:eformaties z en y.. 
Het is duidelijk. dat zij"in ,bet ahgemeen.dus alleen . . 
,dan, bij mdeconstnictie van de deformatiefuncties in 
acht ka'n worden genomen. wansneer ook in de 
deformatiecomponenfen vleugelbuiging en -torsie 
ongescheideh worden opgenomen. Men kan er .dan 
voor zorgen, dat,,de combinaties ' . 
. .  I d k + , C k ? @ d X  ( c k ? # o )  

'. 
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aan (61)  voldoen:. (Hiermede wordt het altijd ge- ' - ( T , ? d " ' ) ~ = b , , + ~ + ( T , ? d ~ ' ) ~ = b " - " =  
stelde doe1 .bereikt, dat (61)  voor alle waarden 
'der di<)'s is vervuld). Worden vleuoelbuioina en 

formatiecomponenten :opgenomen. dan wordt de 
voorwaarde (61 ) in het.algemeen geschonden. 

De zoojuist genoemde complicatie kan in  bet 
gegeven geval desgewenscht op eenvoudige wij;e. 
worden verwijderd. Men kan nl. de ligging van de 
beschrijvingsas .van den vleugel altijd zoo kiezen, 

aannemen. ,waarin' de coordinaten der rompbe- 
'weging niet optreden. l laar .de functies ?do en @ d o .  ,' 
er g e m e n d .  in 'worden aangetroffen. kunnen 
deze voorwaarden aan bijbehoorende deformatie- 
functies worden opgelegd. mits de rolroerdraaiing 
en d,e vleugeltorsie ook in de, deforiiatiecompo- ' dat 

( b l y )  gF b= 0 (62)  

. .  i do"  = 0 (63 ) 
wordt. Dan vereenvoudigt (61) tot 

wiarmede de koppeling der i d o -  en 3wfuncties 
wegvalt. Er  is dus reden om deze keuze zooveel 
mogelijk aan te houden. 

Behalve randvoorwaarden gelden voor de defor- 
maties bepaalde ..aansluitingsvoorwaarden" hij die 
dwarsdoorsneden, waar geconcentreerde krachten 
en/of momenten door de constructie worden op- 
genomen of in de constructie worden uitgewisseld. 
Dlt gebeurt b.v. in de sdoorsneden b, en bz. waar 
de aansluitingsvoorwaarden door de vergelijkingen 
(23) ;  (24);  (25)  en. (26)'; (27) worden voorge- 
steld, en verder in al die doorsneden, 'waar d,e 
vl,eugel d.oor ,.in8 Pen punt of een doorsne,de gecon- 
centreerde" massa's is belast. 
. .  Het 'is in het algemeen ni.et moge1ij.k 'dergelijke 
aansluitingsvoorwaarden- binnen het kader van de 
voorgescelde ontwikkeling (52) der deformaties 
bij de construct'ie der deformatiefuncties in aan- 
merking te nemen, omdat de aansluitingsvoorwaar- 
den, anders dan, de  d'eformatiecomponenten, ge- 
woonlijk ook de  rompbewegingen bevatten. De 
vervulling dezer voorvjaarden ware dientengevolge 
eerst bij een nog algemeenere ontwikkeling der de- 
formatie mogelijk. Het Ioont echter n,i,et de moeit,e 
deze in te voeren, omdat de sprong in $e in aan- 
merking komende afgeleiden der deformatiefunc- 
ties slechts zelden zoo groot is. dat de functie zelve 
d,aar een  duid,elijk zichtbare bijzonsderheid ver- 
toont:In verband daarmede mag het zelfs prac- 
tisch onuitvoerbaar . worden sgenoemd een uit  
metingen afgeleide deformatiefunctie te corrigee- 
ren door toetsing aan de' daarvoor wellicht in prin- 
cipe in aanmerking komende aansluitingsvoorwaar- 
,den. .Evenzoo is chmet practisch niet doenlifk rulke 

'. voorwaarden bij een andytische defini.tie der de- 
. formatiefnncties consequent in acht te nemen. 

Op den regel, dat de door de aansluiting^svoor- 
waarden. .geformuleerde en dientengevolge hij 
voorbaat 'bekende, eigenschappen der deformatie. 
bij d,e 'constructie van ,deformatiefuncties buiten 
beschouwing worden gelaten. is ecn uitzondering 
mogelijk en ten deel,e zelfs wenschelijk. Deze heeft 
betrekking op' het gedrag v m  de rolroerdeformatie 
in de doorsneden b ,  en be. De aldaar geldige voor- 
waarden worden nl. geformuleerd d w r  de verge- 
lijkingen':(26) en ( 2 7 ) ,  die bij overgang op de 
.>do- en @do-functies den vorm 

I . '  : ~ . '  

! 

~ 

I '  

l 
.' 

- 

: 

- ( Tr ? d o ' )  y =  b ,  + 0 + ( Tr ? d o ' )  y =  b,--o = 

= - ki, 1 ?do( be) + @do (0) - &o(bL) [ + 
.. + k u )  y d . ( b , ) + i j i d d ( 8 ) - @ d o ( b ? ) ' :  (64) 

. nenten ongescheiden worden opgenomen. Dit 
blijkt nu meer in het bijzonder dan wenschelijk , ' 

te' zijn. wanneer , de besturing slechts in ken 
doorsnede' op het .rolroer aangrijpt, omdat de  
torsiestijfheid van het roer bij niet geheel gelijk- 
matig uitgebalanceerde massaverdeeling vaak niet 
groot .genoeg is. om een aanmerkelijke rolroer- 
torsie in de kritische trilling te onderdrukken. 
In zulk een geval vertoont de'functie ?diu in het 
punt b, een markanten knik. Deze wordt bepaald 
door de vergelijking 

.. 
- (  T r ? d o ' ) g = b ,  + o  +( T c ? d o ' ) y = b l  - -o=  

= - k,, ) ?du(bt)  + O j d o ( 8 )  - @do( b,) I, (66) 

waaruit de functie @d. . kan worden verwijderd 
door B=b,  te nemen,, waarna het mogelijk is, 
de voorwaarde - onafhankelijk van de  samen- 
stelling der deformatiecomponenten. - aan 'de 
deformatiefuncties van het rolroer op.  te leggen. 
Het was met het oog hierop, dat de $(P)-term 
in (37)  en (46 )  is ingevoerd. . 

De verwijdering 'van ' de r/id,-functie door ge- 
schikte afregeling van den parameter 8 uit de  
beide voorwaarden (64) ,  (65) .  geldig'voor het in 
twee doorsneden bestuurde rolroer. is. kennelijk , 
niet strikt mogelijk. Dit is k h t e r  ook min,der noo- 
d,ig. om,dat het tot,ale rolroermoment dan over b e e  
doorsneden verdeeld aan den vleugel wordt over- 
gedragen en omdat de torsie.van het roer bij deze 
constructie meestal geringer is, daar 'de torsiestijf- 

stuurmechanisme wordt ondersteund (h,et,geen im- 
mers de bedoehg van deze uitvoering i s ) ;  

045 De reductie van de .differcntiaalvcrgelijkin- 
gen d,er vervormingen op in beginse! bruikbare 

. stelsels homogene lineaire vergelijkingen v6or de 
factoren $ k 0  in (52)  en de r0mpbewegingscob;rdi- ' 

naten is op vele verschillende manieren mbgelijk. 
Van al deze methoden blijven echeer slechts 
twee nau6  met elkaar v,erwan'te over, wanneer 
men aan den primairen eisch, dat de oplossinigen ,. 
die worden verkregen voor de, (lagere) frillings- , 

vormen, waarvoor men zich 'fnteresseert, conver- 
geeren naar de overeenkdmsti,ge exacte oplossin- 
gen 'der differentiaalvergelijkingen. naarmabe. in 
de reeksen (52)  meer'termen worden opgenomen. 
den eisch toevoegt, dat deze convergentie zoo snel 
mogelijk zij. Dit tweetal bestaat uit de .,methode 
der kleinste 'quadraten'' (Caarin de eiscb der 
,,snelle convergentie" op een mathematiscb exact 
omschrijfbare wijze is verwerkt) en d'e ,,methode 
van Galerkin". Zooabbekend is, verdient 'de laatst- 
genoemde in het algemeen in verband met haar - 

~ 

, 

' 

. heid van het roer door het dubbel aangrijpend, . - .  
\ 
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eenvoud de voorkeur. In het gegeven geval komt 
daar nog bij, dat zij (de eenige is, die d,e energie- 
balans van het systeem exact intact laa,t. hetgeen 

.' een voo! stabiliteitsberekendngen gunscige eigen- 
.chap lijkt. Daar Ibij flutterberekeningen een snelle 

s , convergentie van excepbi,onsl beIan9 is. omdat de 
omvang van d,e reeksen voor de deformaties ter 
wille van de uitvoerbaarheid der: 'numerieke uit- 
werking nagenoeg tot- het uiterste moet worden be- 
perkt, mag de methode van Galerkili uiteindelijk 
de eenige doelmatige worden genoemd. Zij is in 
een andere, geheel. gelijkwaardige gedaante toe- 
gepast in rapport V.. 1252. 

H'oewel e m  -. uitGoerige behandeling van de 
methode .van Galerkin te dezer plaatse overbodig 
is.'is hrt wenschelijk .<en afleiding van ,de verge- 
lijkingen van Galerkin in te Iasschen, omdat daar- 
aan een vorm kan ,word'en gegeven, die een.weg 
wijst naar een. generalisatie ,dezer. vergelijkingen, 
wekke het gebruik van ' complexe deformatiefunc- 
tiesmogelijk maakt. Deze worden inNgevoerd bij de 
in punt 07 bestud'eerde ontwikkeling van een 

De bovenbedoelde afleiding gaat uit 'van het' 
denkbeeld. dat  .de  vervorming van het elastische 
systeem exact. binnen het 'bereik van de 'een be- 
perkt aantal termen bevattende' reeksen (52) kan 
worden gebrsht , .  door 'aan de belasting een'stelsel 
van schijnkrachten toe te voegen. De vergelijkin- 
gen van Galerkin formuleeren dan de voorwaar- I 

den. waaronder deze schijnkrachten bij ,de uitein- 
. delijk gevonden benadering voor de'beweging van 

het, systeem geen arbeid verrichtsn. 

, 

. 

. iteratieprocede,voor d,e kritische trilling. 

, .  

~. 
, 

. .  De uitwerking verloopt als volgt: 
De schijnbelasting, kan reeds in ,de oorspronke- 

lijke bewegingsvergelij,kingen , ( 2 ) . '  ( 9 )  ,en (12)  
worden ingevoerd door daar de nullen in d'z 
rechterleden resp. . te vervangen door functies 
~ ~ ( y : r j , . ~ ~ ( y : r )  en ~ ~ ( y : r ) .  die de.resulteerende 
kracht en 'de resulteerende momenten der op een 
strook ter breedte .1 van .  het vleugel-rolroer- 
systeem werkende schijnkrachtbelasting defini- 

' eeren .') Voor den totalen arbeid. dien de schijn- 
krachten verrichten in het.-zeer korte tijdsinterval 

. 6 r .  waarin. de uitslagen de kleine wijzigingen 
., 

. W y ) ;  W y ) :  dl.,.(Y)' 
. .  

ondergaan, k a n  dan meteen worden geschreven 
' 6  

b 

1 z + p M 6 p  + y f d  y . (67)  
I 1 "  

I "  I _ - .  . . .  

I 
Voert het sysceem -een harmonische trilling 

uit! dan zullen de functies c K .  .eM en' den 
biizonderen vorm 

8, Eenvoudigh-eidshalve wordt aangenomen. dat gem 
rand-. of aansluitingsvoarwaarden zijn geschonden. . 

> . .  

1 .  

- ~ - 

. .  
. .  

12 
. .  

hebben( waarmede alleen aan de zuiver imaginaire 
deelen der complexe grootheden physische hetee.- 
kenis wordt toegekend). Wanneer men tevens de. 
functies 2: ...... door i d o . .  vervangt. gaat (67 )  
dan vooc symmetrische tfillingen over. in 

- I 6 

>.A= . . I  /[Imjt.,,e''.'t Imj iv ( ido+Zn)e ' " ' .~+  .. ! 
+Im:,iMoei,'r{ j< 

x I m a )  iv(+do+So)i".c( + 
+ Im)t.Nuei''"..Im' iv( r d o + & + @ d o ( f l )  )ei.* [ l d y ~ r .  

Omdat is ver&dersteld dat d e  schijnkrachten 
266 zijn gekozen. dat de deformatie van het systeem 
exact binnen het kaiier van d'e reeksaanname (52)- 
gaat vallen: kunnen i d o ,  @do en 7;; in boven- 
staandz vergelijking - zonder daarmede een be- 
nadering te ,introduceeren - door de rechterleden 
der formules (52)  worden vervangen. Stelt men 
tevens 

(69)  
\ I  

T K O ;  MU.; N ~ = E K ~ :  ~ o ;  N U I  + ~ F K ~ ; . M " :  N O  

q~o=q4r.'.+iqt.": k = l .  2. 3 . 

so = Go' + i QO'' 
'Zu = Z,' + i Z," 

" I ( 7 0 )  
. .  

dan blijkt uit (69)  na uitwerking de hetrekking 
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en dit ste'mt in verband met de randbetrekking 
( 14) exact met'de rompbewegingsvergelijking (42)  
overeen. O p  geheel analoge wijze t m n t  men aan. 
dat (73)  tot de vergelijking (43)  voert en (76)  ' 
tot .(50). - 
, Verder ziet mep. direct, dat (74)' of (77)  tot 

een stelsel van 3 homogene lineaire vergelijkingen 
in de  onbekenden (jhgl (/I= I ,  2 .  3) en de romp;. 

. o  3 bewegingscoordinaten leidt. De voorwaarden (72): + X q h O ' '  ) E i < I ) I C l h Z d h  + .'. . . . . . . . ( I d Y = O  . (73):  (74)  of (76 ) ;  (77)  1everendusprecies.dege- 
wenschte juist toereikende homogene lineaire ver- 
gelijkingen, waaruit de onbekenden 4 h o .  ZO, soof 
qhu, '0, kunnen worden opgecost, met de bekende 
bjjconditie, dat de co@ffici@ntendeterminant nul 
is; een conditie. waarvan bij de stabiliteitsbere- 
kening op een eveneens bekende wijze gebruik 

046 Samenvattend kunlnen 'de in, het vorige punt 

+ 
" + iqh,, '  j E K o ' c l h Z d h + . . :  .... 

- fiCK,:.Z,Y+ .... i 

....... ( I d Y  - 
. 

< ' 

. , /  .I 

. .  

. ,  
' . is. . 

Hieraan is voor willekeurige waarden van de 
,.coordinaten':' zo. @#I. ( j h o  ( h =  1, 2. 3).vo1daan, 
als 

- -  

-: f; 
. .  ' (72 )  wordt gemaakt. . . .  Xu !f=O. 

- 0  

uiteinidelijk afgeleimde 'lineaire homogen,e vergelijkin- .. . 
f iE , ,+ I , , )dy=0 (73)  gen geaaht'worden te ,bevtaan uit: 

' . 
- a &or symmetrische trillingen : de veigelijkin- 

gen (42)  en (43)  en de  vergelijkingen ( 7 4 ) ,  b 

/ [ E K o C ' h i d h + F M U C ' h ' j ) d h f  , . waarin iKo, FMo.en iNo resp. door de linker- . . 

is. 

worden gesteld . .  . (46) .  (48)  en (49)  zijn gesubstitueerd. 

leden van(39) .  (40)  en (41)  zijn vervangen: . .  ' i c i h  y d h + C ?  h( l )dh ( p )  ( 1  d Y=o : h=l,2.3 ( 74) 
b voor antisymmetrische trillingen,; de verge- 

lijking (50) en de vergelijkingen (77) ,  waarin 
voor EX;. E,, en'i,, resp. de linkerleden van Voor anfisymmetrische trillingen moet i.p.v. (69)  

~ 

~ 

.b ' ~ A = I  [ t m ~ i K , , e ~ ~ ~ ~  I m l  i V ( i d u + y  Oo)e""( + 
E 

/ . .  
I, 

+ Im 1 i M o e i , , r (  I m  1 ' -  I V ~ p d , ~ e i " r !  , + .  . 
+ Im jE,,e'"r I m )  iu( y d i . + < p d o ( P ) ) e " "  \ '.I d , y d r .  (75) 

Men verifieert gemakkelijk. ,dat dit ,onafhanke- 
lijk van tijd en coordinaten nul is, als 

" 

b 

/E,,y d y = O  (76)  
s ., 

b - 
/ [ E K " c , h z d h + i , " c ~ h ~ d h +  , .  

.i " +EN"] C 3 h ) ' d h  + C i h q J d h ( p . ) $ d y = O :  h=l ,2 .3  
' . .(77) 

In  aanmerking nemend, dat de scbijnkracht- 
amplituden E K o .  E M o  en FNo bij een symmetrische 
trilling gelijk zijn aan de linkerleden der verge- 
lijkingen (39) .  (40)  en (41)  (waarin desgewenscht 
zonder daardoor een.fout in te voeren de reeksen 
.( 52) mogen wofden gesubstitueerd), volgt uit (72)  

v 2 / [ m t , i d o +  m,py?60+m13] ? d o +  @ d q ( p )  ( I d 9  + 
b . .  

+ 22/imLLzo+ (m,, + mL3)  &,Id y + , 
u .  

b 

+rz /m, [a i i ido+a i i f~d ,+a , , t jydofydo(p) ( ]dY+ 
.b 

+v* /  m,[&Zo+(iij ,  +.i , .) t  & I d  y - 
_ a  - ( b z t i d o "  + b , z y ? d o " )  ' ,=o=O 

In al deze formules mogen de deformaties 
jds .  pdo en y d u  door de  reeksen (52)  worden 

.voorgesteld.. 

0461 Het volledige resultaat ,worde voor symme- 
trische trillingen als volgt geschreven 

. . .  * 
. .  

( Y? u g h  - E g h  + V 2 L # h )  (jhO.+ 

+ ( Y *  una,- E,, + Y ? L I I , )  Zo + ' 
' .  + ( P U,, - E,, + v 2  E&) si= 0 (78) 

. g71. . ; . .5 .  

Dan geldt 
6 . .- 

u g h  = u h d = i [  mil Ciy Cih Z d g l d h  + 

- ,  . .  
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oneindig wordt in ieder punt van het interval 
.O 5 y 5 b. waar een' rand- of 'aarisluitingsvooi- 
waarde is geschonden. Hoewel de nadeeligheid 
van een dergelijke singulariteit van de schijn- 
krachtfuncfies zeer sterk. kan uiteenloopen, wordt 
het hierdoor tocb duidelijker waaroni het wensche- 
lijk is deze voorwaarden niet noodeloos te ver- 
onachtzamen, 

048 In de'eindvergelijkingen (78) of (79) ,kun- 
nen zooals hekend is achteraf ,dempend,e materiaal- 
krachten worden opgenomen. door de ,,elastische" 
constanten E g h ' ( g : h =  1, 2, 3).  die bij gebruik 
der! daarvoor aangegeven formules reeel uitvallen, 
met complexe constanten 

. .  
i - e - l . + i a , h ( O ~ u g h = a h g ( <  I )  (80) . 

te .vermenigvuldigen.. 
Enkele mebhoden. die ter 'b,epaling van de dem, 

pingsconstanten beschikbaar zijn, wekden in rap- 
port V. 1252 ,uitvoerig besproken. 

05 De hehandeling van :de luchtkrachtc&ffi- 

- Terwijl de in de nummers 0461 en 0462 ver- 
melde formules voor de coefficienten uik en Eix ' . 
zonder mqer voor de numerieke berekening v a n .  
deze .grootheden geschikt zijn u), zijn de formules . 

. .  

cienten. 

vooryde luchtkrachtcoefficienten dat nog nietl ' .. 
De omvorming hiervan geschiedt principieel op  de . .  
ook reeds 'in rapport V. 1252 beschreven- wijie. 

051 Voor de -complexe coefficienten i i j i  ' blijkt 
.' men. uitgaande van de formules (281). (282). 

(283) uit rapport V.1252 onder, gebruikmaking 
van , de ahdaar . aangetmffen complexe functie' 
P (  V )  van de gereduceerdie 'snelhed V en van #de 
jeeele functies R,  van de koordeverhouding ?i.'de 
in tabel 1 geresumeerde uitdrukkingen te kunnen 
afleiden. Iedere coefficient hestaat uit een som v a n ,  . 
een meer of minder groot aantal termeq. die als 
factor alle een product van  &en der parameters ' , 

C C d  '1 . ,-.2. C d  ,--,. Y I ? .  , Cu' Cdr' ; Cb,'2 
. t '  r - t '  . Y -  

met kin der functies . '  . . .6 I ,  ~ P v z .  4 i P V .  V? of i V  
= / n l L [ ~ , , c ~ ~ z d ~ + ~ ~ , f c ~ ~ y i d ~ +  

' bevatten,, welke eigenschap den' grondslag v&r.de , ' ' " -. - + i i . i t ( C ~ . y d , + C * , . l d . ( 8 )  ) l Y d y  systematische indeeling van ,tabel 1 vormt 10): 

.b Steeds overeenkomstig den .in rapport V. 1252 
Ea'"=./ m L [a -1, C , , Z d 3 + i l ? t C 2 ; P ) d 3 +  gevolgden weg worden in de eerste plaats de van 

de gereduceerde snelheid onafhankelijke termen 

: I )  Desondanks leidt men de coefficiinten Eih. zooais be- 
kend, zoo eenigsrins mogelijk. af uit b i j  de Standtriilings- 
proff vastgestelde eigenfrequenties. Zie rapport V. 1252. 

\ '  

+ z n t (  C m Y d 3  + C ? r ( p d s (  P)  ) ] y d y 
.6 - 

\ 

L,,  =/ m,ii,,yzd y 

"') Men ieest hieruit dus b.v. .af. 
. ,  E,a=Eat=E,,=E,?=E3a=E,3=0. ri,? = - R,. + R, .4PVz + R, . 4  iPV'+ R, :i V+ 

C 

t ' : + 2 [ - 1 + 4 i P V ] +  047 'Het is .wellicht a i e t  .overhodig er de  aan- 
. . dacht pp te vestigen, 'dat in het algemeen tenminste 

ken der ,,schijnkrachtamplitud.en:' P K O ,  inn.. iNo, die , . +,$ [ - R e  + I?, .4PV?+ R 7 . 4 i P V  + R , . i V ] .  men natuurlijk graag.zoo klein mogelijk zou zien. 

i . \  

. .  . .  
1. 

. .  
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der . i i k ' s  (de  termen met den factor 1 X 1 ) uit . reeksen ontwikkeld. Daartoe wordt op den vleugel ' 

. . . de  verdere omvorming afgescheiden' door ze +an eerst een referentiekoorde to aangewezen (b.v. , 

de massaberdeelingsfuncties mi& toe te voegen. ' de middenirolroer-koorde) , waarop de basisr 
hetgeen mogelijk is, omdat zij dezelfde symmetrie '. waarde V, van de gereduceerde snelheid'wordt 
blijken te bez.itten. Dit stuk van de Bit's bepaalt betrokken. Dan geldt 
de  schijnbare vergrooting van .de massa van het 

. 

u v to ' t,, , .  - systeem. Noteert men voor de massaverdeelings- 
coefficienten z6nder toeslag' ter onderscheiding ' v t  1. t"  t 

, v=- = - ,-= v 
(mix). dan geldt voor de coefficienten met toeslag , 

m,,=.( mi,), + mL 

mi,=(  m , , ) ,  -mLt(R3.+:+Roy)= me, wordt gesteld. . 

of ,  
. 

(83) 
t" - t 
__= f 

t '  

V = V , , ( l + f )  . (84)'  
. -  . 

en dus. ..' 
V?=V,?( l  +2,'+,t?). .I 85)  

t 

Ct, 

R,. - ReCd') = m3, 

' ( ,  " t .  . ' - Het resultaat tian de Tayl.or-ontwikkeling van m l l = ( m ? , ) , + m L t ?  R,l+2-R7R,,-+ 
Cdr Cv' Cu Cdr Cdr' de functies 4 i P V  en 4 PV? kan als volgt worden I ; ' +R*?i+',+2Ro--+Rwy) t t  t 

ma=( + m,; (Ra4 + Ri0 C" 

C"C& . Cd 9 

t t *? 
+ R + ; ~ - R ~ - - - R  L= t? m.?). 

. .  
m3 = ( m s 3  ) o  + . .  

( 8 1 )  geschrecen . I 

e4 i P V = p , , + p , , ~ + p , ~ P  + . . . . . ..+ 

4 PV'=p3,, + p 9 , t  fp??,'? + . 
+ i(plo' + pll'€ + p,?' ..) ( 8 6 ) /  

. -i(p..'+p?,'f+p.?' 

c i i k  =ait '+iaa"  ( 8 9 )  
. .  samen te voegen. waardoor de coefficienten B , k  m m 

- ondanks de.  wijziging, gevormd door. de ont- 
trekking'der ,.traagheidstermen::. wordt de notatie 
i i i k  voor de luchthachtcoefficienten onveranderd 

c i j k =  cik!*).4 i P V  + cik(2'.4PV?.+ 

. a i k '  = C C i k f " p l n + ~ c i k ' " p l n + C i ~ ( 3 )  (I+, ') 'vo' ( 9 0 )  
~ 

m . m  
a .  "LXCik1" p,.'-CC~k'"p?.'+cik'~)( I+[) vO.(91 ) , . ik - 

Y 
~ 0 .  . .  .. aangehouden - den vorm . 

Dit is de. voor de numerieke. uitweiking meest 
,geschikte eindvorm vmr  6eze coefficienten. De 
waardeh van de grootheden.cik" en,van € hangen 
alleen van d,en vleugelvorm af en die van, de  
p-functies alleen van de van. y,..onafhankelijke 
basiswaarde van de gereduceerd,e snelheid, .In de 
practijk worden uitsluitend de eerste 3 termen in 

\ omdat ,de  parameters d,e oneindig voortloopende Taylor-reeksen in peke- 
niig gebracht, hetgeen zel.fs bij zeer tapsche vleu- 

t Overeenkomstig een-eerder gegeven aanwijzing 
wordt' het -bij de ont,wikkeling van de formules 
'formeel even breed als d,e vleugel aangen'omen rol- 
roer toi zijn juiste proporties teruggebracht. door 

aan het rolroer toegevoegde massaverdeelings- 
functies identiek nul te nemen en den door het 
rolroer beinvloede , ~ ~ ~ h ~ k ~ ~ ~ h ~ ~ ~ @ f f ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  de 
voor cd,=O, ll=O geldende waarden te geven. 
Dit komt daarop neer, dat in deze intervallen 

+c,,(3). V' +cir'*).i V ( 8 2 )  

kunnen met behulp van tabel 1 gemakkelijkworden 
bepasld: het. resuhaat is samengevat in tabel 2. 
Zij zijn alle in het algemeen functies van y. 

. aannemen. Dereeele coefficienten Cik'" '  (n=I .... 4 )  . 

C" . Cdr 

t C d / = -  gels voldoende nauwkeurig is. 
,-- . .  

" -. 
. .  

en de parametei 
, . . t ,  ' 

1) = - 
t . voor d 5 y 5 L i  en ei;eitueel voor L ,  5 y 5 L . d e  gewoonlijk van 'y afhankelijk zijn. 

Te r  vergemakkelilking van de hanteering der 
formules bij de numerieke uitwerking worden 
de  gecompliceerde complexe functies 4 . P V ' ;  

' 4 i P V  nu. evenals in rapport V: 1252; in Taylor- 

, 

" . .  . 
I _  . .  

I - ~ ~ ~ ~- - 
. .  



- 
. .  

V 17 

alle functies R, idehtiek nul kunnen worden 
.genomen. met uitzondering .van de in tabel 4 

, - welke alle functies bevat - vet gedrukte 

3 
waarden . 

' R,(O)= 1 ; R3(0)=  1 ; R 8 . ( 0 ) = $ :  Ra,(0)='- 32 

Weliswaar worden nl. de funfties Rd-, R,,en 

R..--,- voor - ~ 1 = 0  oneindig groot. doch 

deze functies komen in de formules alleen als 
factor van Cdr of cdrl voor. welke buiten her 
rolroerinterval natuurlijk gelijk aan nul gesteld 
wordt. Het daaruit voortvloeiende .onbepaaide 
product- Co.0 blijkt gelijk ,aan n u l  te moeten 
worden genome?. 

052 De uit de aerodvnamische theorie van het 

. Rx(O)=-t: R , , (O)=-J ;  Rm(O)=$.  . 

8 In'], . 
n- 

trillende draagvlak. afkomstige complexe Prfunctie 
voldoet aan de niet-lineaire differentiaalverge- ' 
lijking 

1 ('3 
P -  1 V"(2  

+ ~ ~ ~ ( p ~ ~ ' - p p , o ' ) + 4 E - V v ,  
(P -1 ) -  - (2 .P- l , )  (92)  ' 

d P  
2 V' p,?'=p,,')(A-l)2-B?1-2p,, I (A-I )E+ 

~m=--v 

+ 1 - 1)  ( 2  welke vergelijking ") kan worden gebruikt bij de 
berekening van de functies.p,.. pig. .. : p,,'. p12' ... : 
p., p . .  . : p?,', p2', , . . Getallenwaarden van de 
P-functie zelf geven Kassner en Fingado in den 
vorm van een tab'el voor de functie 

vo 2 

ps?'=pli Vo( 1 .-A) - 
- + P,.'(pm - 2 )  + V(pt0-1) . 

. -  A ( V ) = R e ) P (  (93) 
Uitgaande van de door Kassner en Fingado op- 

gegeeen waarden voor de functies' A (V, )  en 
E( V,) is met behulp van de  formules (95 ) .  (96)  
en (97)  tabel 3 opgesteld. Deze tabel stemt nage- . hoeg overeen 'met. tabel 1 uit rapport V. 1252.. 
Daar werden 'echter bij ,die' 'bepalinlg van d'e door 
(86):  (87)  gedefinieerde functies de differentiaal- ' . 
quotienNten door d'ifferentiequotienten vervan,gen, 
helyeen bij gebrukk van d8e vergelijking (92)  een' 

. overbodige onnauwkeurighei,d is, d'ie overigens 
practisch nauwelijks beteekenis heeft. 

en voor .de functie 

E (  V ) =  - I m j P '  " 

'. . (94 )  
Men heeft 

pl0 ( V , )  =Re!  4 i ( A  - i E )  V, { = .  
. . 

' . 
= 4 E . (  V"). V, 

p,.'( V.) = I m ]  4 i ( A  - iE)V.  = 

=4  A ( V.), V, . .  . 

p l o  '( Va) =Re  14 ~ ( A  - i E )  Vo?: 
= 4 A  ( Va).  V,? 

p2"'(,V0) = - I m  14 ( A  f i B )  V,,?( = 

. = 4 E ( V O ) . V o 2  

zoodat deze functics direct met mbmehulp van de 
tabel van Kassner en Fingado kunnen worden be- 
rekend. Gebruikmakend van de vepgelijking (92)  
vindt men wegens . .  

Vergelijk L: Schwarz: die Berechung der Funktionen 
Ui(s) und ,U~(S). Luftfahrtforschung -8Bd. 37-194OS.362. 
w a r  de differentiaalvergelijking van d e  T-functie . van 
Kiissner wordt medegedeeld (rie formule ( 2 5 ) ) .  die met de 
P-functie samenhangt volgens.de formule 
- 

053 Worden de uitdru!kkingen (59) .  (90). (91) .  
waarbij van &ere der daarin aangetroffen reeksen 
alleen de eerste 3 termen worden aangehouden. in 
de formules afgeleid in 0461 en 0462 voor ,de lucht- 
krachtcoefficienten gesubstitueerd, dan worden bij 
gebruik van de afkbrting 

(99)  

en de splitsingen 

(100) 

rekening hotidend met de  omstandigheid. dat  
volgens tahel 2 sommige coefficienten C i h 7  .ant- 
breken, de in de beide volgende punten samen- 
gevatte uitkomsten verkregen. ' 

P 

' . Lgh = +' + i &A'', 

, 

http://volgens.de
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A,, .Al2 . . C .  . 
Aat A,, . . . . . 
. . , . , . . . . . . . 

La,"= x.p,.'. factor van pLn in Lah' - '. 

L '  - cp2..'. factorvan p?. inL,,,'+ 

= 0 (101) 

I 

men,d. dat er 3' reede wortels blijken te zijn): 
Door substitutie van'deze wortels in (104) ontstaat 
een. functie. of ontstaan n stukken. van een functie .; . .  A">( v,, : f. ( V" ) ) (106) 
van de gereduceerde snehheid:.waarvan de (gra- 
fisch .te bepalen) nulpunten kritische waarden van 
VI leveren. Bij iedere 

vo= V0,kr; t  

levert het hijbehoorende verband 

f n  ( vO.kri;) 0 0 7 )  . 
de frequentie der kritische, trilling, waarvan d e .  ' 
trill,in,gsvorm tensl,otte ui,t ld,e vergelijkingen. (78):  
(79)  kan yordeu opgelost; nadat in de coefficien- 
ten 

v,= Vo,k,il y ' = y ? k  r i t  . , (108) 
is .gesubstitueerd. 

,062 Aan dezen directen weg' naac de 'kritische 
snelheid zijn enkele nadeelen verbondenla). In ,die 
(niet zeldzame) gevallen nl.. waarin geen kritische 
snelheid wordt gevonden - het systeem ,dus in 
het geheele onderzochte gebied (gewoonlijk) sta- 
biel is - wordt een uitsluitend negati,ef resultaat 
verkregen dat volledig vewat is in de uitspraak: er 
is in het onderzochte gebied geen .kritische snei- 
heid. In werkalijkheid e.chter 'kan aan ,de 'geheele 
uitvoerige en bewerkelijke.'berekening we1 een vol- 
led'iger imicht in' liet gedrag van het systeem. wor- 
den ontleend. T e  dien einde worde de karakteri- 
Stieke vergelijking ( 101 ) volledig opgelost (voor 
een gaheele reeks waanden van, V a ) .  AIS algebrai- 
sche vergeljjking van den 3,den graad, in. ,+heeft ;ij 
altijd 3 oplossingen. ,die. omdat de coefficienten 
complex zijn, haast altijd alle complex uitvallen. 
Voor deze oplossingen moge worden geschreven 

. .  9=f. ( V,) = 1 P 1 ,  e%. . ( 109) 
Physische beteekenis hebben deze oplossingen in . 
eerste instantie,alleen. als ? reeel is. Want  welis- 
waar kan een trilling met complexe frequentie met 
het oog op den steeds ingevoerden tijdfactor 

- 

I 

f \ 

ais stabiele of onstabiele, 'd.w.z. gedempte.,of op- 
slingerende trilling worden opgevat. doch voor 
zulk eem' trilling zijn .de formules waard'oor de  
luchtkrachten wenden voprgesteld' incorrect. omdat ' 
'deze uitsluitend, voor ihet 'geval der juist onge- 
dempte trillingen gel,dig iijn. 

Nu ,denke men zich'echter zulk een complexe op- 
lossing ? in ,de coefficienten van ,de vergelij'kingen 
(78)  of (79 )  gesubstitueerd. Formeel zijn deze 
vergelijkingen dan 'oplosbaar. Wordt  vervolgens. ' 

iedere vergelijking gedeeld door ,de complexe con- , 
stante 

eio,, 

dan ontstaat een gewijzigde schrijfwijze der  ver- 

") De samensteller van. dit rapport werd hierop molide- 

. 

. -  I 

. ' 

ling door prof. H. G. Klissner opmerkraam gemaakt. 
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gelijkingen waarin de coefficienten ,ken,nelijk den 
vorm n . .  

f I1" 1 U g h  - E g h .  e-ia,' + 1 I" I r # h  

! .hebben. 'Hieruit kan worden. geconcludeerd dat 
de  vergelijkingen 

1' met naar het voors'chrift 

gh- ah 

1' gevormde elastische constanten?) 'voor d?' bij 
I 
i (109). ( 1  1 1  ) behborende waarde van .V. en een 

reeele waarde van ?I?, nl. de waarde v 2 = I v ? (  
uit (109).  oplosbaar zijn, zoodat een bij deze 
vergelijkingen behoorend mechanisch systeem bij 
V ,  precies een kritische trilling vertoont. 

Overeenkomstig nr 048 'komt echter ,bet verme- 
nigvuldigen van de elastische constanten in de be- 
wegingsvergelijkingen van een systeem met een 

e ia 

(met a>O) neer op de  invoering van dempende 

(111) 
- 

E - E  e-ia8. 
f: . 

s 

. factor 

, ,.materiaalkrachten". 
Daarmede is voor het geval dat . .  

G < O  
\ . +  

is een interpretatie voor de transformatie ( I  1 1 )  
gevonden. Deze interpretatie kan echter gegeneia- 
Iiseerd worden tot willekeurige reee1,e waarden 
van a,., door invoerinmg van ontdempende mate- 
riaalkrachten. Weliswaar zijn zulke krachten 
physisch naqwelijks realiseerbaar. zij zijn als ver- 
schijnsel echter denkbaar: ,bet essentieele is. dat zij 
' energie aan de trilling dienen toe te voeren. 

. .. Op te merken ware, dat door het voorschrift 
.̂  ( 1  11 ) alle elastische constanten met Ndenzelfden 

(van V ,  afhankelijken) .complexen factor worden 
vermenigvuldigd, Nhebgeen daarop neerkomt 'dat de 
met deren factor aequivalente ,dempende of ont- 
dempende krachten op een bijzonder ,,gelijk- 
matige" wijze ,over het systcem zijn verdeeld. Van- 
zelfsprekend beinvloedt dit ,de mogelijkhejd der 
zoo. juist ontwikkelde interpretatie echter niet. 

., .. r 

; , .  ;. , .. 

. * 

Hiermede is 'een basis verkregen voor een meer 
volledige uitwerking van het gedrag van 'het onder- 
zochte systeem. Uit de bewegingsverge1ijki:ngen 
kan nu immers bij iedere waarde van de giredu- 
ceerde snelheid V ,  een Writische frequentie en een 
gegeneraliseede (positieve of negatieve) mate- 
riaaldemping worden, afgeleid, waaruit een ver- 
band tusschen de..kritische snelheid en de gege- 
neraliseerde ?emping 'volgt. Is het systeem ,.in 
werkelipkhei'd" altijd stabiel. Ndan valt de gegene- 
raliseerde demping voor alle waarden'van V ,  ne- 
gatief uit. Daarbij verschaft ecliter d,e absolute' 

. . 

. 

grootte. van den dempingshoek~a,:( V,)  een doel- 
treffende maat voor de stabiliteit. Evenioo ver- 
schaft a, (Vu) in het onstabiele geial  een niaat 
voor d'e onstabiliteit. Daarmede heef,t men een weg 
geopend ter beoordeeling van de .,hetrouwbaar- 
heid" van de stabiele en de ..gevaarlijkheid" van 
die onstabiele t'oestaniden. 

De volledige. oplossing van een flutterbereke- 
ning ,bestaat d u s  uit een kromme, die de kritjsche 
snelheid 

vxzi,= V o : t " ' . l . k r ; <  ( 1 1 2 )  

geeft als functie van ,de ,gegeneraliseerde demping 
a, en een kromme. die.de kritische frequentie 

geeft als functie' van dien dempingsparameter. 

063 . I n  korte sainenvitting,verloopt de volledigc 
flutterberekening dus als volgt: O p  grond van con- 
structieteekeningen, rgewichtsopgaven. 'enz. wordt 
eerst d,e massaverdeeling van het te ,anderzoeken 
vliegtuig bepaald en door de  functies (ma) , ,  * 
(vergelijk ( 3 ) , ' ( 1 0 )  en (13) )  en de cqnstanten 
mR. sR. 111. IR' vastgelegd. Op de functies (mik) .  , 
worden vervolgens .de door (81 ) geformuleerde 
toeslagen aangebracht. Dit geschiedt zoowel voor 

mL= f zp , ,  t? 

f 

~ 

als voor ... 

m L- - f z p k t ?  

waarbij c,, de luchtdichtheid is, die aanwezig is 
tijdens de standtrillingsproef (welke geacht wordt ' . 
tezijn uitgevoerd),en pi  de luchtdichtheid, die me: 
bij de berekening van de kritische snelheid wenscht 

in 'te voeren. De functies c,'=- en C d / = - .  

aangetroffen in tabel 2. zijn natuurlijk zonder 
meer bekend. De functies R, kunnen aan tabel 4 
(overgenomen uit rapport V. 1252) worden ont- 
leend. (Deze grootheden zijn afhankelijk van de 
natuurlijk' direct bekende koordeverhouding 'I .  
welke in het algemeen eenigermate van de co,or- , : 

dinaat y afhankelijk is, zoodat de, functies R. 
dat ook zijn). I 

Vervolgens worden de uitkomsten van de stand- 
trillingsproef bestudeerd. Aan de hand daarvan 
moet men 'trachten, .den aacd d'ir in aanmerking 
kom'ende 'deformaties vast te stellen, waarnja men 
tot een formu'leerin,g van het door (52) beheerschte 
deformatiesysteem . van de- blutterberekening kan 
overgaan. De d'aarin optredende deformatiefunc- 
ties kunnen 'direct aan 'de ,bij dmz proef opgemeten 
trillin,gsvormen wonden 'ontleend. Het verdient 
aanlbevelin'g d'e vaak niet zeer niuwkeurige metin- 
gen aan ran,d- en eventueel aansluibingsvoorwaar- 
den der deformaties 'te toetsen. Hierbij kunnen de 
vergelijkingen (29) .  (30) of ( 3 l ) ' d e r  rompbewe- 
gingen mede in aanmerking worden genomen. De 
metingsresultaten kunnen op ,deze wijze vaak aan- 
zienlijk worden verscherpt. ' 

- 

C " Cdr 

t t 

. .  

, 
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Met de nu beschikbare gegevens kunnen de con- 
stanten 'CIit;. 'gedefinieerd door de formules -uit 
0461 en 0462. worden berekend. Dit geschiedt 
zoo' noodig zoowe1 uitgaande van ( I n ; k ) 6 = ? o  a h  
uitgaande van ( m ; k ) G = Q .  Vooreerst worden. de 
uitkomsten ( C I ; k ) 2 = c a  in de vergelijkingen (78) of 
(79 )  gesubstitueerd, waarin bovendien de termen 
met .lu.chtkrachtcoefficienten E g k  nul worden ge- 
steld,' tsrwijl de parameters Egh vooralsnog on- 
bepaald worden gelaten. 

De op deze wijze vereenvoudigde vergelijkingen 
(78) :  (79)  moeten de in aanmerking komende 
eigenschappen . van .de standtrillingen van het 
systeem beschrijven en met name leveren zij een 
aantal eigenfrequenties en ,amplitudeverhoudingen 
( q i o / i j m ) ,  die men .met de experimenteele gege- 
Yens .kan vergelijken.. Door op geschikte puntcn 
overeenstemming (vooral van d,e eigenfrequenties) 
voor te schrijven kunnen de constanten, Eo* .in 

.'den regel word,en ,bepaald. Soms' moeten ter .come 
pleteering de  veerconstanten van het besturings- 
mechanisme van het rolroer aan een aparte meting 
worden ontjeend. 

Te r  uitwerking van de eigenlijke fiutterbere- 
kening 'moeten tot .besluit alleen de  constanten 

nog 'worden. bepaald, hetgeen gebeurt. met 
behulp van de formules 0531 en 0532. Men he- 
rekent eerst de, functies cix'", c i k 9 " ,  ~ i k ( ~ )  en Cjk ' " ) .  

Hiervoor gelden tabel 2 , en  de formules (88 ) .  
De hierbij benoodigde functies R, worden aan 
tabel 4 ontleend, nadat een beslissing is genomen 
aangaande de doorstroomingseigenschappen van. 
de  spleet tusschen roer en vleugel (zie rapport 
V. 1252); Rekent men met een gesloten spleet. 
'dan moet bovendien een getallenwaarde voor den 
in & -  aangetroffen parameter ii. worden gefi-' 
keerd. 

Zijn de cik-functies eenmaal bekend, dan kun- 
.nen alle in de formules uit 0531 en-0532,op- 
tredende integralen worden uitgewerkt. Daarna 
.kunnen de  coefficienten L g h ' .  Lgh" zdf voor een 
geheele reeks waarden van de gereduceerde snel- 
heid worden uitqerekend onder qebruikmakina 

k 

- I " 
van tabel 3. 

Tot  besluit wordt de kritische snelheid berekend ~ ~ ~ ~~ ~~ 

a l s  functie van den gegeneraliseerden dempings: 
parameter a,. door oplossing n a a r . 6  van de ka- 
rakteristieke vergelijking voor alle bovenvermelde 
waarden van de gereduceerde snelheid. 

07 De grondvergelijkingen voor een iteratieve 
verbetering van de oplossing. . 

Een-langs den' hiervo6r in punt 02 tjm 06 be: 
schreven weg bepaalde 6enaderingsoplossing voor 
een kritische trilling van het systeem kan Soms 
met behulp van een iteratieproces worden verbe- 
terd. De restrictie ,.soms" houdt verband met &en 
tweetal te vervullen voorwaarden, die geen van 
bei,d'e een principieel karakter hebben. doch die de 
bewerkelijklheid der numerieke berekening binnen 
aanlvaard'bare,' grenzen houden. ' De eerste- voor* 
waarde eischt. ,dat de vleugel elastisch de een- 
'Loudige esigenschappen van een buigenden en 'tor- 
deerenden nmiet-samengesielden balk heeft en de  

!2 
. .  

. .  

tweede. dat 'het iteratieproces in zijn elementairen 
vorm naar dme te ond'erzoeken kritische trilling conr 
vergeert. Beide voorwaard'en zullen te bestemder 
plaatse n,ader worden toegelicht. 

071 Aansgeniomen wonde. d,at ,de in punt 02 t/m 
.06 behandel'de berekening een symmetriscke kri- 
tische trilling heeft opgeleverd, die in de verkre- 
gen eerste benadering wordt gekarakteriseerd 
door 

- 

. .  

l o  de kritische frequentie v k ,  

.' 2 O  de kcitische waarde Vo.k van de geiedu- 

3' de' amplitudeverhoudingen Q m i k ' .  . q z o ( * ) .  

.D e , bqbeh,ooren,de ., ,deformaties worden dan vol- 

ceerde snelheid. 

q s 0 ( k ) *  Z,(k), Z i ( k ) .  

gens (52) gegeven door 

i d o ( ' ) =  @ l o ( k )  c,, Z d l +  qzo(k)clz Zdz+ (jlUik'C1l.ZdJ 

y d o ( k ) ) = @ l O ( k ) C z l ~ d l  + q c O ( ' ) C 2 2 C p d ? - +  $;ock'c>s @dJ 

?do(')= qlO(')CJc )'dl + q?O(')Cm yd2 + qm(')Cm]'d3. 
. 

! Met deze gegevens kunnen de krachtenstelsels. 
die den trillenden vleugel helasten.' naar grootte 
en verdeeling in gelijke benadering worden be- 
paald. Daar is vooreerst het luchtkrachtenstelsel: 
,dat in het algemeen 'door de formules (33,) wondt 
beschreven. Met de,notatie 

. .  -I six( v,i j--+ . z i k ( k )  .. 

vindt men hieruit,mede,op 'grond.van (32) en (35) 
tim (37)  voor de complexe amplituden van de 
'luchtkrachten en hunoe momenten fonder moei- 
te 1 4 )  

.. 

, 
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met dien verstan.de, ,dat deze uitdcukkingen de 'be- 
perkte nauwkeurigheid eener eerste benadering 
hebben. Bij gegeven elastische eigenschappen van 
den vleugel 'kunnen nu de vervormingen worden 
berekenti. die .onder den invloed van de bovep- 
staande totale {belastingen ontstaan. De aan deze 
nieuwe deformaties verbonden elastische krachten 
moeten dus exact met de belastingen (121 ) even- 
wiclit maken. De formuleering dezer evenwicht- 
voonvaarde ken direct aan d,e vergelijkingen (39). 
(40 )   en (41)  worden ontleend. 

SDaar de  vleugel ditniaal als een enmkele ,buigen- 
de en tord'eerede balk wordt opgevatts), en de. 
beschrijvingsas in 'de elastische as kan worden ge- 
legd. ware hierin 

. b , , = b , , ~ O  en b , , s O  
te stellen, zoodat men voor de nieuwe deformaties 
dme volgend'e formules overhoudt 
- 
K , C , ( ' ) + ~ L O ( ~ ) =  (b,,id.")" ( 122.) 

Iw,.l*),+ . .  mLo(')=,- ( T u  PdO' ) '- 
- [kti { ?do(  ba) - @ d o (  b, )  { - 
,-kin j ?do(  bz) f Y d o (  b a i  ) '1 6 (  y - bx) - 
- [ - kw )?do( b,) - @ d O ( b 1 )  [ +~ 

' + k , , j i d . ( b * ) - @ d . ( b , ) [ ] 6 ( y - b * )  ' (123)  . .  . 
- 
N,,(k)+ P L 0 ( L  - (  r , y d O ' ) ' +  . .  

f [ k i ~  1 f d d o ( b i )  - @ d o (  6,) - 
- k,,) i d u ( b z )  - &do( b , ) ( ] B ( y  -- b,)+ 
f [ - kw 1 i d o (  &) - @ d o (  bi) ( + 
+k,, f d o (  6,) - @do ( b , )  (1 d (  y - b*) 

. .  

( 124) . 
r 

15) ~Deze opvatting is zeker gerechtvaardigd, als de VI?"- 
gel fen Nn-liggerconstructie vertoont, waarbij- de ligyer lood- 
recht op het symmetrievlak van het vliegtuig staat. Ook meel- 

%<ger-constructies hebben echter de verlangde eigenschap 
vaak (tklfs in den regei) in voldoende benadering, amdat dc 
buigstijfheid van de liggers gewoonlijk slechts weinig tot het 
torziemomen't hijdraagt. De term met b,, kan dan t.0.v. den 
Tu-term worden verwaarloosd. D e  term met b,: kan altijd 
d w r  grschikte keure van de beschrijvingsas gcheei 01 nags- 
noeg worden onderdrukt. 

- 
. .  

http://verstan.de


1 W 24 . .  . .  
. .  'i 

met nog steeds . 
?do= ?do + @do(  p )  . . 

In a1 dere vergelijkingen zijn de termen. die 
nieuwe deformatiefuncties bevatteu, in het rech- 
terlid samengebracht. Zij vormen - wanneer de 

' iteratie convergeert (d.w.z.'w'anneer de deformatie- 
functies bij imbeperkte voortzetting van het proces: 
gegeven deiormitieiuncties -+ flutterbereke- 
ning -f hepaling der belasting -+ nieuwe 
deformatiefuncties op den duur geen verandering. 
meer ondergaan) - zooals hekend is in den regel 
veel betere benaderingen ' voor, de deformaties 
derkritische trillino dan de oorsmonkeliike functies 
I?dO''). enz.. : ) (  " 

Essentieel is. dat de- stiifheidsverdeelinasfunc- - 
ties b,,, T ,  en T, nu als explicite volledig be- 
kende functies worden opgevat. AIS gcond'slag 
voor hun bepaling kunnen constructieteekeningen 
van den vleugel dienst doen. Nog'altijd hlijken 
echter de metingen der stan~dtrillingsproef - met 
name ,de opgemeten eigentrillinsgsvormen - een 
hetere basis te voimen, die betrouwbaarder uit- 
'komsten levert. De wijze. waarop de gezochte func- 
ties het best uit deze metingen kunnen worden af-  
.geleid, wordt in een appendix op dit rapport 
( n o  9)  naider 'hehandeld. 

072 \Wanneer, de kritische trilling ' antisymme- 
trisch is. ontstaan voor de nieuwe deformaties ver- 
gelijkingen. die' uiterlijk geheel met het stelsel. 
(122) .  (123) ,  (124) overeenkomen. Men dient 
echterzoowelin (115), (116). (117) a k i n  (118), 
(119)., '(120) & ( k )  nul te stellen en z d a ' k )  door 
y 0 , ' k J  te vervangen. 

. .  
'073 Uit (122) volgt 'door tweevoudige inte- 
jratie - in aan,merloing nemend dat 

i d o " ( b ) = i d o " ' ( b ) = O  
is - 

' 

. . .  -. 

b .b 

b , , . i do"=J ' , /  (K,oi')+Kro!")(dy)' . ' 
Y Y  

of, wanneer men .in het rechterlid enmaal  partieel . 
I integreert 

b * 

b,, id0,,Ll'(Yl - y j [f"' ( y l )  + KL"(k) (Yl) I d y l .  
. Y  

Wegens 

volgt hieruit vender - weer een partieele integratie 
inilass'chenmd - . 

. .  ,' ~ d o ( ~ ) ~ 2 ? d o ~ ~ ( ~ ) ~ ~  

Deze formule levert de nieuwe &-functie. De 
integraties worden langs numerieken wcg uitge- 
voerd. Men merke op, dat deze rechtstreeksche 
en eenvoudige' bepaling der. nieuwe id"-functie 
niet opgaat. wanneer de: oorspronkelijke verge- 
lijking een term ( b i m q " ) "  bevat. 

. .  
3' voor y 2 b2.> b, 

b 

. / ' $ / ( M m 0 ( k !  + M , i ' k ) ) d y =  
6% Y = @ d e - @ d o ( b ? ) .  (!31) 

Met dere .formules zou de @-functie kunnen 
worden herekend. als de 4 constanten @ d o ( b l ) ,  
@ d o ( b r ) . . f d a ( b , ) ;  f d u ( b i )  bekend waren. 

Do& in (124) den. term - ' ( T , y d u ' ) '  door 
- (  T,Xdo')' te vervangen. volgt door integratie 
(waarbij men zich herinnere, dat de randen van 
het rolroer bij y = b i  en y=b. liggen, , met 
bi  5 b,< b2s b , )  

la voor b. 2 yz b,> b, 2 bi 
.b - / ( f l m , c k )  + NL" ' k ,  ) 2 y = T,?,,' . (1 32) 

Y r  
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' '' (dlw.z. dan de functies ( i j d o ( k )  en ,d , ( ' )  

Deze nieuwe flutterberekeningen dienen op .de 

De .3 functies z d o ,  @do en v d l l  worden genor- 
'meerd en .in dien vorm geacht 3 onderlina on- 

' 2 O  voor b , ~ b b , ~ y y b t 2 b i  leverden). . .  
/;Emo(') + E L o ( k )  j d y = ~ T , ? d , i '  - 
i. - k ? , ~ ~ d a ( b , ) - - y d n ( b r ) . (  $- 

volgende wijze te worden 'hgericht: . . 

+ k ? ? j i d a ( b l ) - - ( ~ d o ( b ? ) j .  (133) 
afhankelijkedefoimatiecomponenten te definieeren. 
waarvan ieder ken elementaire deformntie bevat. .~ ~ ~ ~~ ~ ~ 

. I  

' f i N m o l k ) + N L o i k ) ) d  y =  T , i d o ' +  
Voor +e genornieerde functies worde achtereen- 
volgens genoteerd - 

(138) - -  
i d l s  qldj. Y d a .  

+ ( k , , - k ? , ) j ~ d o ( b i ) . - y d a ( b l ) j  f . 
AIS normeerina komt in aanmerkina ihet voor- . +( - k , i +  k , > ) ) z d o ( b r )  - ' @ d o ( b , ) [ .  (134) 

Nogmaals integreerend. leidt men hieruit verder . schrift 
Y 

& ( b ) . & *  ( b ) = l  ; ' 
& i ? ( b ) . @ d r f ( b ) = l ;  , " ' ( 1 3 9 )  

af 
lo voor b. 2 ' b ? >  b,  2 y 2 b i  

weer gereserveerd wordt om de aan de flutterbe- 
rekeninu zelve te ontleenen deformaties der knti- " 
sche trilling ,aan te duiden. wordt in. overeenstem- 

.ming'met de zoo jList vermelde opvatting gesteld 
' d  .+ ( - k ; ? + k , > ) ) ? d o (  bg) - @ d o (  b , )  11 .,/". . T, 135) 

. -  
- I  

/Y$,((N.,'*) + N L , ( k )  ) d  y = ?do 

. . zoodat de nieuwe berekening w0rd.t opgebouwd op 
b l  = f d o - z d o ( b L ) f  een vereenvoudiging van d.2 vroeger aak ,den meest 

algemeenen opzet der berekeni,ng ten grondslag lig- 
. aende matrix ' ( 5 6 )  tot de elementen der hoofd- 

, $- [-k?, j . i d o ( b , ) , - @ d a ( b i ) {  $- . .  

I 
3 O  voor, b, 2 y 2 b2> b,  2): ,- 

. ' j . Y ~ ~ ; N , , , ; " f N ~ , , ~ * ) ) d y =  , . 

b? Y =?do -?do ( b z )  . ( 137) 
Stelt men nu tot besluit 

' in (1294: y = b , .  

in (135): y = b , .  
in (136): . y - b b ? .  ' '  

in (134): y = b i .  

in (130)': y = b 2 ,  t 

tevens ~ d o ' ( b j ) = o ,  invoegend, 

dan verkrijgt men 5 lineaire. niet-homogene 
. .vergelijkingen voor de 5 onbekende constanten 

@ h ( b , ) .  @ d n ( b ? ) .  ; l d o ( b i ) .  X d o ( b i ) ;  X d u ( b r ) .  Nadat . 
deze zijn opgelost; kan de gwfunct ie  met behulp 
van. (.129), (130) en (131). en de'id.-functie met 
(135). (136) en (137) numeriek worden berekend. 

074 Voor een 'volgende flutterberekening .zijn ' 

n u ' d e  3 functies i d o ,  @du en i d o  (desgewenscht: 
v d , l - ~ d u - @ d o ( ~ ) )  beschikbaar. welke bij conver- 
gentie van de iteratie een nauwkeuriger bena- 
dering van de deformaties der kritische trilling 
mogelijk zullen maken dan in de eersfe bereke- 
ning, uitgaande van- een ontwikkeling ( 5 2 )  dezer 
deformatie naar de oorspronkelijk beschikbare 
functies zd;. Z d ? ,  . : .  , . Y d n ,  t o n  worden verkregen 

. 

' 

" ' 

. 

, ,  
iiagonaal, met  dien verstande echter, dat de  de- 
formatiefuncties ditmaal niet langer.reee1 zijn. Het 
is in'derdaad duidelij:k, d,at 'een meer algemeene vorm 
van de ontwikkeling (140) in het gegeven gevd 
in 'beginsel minder in aanmerking komt. omdat nu 
eenmaal niet meer dan drie verbeterde deforniatie- 

We1 is het in beginsel mogelijk het uitgangs- 
punt (140)  nog verder ,te vereenvoudigen. b.v. in 
den vorm 

functies bekend zijn. .. . 
, 

(141) 

waarin voor de deformatiefunctie der torsie de 
notatie @&, is gebruikt. Omdat dergelijke minder 
gewenschte vereenvoudigingen echte? in den 
regel niet worden aangebracht. zal de  verdere uit- 
werking op de aanname (140) worden betrokken. 
Deze'uitwerking kan niet ongewijzigd aan de in 
de nummers 02 t/m 06 gegeven aanwijzingen wor- 

plex zijn. 

- 1' ' I I ?do = q l O C , , i d l  - 
q'do = q L < >  cl, @d, 

q w y d 3  
e 

YdO = 

. 
.i 

' den ontleen,d. omdat de deformatiefuncties n u  com; ' 

Vdledigheidshalve worde er d e  aandacht op 
gevestigd. dat de ontwikkeling (140) desge- I 

wenscht we1 kan.worden vervangen door een aan- 
name. we1:ke uitsluitend reeele 'deformatiefuncties 
bevat. Deze luidt 
rdo = Q ~ R e ( i d , ) +  q 2 , i m ( i d t )  
@dB = q..Re( + qiolm($d!)  

. .  .. 

- pi"Re(yd.~)+q8~Inl ( . /d: , ) .  
YdO =_ - 



Deze opzet' van de berekening bevat echter 
meer dan 3 .  gegeieraliseerde coijrdinaten qjo.. met 

- '  het gevolg: dat de numerieke uitwerking een vol- 
komen ontoelaatbaren omvang krijgt. Practisch is 
deze weg dus ontbegaanbaar. 

. -  

. 

. .  
-075 De convergentie der iteratieve bepaling 

.van een kritische trilling., 
Een bezwaar van de zoojuist beschreven. werk- 

wijze voor een iteratieve berekening van een kriti- 
sche trilling vormen de vermoedielijk nogal gecom- 
pliceerdme convergenbie-eigenschappen van het pro- 
cede. Het.  is uit d,e balkentheorie der toggepaste 
mechanica 'bekend. dat een naar analoog recept 
ontwikkel'de iteratie van. de ei'gen'trillingen van een 
uitsluitenmd buigingsvervormingen . vertoonenden 
balk alleen' convergeert voor ,den fundamenteelen 

'trillingsvorm. In dat geval is de convergentie zeer 
goed, waardoor het in den regel zelfs overbdig is 
meer mdan &en stap werkelijk uit te cijferen. Juist 
daarom divergeert de iteratie echter voor de hoo- 
gere trillingsvormen; 'hoe men dde oorspronkelijke 
aanname voor den trillingsvorm ook kiest, men 
komt op den duur altijd bij den .fundamenteelen. 
trillingsvorm terecht. O m  .een hoogeren trillings- 
vorm te lkrijgen .is een' wijziginmg van her pmcede 
noodig, die in dit elementaire geval betrekkelijk 
eenvoudig is: O m  b.v. den eersten hoogeren tril- 
lingsvorm te bepalen, moet,men alleen iederen naar' 
het bekende .voorschrift berekenden. ,,verbeterden 
trillingsvorm" door orthogonaliseering t20.v. den 
fundamenteelen trillingsvorm - die d'aartoe e a s t  
met vo1,doende ,nauwkeurigheid: (door iteratie) 
werd bepaaldm(!) - vo0rtduren.d van het .anders, 
op den duur ojerheerschende aand,eel van den fun- 
dementeelen t,rillingsvorm bevrijden. 

Evenzoo is 'het ter bepaling van den .tweeden . 
hoogeren trilliingsvorm noodzakelijk iedere verbe- 
terde. deformatie . te orthogonaliseeren t.0.v. den- 
fundamenteelen en den eersten hoogeren trillings- 
vorin. 

.eigenschappen der natuurlijke 'trillingen veel ge- . 
compliceerder. waardoor het minder eenvoudig 
wiordt het convergentievraagstuk op theoretisch- 
niathematische basis tot een definitieve oplossing 
te bren,gen. O p  dit punt is het ,ondeczoek nog niet 
afgesloten; zelfs wordt i n  de  Ibesohikbare ,literatuur 
dienaangaande n c g  niets aangetroffen. 'Het. ge- 
volg hiervan is. .dat het convergentieonderzoek in 
concrete gevallen-voorloopig slechts door ,,probee- 
ren" .k,an worden uitgeboend: In dit verband zou- 
den de volgende punten in overweging kunnen 
worden.genomen: 

.de ils de iteratie convergeert. levert zij op den. 
duur een binnen het kader der aanvaarde vet- . , 
onderstellingen exacte kritische; trillin,g van 
het systeem: 

2e een'sn,elle convergentie is te meer te verwach- 
' . ten, naarma'te ,de kntische trilling meer een 

,.fundwnenteel" karakter ,heeft, d.w.2. naar- 
mate ook de in eerste. instantie aangenomen 
deformaties meer van het type van den fun- 
damenteelen, trillingsvorm zijn; ., ' . 

In .het geval der fluttertrillingen word'en de ' 

. .  

- 

/ 
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3e'  'hoewel 'het in den regel we1 ';,waarschijnIijk'. ' 
is, heeft men geen volledige zekerheid, dat een 
door iteratie bepaalde kritische trilling ook.in- 
derdaad de gevaarlijkste trilling is. die het 

'systeem kan vertoonen. In sommige gevallen 
moet d'e mogelijkheid in aanmerking worden 
genomen, dat bij lagere vliegsnelheid nog een 
kritisohe trilling optreed't die bij de iteratie 
ontsn&pt. omdat zij d'ef,ormaties bevat; die van 
het ,bij hoogere trillingsvormen optredende 

het is vooralsnog n,iet ,bekend hoe het .itera- 
tieprocbde moet worden gewijzigd om mor 
een, convergentie naar kritische trillingen van 
hwger type zorg te dragen. 

Flntterberekening met complexe deformatie- ' 
functies. 

' 

.. type zijn; 
4,e 

08 

081 Een .flutterberhkening,. welke complexe de- ' 

formati,efuncties overeenlkomstig de aanname 

bevat, kan niet langer ,op de reductie volgens Galer- 
'kin der exacte bewegingsvergelijkingen van het 
systeem worden opgebouwd'. Want  uit de uitdruk- 
king (69) voor den : bij 'een vooreerst symme- 
trisch aan te nemcn trilling - door ,de schijn- 
krach'ten verrichten ,atbeid vol'gt ditmaal; . door 

i d " =  q i o i d i ; '  (?de= q m $ d Z  ; y d O = q 3 0  ?d3 ( 142) 

. .  

, .daarin (142) te substitueeren met de notaties 
I ,  

. .  

TKc!. M o ,  N o = ~ K U : M ~ .  N: +ieKo. MO. NO 

q k o = r f k o ' +  i q k " "  
Z =Z,' + iZ,/ 

= Do' + i Po'' 
id;= zdL'+'ir,+," 

- 

. ' $ds -?pda '+ ip i?  

?dJ=?'d3'+. i ) 'd3 , I ,  . ' 

nsa een korte omweriking-inplaats van (71 ) 
. 
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In het gegeven geval is imFers 
~ ~ 

C i k =  Cik'=O voor i # k  . 1  - 
~ 

c j k  = C;k* = 1 voor i = k . : 
-Wannee; de- trilling antisymmetrisch is, vervalt 

de voorwaarde (146); (145) moet dan worden 
vervangen door 

. 

1 :  ' eKu y d y = O .  
0 '  

082 . Hoewel de uitwerkzing d e r .  voorwaarden 
(145) t/m (149) - wegens het zoojuist gesigna- 
leerde .nauwe verband met de .grondvergelijkingen 

.. (72 )  . t/m (74) der eerder uitvoerig beschreven 
flutterbereke7ing - zonder principieele moeipjk- 
heden aan de in no. 04 en 05 opgenomen'ontwik- 
kelingen te ontleenen ware. ligt ,bet in de bedoe- 
ling d'e uitkomst ,nag even in all,e volledigh'eid op . 
te schrijven. Zij zal ditmaal door het sterk ver- 
klein'de aanbah 'deformatiefuncties uiterlijk veel een- 
voudi,ger zijn. Bovendien is' zij niet alleen bij 
de uitcijfering van de iteratie der kritiSche trilling 
bruikbaar. doch kennelijk ook bij de ohtwikkeling 
.van een eerste benadering. indien, de ,deformatie- 
matrix (56) tot de elementen 'der hoofddiagonaal 
is teruggebrqcht; hetgeen dikwijls het geval is: . 

' 

0821 'Ewenals vroege? worde ,bet resultaat .van- 
d e  bmvorming der grondvergelijkingen (145) tjm 
(149) voor symmetrische trillingen weer in den 
vorm 
3 -  

c ( Y ' U g h - E g h f Y ' L g h ) L j h ~ +  

( . 'U,,-E,,+1,?L,)Z,+ 

geschreven. . . .  
+.( " J  Po;- E,, + v ? L , ~ )  &='O g = 1 . .: .5 

Dan geldt 

(151 ) 

b 
- 
U L L -  [ m i i I d t i d l . *  d.y 

b .  b .  .- u , z F / m l x @ d ? i d l *  d y + r ~ ~ ( P ) / m , , i d , ' d y = u ~ l t  

.b 



I . 
. .  

i 

I It 

Alle overige'Egh'a zijn nul! .b , .  

Als PI, en p?. de door (114) gedefinieerde ' +.Vu3/ m,( l+~ )? )c? , ( i )91~? '+c , , (3 ,9 )dZ* (p ) l f . yd3dy i -  
complexe functie's zijn, qeldt verder ' . + 



. .  . .  
.b 0822 Voor antisymmetrische trillingen ontstaan 

vergelijkingen van het type 
~ ~ 6 - ~ P l n ~ . m L ( c , 2 1 " +  c,.'")fdy + . .  

b i ( ' V '  <g'gh Y Z ~ ~ h ) ~ ? ~  't 
f kp?n,fmL(c,~3*+ c137n) tdF+  + ( Y ?  US,  - + Y Z L # & )  0. = 0 (152) ' 

. I  .. . 
.b Alle coeffi.cienten, waarran de indices uit de 

nummers 1 .  2;3 zijn samengesteld, kunnen onver-' . 
anderd met de in. het symmetrische geval geldige 
formdes worden berek'end. Verder wordt 

- I ~ V ~ / ~ ~ ( C , , ! ~ )  + c , , ( * l ) t d y  
, , 



V 
/ 

b 

+ ~ P ? , / m , ~ , , ~ " y d ~ f y d y +  " I  

.b 

. .  + iVuj m,( 1 + ~ ) C , ~ ( ~ J  ? d 3  t y d  y 

.. 
,.b ~. 

'L,, = %rj,.j mccl,ln y~ y . . 

9 Samenvatting. 
In de  nummers 02 t/m 06 wordt de berekening 

van een eerste benadering voor de kritische tril- 
lingen van een' romp-vleugel-rolroersysteem ont- 
wikkeld op den meest algemeenen grondslag. die 
voor numerieke analyse geschikt kan worden ge- 
acht. De in aan,merking genomen deformaties van 
den vleugel zijn 'buiging en torsie, ,die van het .roL 
roer in de eerste plaats een uitslag van het roer: 
als-gehed tegen de elasticiteit van het besturings- 
mechanisme in en in de tweede plaats ,torsie. De 
romp wordt als een volkomen stijf geheel ,behan- 
d,eld. . .  

. .  . . .  

31 ,. 

De luchtkrachten op het systeem worden in over- 
eenstemming met de  theorie Can Kiissner en .. 
Schwarz (Der  schwingende' Fliigel mit aerodyna- 
misch ausgeglichenem Ruder, Luftfahrtforschung 
Bd. 17-1940-S. 337) in rekening gebracht. 

Het uitgangs:punt-vormen d e  lbinnen het'boven- 
omschreven kader als exact op te vatten bewe- 
gingsvergelijkhgen van het systeem, ,die voor'sym- 
metrische trillingen tot de vergelijkin'gen (39) tjm 
(43) en voor 'antisymmetrische trilllingen tot (47)  

lijkingen worden voor een numerieke uitwerking 
toegankelijk gemaakt 'door een naar de  voorscbrif- 
ten van Galerkin uitgevoerde reductie. waarbij 
wordt aangenomen, dat  de vervormin,gen door een 
uitdrukking, welke binnen het-schema van ,de for-' 
mule (52)  valt. kunnen worden benaderd. 

Uiteimdelijk wordt sdan' voor symmetrische tril- 
lingen het in no. 0461 vermeld'e stelsel van hoog- 
stens 5 en voor antisymmetrische trillingen het in 
no. 0462 opgenomen stelmsel van 4 gewone lineaire 
vergelijkingen verkregen. dat  d,e .oplossin,g ,in de 
nagestreefde benadering bepaalt. In no. 06 is kort 
samengevat. hoe deze vergelijkingen verder dienen 
te worden behandeld. 

In, de nummers 04.6 en 05.3 is er in het bijzon- 
der naar .,gestreefd ,de numerieke 'berek'ening van 
de coefficienten d,er voornoemde lineaire verge- 
lijkingen zoweel mogelijk te vorgemakkelijken 
door -uitvoerige lijsten der .daarbij te gebruiken 
formules 'op te nemen. Verder zijn alle. numerieke 
gegevens uit de theorie dmer 'lucbtkrachten in den 
vorm, waarin zij uiteindelijk in d,e formules dienen 
te worden ingevoeod, in de tabelllen 3 en 4 ge- 
resumeerd. 

Vervolgens wordt in no. 07 een werkwijze be- 
schreven, die het mogelijk maakt een verbeterde 
berekening eener kritische trilling te ontwikk,elen. 
wanneer daarvoor reeds een (aanvankelijk 
.,eerste'') benadiring ,bekend .is. Voonvaarde' 'is 
echter. dat het hieruit volgend iteratieproces cqn- , 

vergeert. een vraag. die zich bij den huidigen stand 
van het ond,erzoek niet altijd van te voren met. 
zekerheid laat 'beantwoorden. 

Bij deze verbeterde 'berekening wordt het in 
eerste benadering verwaarloosde verloop van de 
phasen der kritische trilling langs de spanwijdte in  
aanmerking genomen. Hiermede hangt een mathe- 
matische complicatie samen. waardoor ,de toepas- 
sing van de redu'ctiemeth,ode der exacte bewegings- - . 
vqgelijkingen volgens Galerkin tot te lbewerke- 
lijke'becijferingen zou leiden. Echter kon in no. 081 
een generalisatie van deze reductiemmethode wor- 
den aangewezen. d'ie ond,er 'beh,oud .der essen- 
tieele eigenschappen - oak in 'dit geval bruikbaar 
blijft. De.hierop opgehuwde en ook verder geheel 
bij het iberatieproces aangepaste 'berekenin'gsme- 
thode der ,kritische trillingen is in no. 08 beschre-- 
yen. opliieuw in een vorm en detailleering. die de 
numericke uitwerking zooveel mogelijk vergemak- 

De abpendix bevat tot besl'uit eenige aanwijzin- 
gen voor de afMding. van de stijFheidsverdeeIing 
der vleugelconstructie uit proefondervindelijk be- 

t/m (50) kunnen worden-omgewerkt. Deze verge- \ 

. 

~ 

. . .  

kelijkt. .- . . L \  

paal'de eigentrillingsvormen. .. 
, .  . .  
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10 Appendix. 

Afleidj,ng van de stijfbeidsverdeelingen van 
. , den vleugel nit experimenteel vastgestelde 

(stand)-trillingsvormn. 
Om'een  flutteiberekening met behulp van ken 

iteratieproces te.knnnen verbeteren moeten - ter 
bepaling van ,,verbeterde deformatiefuncties" - 
de stijfheidsverdeelingsfuncties b,, = E  en T ,  van 
den als. buigenden- en tordeerenden enkelvoudi- 
gen balk opgevatten vleugel en de functie T ,  
van- het rolroer volledig bekend zijn. Ook in 
andere.gevallen .kan de kennis van deze functies 

' Aannemend. dat als grondslag een ,of meer 
. bij een standtril1ingsproef:nauwkeurig opgemeten 
eigentrillingsvormen van het systeem beschikbaar 
zijn, kan de. verlangde afleiding worden aange- 
knoopt 'bij de algemeene ibewegingsvergelijkingen 
( 2 ) ,  ( 9 ) .  (12). waarin KL.  M L  e n N r  nul gesteld 
worden (omd'at bij de standtrilling. - af,gezien ' 
van de virtueele vergrooting van de massa van het 
systeem - geen luchstkrachten in het spel , z ip ) .  
terwijl voor 2, p en i kan worden gesubstitueerd 

. wenschelijk zijn. 

z=zo(y )  C O S Y 7  .p=v0(y)cOs  I'T y = y . ( y )  C O S Y ? .  

(b , ,  z.")"-Y'( m,, ZU +'m1?po + mL3 y o )  (153) 

Deze vergelijkingen ,krijgen dan den, vorm 

( T o p " ' ) '  + [k,, 1 ;,<I( b,) - p~e( b ; ) [  - ' , 

- ki?; yo(b?)-po( b * ) ' ] S ( , y  - bx)+ \ + [-.k7, 1 y.(b,) - qu( b,)  + ' . 

- - - ?  ( mlt IO + mg2q?, f m,,y") 

. .  + k n  1 y o (  6 3 )  - r ~ o (  6,) [ I  S(y'- 6?)= 
' 

( 1,5,4) 

( T ~ Y o ' ) '  - [k,,) YO( & I ) -  TO( 6 ; ) (  - 
- 

- k,? 1 ) ~ 0 ( 6 ? )  - v " ( b , ) ( ] d ( y  - 6,)  - 

- [ -k , , ;Y, (b, ) - - " ( ,b , ) [  + 
+ k m )  y o ( b 2 )  - q : u (  b , ) j ] 8 ( y  - b?)= 

=- v 2 (  mal io + F.+ ma; y o ) .  ( 155) 

Minstens Pen stel amplitudeverdeelingsfuncties 
IO. PO, yo' met bijbehoorende (eigen-) frequentie 
kan op grond van de beschikbare metingen geacht 
worden . bekenld ',te zijn, waarbij natqurlijk met 
de ,bepenkte meetnauwkeurigheid samenhangende 
kleine 'afwijkingen 'moeten worden geaccepteerd. 

- Uit de .&e vergklijkingen volgt onmiddellijk. ge- 
bruik makend van de randvaoorwaarden 

' 

i u .  ,I ( b ) = zv"'( b)=po: ( b  )=O 70' ( b ; )  =ya' ( b,) =O: . 
b .b 

6,,= 2 / / (m,, io+ m,,?pl0+ mxayc,) ' (  d y ) ?  ( 156) 

.Tu= ,)( mx,zo + m r x  + m3 ) '.)dy f 

2"" 

-? 

YS 

Y Y  

. .  . b  . .  
, ' 

Y .  , -  

1 
m $- 7 [ku ) ) 'a (  b,) - q o (  b,) - 

.b - .  
- ! I> )  ,. ) ~ ( b , ) - - ~ ~ ( b ~ ) ( ] / d ( y  - 6,)dy. f  

Y 

. .  

. . .  

\ 
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Wil-men de gezochte functies met d,eze formules 
berekenen, danm wordt het ais een ,bezwaar onder- 
vonden. dat er naast de functies io, yo en y o  zelve 
ook de afgeleiden p"', yo' en vooral zU" in optre- 
den. ln'derdaad kan men aan denier  altijd onbe- 
teekenende fouten. ,die ontstaan bij het differen- 

.. tieeren van een aan metingen ontleende krom'me, 
bij gebruik van de formules (156) t/m (158) niet 
ontkomen: Desondanks leveren deze formules bij 
doelmatige inrichting d'er differentiaties een ge- 
woonlijk zeer 'bruikbare ,uitkomst die, vooral wat 
de  ,torsiestijfhei'dsfunctie T ,  betreft, meestal veeI 
betrouwbaarder is d'an de resultaten. die hiervoor 
naar de aanwijzingen! der elasticiteitstheorie u!t de 
vlengelconstructie worden afgeleid. 

Het verdient te worden opgemerkt, dat het ge-. 
bruik.van de formde (158) v m r  de torsiestijfheid 
van het rolroer vaak extra bemoeilijkt wordt door 
de relatief gcoote' onnauwkeurigheden, die de 
functie yo  -. welke aan een nirt z b o  eenvoudige 
meting moet worden ontleend - bevat. Men doet 
dan beter cbe functie T ,  eenvoudig evenredig met 
de 3e macht van de, rolroerkoorde te stellen. over- 
eenkomstig de veronderstelling. d'at het tapsche 
rolroer in #de kngterichting constructief homogeen 
is. 'me t  uibson'dering van 'een. overal gelijke huid- 
dikte. De evenredighei,dsconstante worde zoo  ge- 
kozen, dat aan (158) hangs d,e gelieele breed'te van. ' 
het roer gemiddeld is voldaan. 

' 

, 

WRXlJN IMIERVGGCR ,%Am= ,, 

I 'c1 
f ,' i ' .  I 

. . Fig.' 3. Dwarsdoorinede ban het vleuge'l-roer:systeem. ' ' 

(N.B. e". is in dere figuur negatief.) 

. .  
I . I  

.. . 
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Lcoordinaat langs de beschrij-7 
vingsasvan den vleugel.tellend 
vanaf het symmetrievlak van 
het vliegtuig 

= verticale verplaatsing van den 
vleugel ter plaatse van de be- 
schrijvingsas 

=verdraaii'ng van den ..vIeuge! 
om de beschrijvingsas 

= totale verdraaii'ng van het rol- 

=h6ek tusschen de rolroer- en '  

= verticale verplaatsing van den 
romp. ter plaatse van de be- 

=draaii'ng van den romp om de 
' beschrijvingsas 
=draaii'ng van den romp om de 

roer 

de vleugelkoorde 

schrijvingsas 

langsas - 

, i '  . v 33 

I 

2 
x 
2 
'x .. 
a 
,_ 
*I 

> 
c 
n' 
w 

$ 
Lc 

..= y-coijrdinaat van den binnenrand i 11 Notatieliist. bi 

hartlijn van den voorligger.tot 

=( in  de berekeningen constant 
' aangenomen) afstand van de 

hartlijn van den achterligger 
tot de beschrijvingsas 

,= afstand van de zwaartepunkas' 
van den vleugel allken (dus 
zonder roer) tot de beschrij- 
vingsas - 

de beschrijvingsas 

I 
I .  Y 
1. - 

;% 
:: 
; 

1 
-2 a 

L 
i: 

- 

- - 

e ,  

;an bet rolroer - 
van bet rolroer 

b, : = y-coordinaat van den buitenrand 

b = y-coordinaat van den vleugeltip 
\ B,,B,(y) =buigstijfheid van den voorligger 

B,sB, (  y )  =buigstijfheid van den achterligger 
To= T,,( y )  = torsiestijfheid van . den vleugel 

(buiten het aandeel. afkomstig van 
'. . de buigstijfheid van d e  liggers) 

:=torsiestijfheid van het rolroer Ti= T,( y )  
b,k= b,b( y )  = stijfheidsverdeelingsfuncties (zie 

( 3 )  en (10) ) .  
k,,, kor, k,:k, '=constanten. van in, het stnurme- 

chanisme van. het rolroer aange- 
troffen veeren (zie fig. 2 )  

k,,, k,?. k!,, k2?=volgens ( 6 )  bepaalde veerkracht- 
coefficienten . ., 

%h = dempingsparameters 
m,=m,(y)  =massa per eenheid van breedte 

van den vleugel allken . (dus  het 

m,=m:(y.) =massa per eenheid van  breedte 
van het rolroer 

m i ~ ~ m , k (  y )  =massaverdeelingsfuncties. Zie (3) .  
(10) en (13) of - gecorrigeerd 
voor de massawerking van de 
meetrillende lucht. - (81) .  4 

. rolroer niet meegerekend) 

. 

mR 
I R  

IR' 

=massa van den romp 
= traagheidsmoment van den romp. 

=tiaagheidsmoment van den' romp 

=luchtdichtheid . . 
= x g t '  

= vliegsnelheid 
= frequentie 
= tijd 

om de beschrijvingsas 

om de langsas 

, u  
V G V (  y ) = - = gereduceerde snelheid 

I f  t 

t u  

b , :  b, 

.raaias voor sad0  llgt 
=referentiekoorde van den vleugel 

t ,  ' 
t 

=- 

= hreedte van de spleet tusschen 
den voorrand van het rolroer en. 
den achterrand van den vleugel 

= y-coordinaten van dwarsdoorsne- 
den. waarin het stuurmechanisme 
op het rolroer aangrijpt 

" 

p;k(  V ) :  'p i t ' (  v j=uit  P afgeleide reeeIe lucht- 
krachtfuncties. getabelleerd in tar 

R, -R , ( , i ) .  =functies. die den.  invloed van de 
koordeverhouding 11 op de lucht- 
krachten vastleggen (tabel 4 )  

rikl": c i i~n;  cikt:l); c ik (*J=door  .tabel 2 gedefini- 
eerde samenstellingen van functies 
R, 

B i i  =complexe, luchtkrachtcoefficienten'). 

'bel  3 

') Complexe groothede; worden in het algemeen door een 
symboal met e m  streep. erboven vodrgesteld. 

. .  



1 0.00000 . 
0,00036 
0.00265 
0.00487 
0.01045' 
0,01659, 
0.02854 

0.05500 
0,08815 
0.10494 
0,12624 
0.13116. 
0.14179 
0.15359 

0.16671 
0,18133 
0.18927 

,0.20656 
0,21599 
0,22596 

0,23655 
0,2 4 7 7 7 
0.25970 
0,27236 
0.28582 . 
0,30012 
0.31535 

0,19768 

I .  

0.00000 
0,00504 
0,02055 
0,03252 

' 0.05928 
0.08723 
0.14097 

, 0.26513 
0,43691 
0,53188 
0,66050 
0,'69160 
0;76057. 
0,84006 

0.93215 
1.03961 
1,10014 

1.23749 
1.3 1564' 
1,40099 

1.49461 
1.59740 
I ,7 I07 1 
1.83582 
1.97445 
2.12652 
2.30036 

, .  . 

. i.16594 

~~~ 

: I 

~0.00000 
0.00496 
0,01938 
0;02982 
0,05145 
0.07215 
0,10802 

0,17801 
0,25725 

.0.29540 
0.34247 
0,35319 
0.37615 
0.40137 

0,42912 
0,45977 
0.47630 , 
0.49272 
0,51206 . 
0.53 142 
0.55186 

0,57346 
0.59629. 
0.62047 
0,64610 
0.67326 
0,70210 
0,73275 

. .  

I 
. .  . .  . .  . .  

0,00000 
' 0.10036 

0,20281 
0,25532 

' 0.34523 
0,41954 
0,53534 

0,74038 
0,96043 
1,0652 1 
1.19478 
1,22440 
1.28810 
1.35850 

1.43658 
1,52362 
1,57097 

. .1.62117 
1.67444 
1,73115 
1,79148 

1.85590 
.1,92470 
1,99843 
2.07748 
2.16250 
2,25410 
2.35306 

/ . . ,  

Tabel 3. 

, Functies van de gereduceerde snelheid, die de grootte van, de 'luchtkrachten op 

. .  I .  

. .  . 
' \  ' , 

, ' I  

, . .  een trillenden vleugel bepalen. 

0,00000 
0,05000 
0,10000 
0,12500 
0.16667 

,'0.25000 

0,33333 
0.41667 
0.45454. 
0,50000 

0.20000 

0,53191 o,51020 I 
0,55556 

0.58140 
0,60976 
0,62501) 

I '0.65789 064103 I 1 0.67568 
0,69444 

~ 0.71429 I 
I ' 0.73529 

0,75758 . I 0.78125 1 
0.80645 

.co 
10.00 1 
5.00 
4,OO 
3.00 
2.50 
2,oo 

1.50 
1.20 

1.00 
0,98 
0.94 
0.90 

' .1.10. 

0.86 
0.82 
0.80 
0.78 
0.76 
0.74 
0.72 

0.70 
0.68 
0,66 
0.64 
0.62 
0.60 1 0.58' 

0,00000 
0,00249 
0.00984 
0,01525 
0 02667 
0.0 3 7 8 4 
0.05769 

0,09808 
0. I461 8 
0,1701 9 
0,20055 
0,20757 
0.22276 
0,2 3 9 6 7 

0,25854 
0.27970 

' 0,29126 
0,30354 
0,31659 
0,33051 
0.34535 

0.36120 
0,37815 
0,39631 
0,41580 
0,43674 
0,45928 
0.48360 

0,00000 

0,20096 
0,25184 
0.33753 

'0,40700 
0,51295 

.0.!0012' 

0,69468 
0,88327 
0,97129 
1,07887 
1.10330 
1.15563 
1.21318 

1.27670 
1,3471 7 
1.38537 
1,42578 
1.46856 
1,51399 
1,56222 

1,6136 I 
1.66836 
1,72695 
1.78964 
1,85694 
1.92933 
2 00742 

0,00000 ' 
0,00501 

0.03148 
0.0 5 6 2 6 
0,08140 
0.12821 

0,23156 
0.36803 
0,44149 
0,53943 
0,56290 
0,61469 
0,67400 

0,74227 
0,82145 

' 0,86585 
0.91397 
0,96615 
1,02297 
1,08487 

I ,  I5258 
1,22674 
1.30830 
1.398 I6 
1,49753 
1.60777 
1.73054 

0.0201b 

0.00000 
0.00012 
0,00098 
0.00191 
0,00445 
0,00757 
0,01442 

0.03269 
0.06091 
0,07736 
0.10027 
0.10590 
0,11849 
0,13315 

0,15032 
0,17055 
0,18204 
0,19458 
0,20828 
0.22332 
0 23982 

0,25800 
0,27805 
0.30024 
0,32484 
0.35221 
0.3 8 2 7 3 
0.41690 

0.00000 
0.01603 
0.04038 

, 0.06339 
0.1 1380 
0,16531 

, 0,26208 

0,47835 
' 0.76821 

. 0,92567 
1,13682 
1.18759 
1.29984 
1.42873 

1,57750 
1,75049 
1,84770 
1.95319 
2.06775 
2.19267 
2,32894 

I 2.47823 

2,82227 
3.02119 
3,24148 
3.48618 

2,64i96 

' 3,75904 

~ 

0.00000 
0,00037 
0,00292 
0,00564 
0.01303 
0.022co 
0,04143 

0,09203 
0,16810 
0.21 163. 
0,27151 

-0,28610 . 0.31857 
0,356 14 

0,39981 
0,45090 
0,47973 
0,51107 
0.54516 
0,58239 
0.6 2 3 0 5 

0,66761 
0,71650 

'0,77030 
0.82960 
0,89516 

' 0.96781 
. 1.04858 

0,00000 
0,00238 
0,0091 1 
0.01372 
0.02252 

. 0.03013 
0.04203 

0,06146 
0,07813 
0,08441 
0,09078 
0.09201 
0.09441 
0,09664 

0.09870 
0,10039 
0,10108 
0,101 58 
0.10197 
0.102 I6 
0,102 I3 

0,10183 
0.10122 
0,10031 
0,09897 
0,0971 5. 
0.09478 

' 0:09180 

0.00000 
' 0,00037 

0.00285 
0.00544 

'0.01232 
0.62046 
0,03753 

0,07982 
0.13974 
0,17264 
0.21663 
0,22714 
0,25030 

. 0.27669 

0,30688 
0.34156 
0,36086 
0.38162 
0.40396 
0.42810 
0,45415 

0,4 8 2 3 6 
0.51289 
0.54605 
0,58207 
0.62130 
0,66407 
0,71082 

~ 

w 
4 .  



0,89286 
0.9 2 5 9 3 
0.96154 
1.ooooo 
1.04167 
1,08696 
1.13636 

1,19048 
1.25000 
1.31579 
1,38889 
1,47059 
1.56250 
1,66667 

1,78571 
1.92308 
2.08333 
2.27273 
2,50000 
2,77778 
3.12500 

3,57143 
4.16667 
5.000CO 
6.25000 
8.33333 

12,50000 
25.00000 

03  - 

0.56 
0.54 
0.52 
0.50 
0.48 
0.46 
0.44 

0.42 
0.40 
0,38 
0,36 
0.34 
OS2 
0,30 

0.28 
0.26 
0.24' 
0.22 
0.20 
0.18. 
0.16 

0.14 
0.12 
0. IO 
0.08 
0.06 
0.04 
0.02 
0.00 - 

'0,50989 
0,53835 
0,56924 
0.60284 
0,63948 
0,67953 
0.7 2 3 4 3 . ,  
0,77i70 
0.82492 
0,88381 
0.94921 
1,0221 1 
1,1037 I 
1.19546 

1.29914 
1.41 696 
1,55161 
1.70658 
1,88624 
2.09637 
2,34457 

2.64129 
3.00121 
3.44604 
4.01005 
4.75314 
5,80007 
7,52079 
ox m - 

,. 

2,09187 
2,18344 
2.28304 
2.39174 
2.51081 
2.64170 
2,78616 

2,94639 
3,12488 
3,32483 
3,5501 1 
3,80557 
4.09730 
4,43315 

4,82320 
5,28087 
5.82406 
6.47747 
7,27580 
8,26953 
9,53465 

I1,19103 
13.43880 
16,63848 
L 1.5 1080 
!9.73464 
t6.33509 
637253 
co - 

1.86774 
2.02 I71 
2,19523 
2.39174 
2,61543 
2.87142 
3.16608 

' 3.50761 
3,,90610 
4.37478 
4.93072 
5.59643 
6.40204 
7,38860 

8.61283 
10,15554 
12.13343 
14.72155 
18,18950 
22,97093 
29,79578 

39,96797 
55,99504 
83.1 9241 

134.44247 
247,78861 
579,18863 
!40!!.31325 
cc 

0,45526 
0,49848 
0,54735 
0,60284 
0,66612 
0.73862 
0.82207 

0.91869 
1,03 I15 
I ,  16291 
1.3 1835 
1,503 IO 
1,72454 
1,99244 

2,31990 
2.72492 
3.23252 
3,87859. 
4.71561 
5,82324 
7,32679 

9,43319 
12.50507 
17,23022 
25.06283 
39,60952 
72,50081 

188.01975 
O X "  

0,76536 
0,80006 
0,83705 

.0.87650 
0,91864 
0.96366 
1.01183 

1,06339 
1.1 1863 
1,17785 
1.241 37 
1,30950 
1,38258 
1.46091 

1,54479 
1.63445 
1,72997 
1,831 30 
1,93802 
2,04929 
2.16348 

2.27784 
2.38781 
2,48609 
2.56108 
2,59446 
2,55708 
2.40053 

- 

2,46021 , 
2,57652 
2,70313 
2.84139 
2,99287 

, 3.15938 
3.34304 

3,54657 
.3.77295 
4,02602 
4,31038 
4.63171 
4,99707 
5.41548 

5,89830 
6.46055 
7.12188 
7.90908 
8.85917 

10,02524 
11,48603. 

13,3641 1 
15.86168 
19.33956 
24.51463 
33,052 I8 
49.94317 

100,1332 3 

- 

4,06436 
4,40739 
4,79440 
5.23313 
5,73302 
6,30553 
6.96i98 

7.72973 
8,62228 
9.67218 

10.91 736 
12,40777 
14,20997 
16.41441 

19.14549 
22,57967 
26.97065 
32.69675 
40,33742 
50.81 884 
65.68963 

87.69695 
122,08541 
179.89021 
287.65891 
523,22337 
203,44073 
912.64410 

- 

1.13862 
1.23928. 
1.35221 
1,47934 
1,62304 
1,78608 
1,97/87 

2.18463 
2,42944 
2,71271 
3,04248 
3.42884 
3.88482 
4,42729 

5.07845 
5.8681 0 
6,83662 
8.04064 
9.56066 

11.51572 
14.08767 

17.56834 
22,45429 
29,66067 
41,06958 
61,23001 

104.46431 
248.03300 

- 

0.08807 
0.08350 
0,07793 
0.07121 
0.06316 
0,05355 
0.0421 1 

0,02855 
0,01251 

-0,00644 
-0.02878 
-0.05509 
'0.08606 

-0,12246 

-0,16524 
-0,21543 
-0.27424 
,0.34298 
-0,42304 
-0,51579 
-0.62230 

-0,74301 
-0.87700 
-1,02049 
-1,16461 . 
-1,29114 
-1,36513 
-I ,32078. 

- 

- 
0,33154 
0,34877 
0.36711 
0.38662 
0.4 0 7 3 7 
0.42943 
0.45285 

0.47770 
0,50398 
0,53173 
0.56090 
0,59141 
0.62310 
0.65571. 

0.6 8 8 8 0 
0,72174 
0.75358 
0.78298 
0,80800 
0.82595 
0.83306 

0.82421 
0,79254 
0,72918 
0,62354 
0.46506 
0,24978' 
O.OW16 

- 

. 

~~ 

2,49264 
2.70862 
2.95215 

3,54193 
3,90088 
4,31350 

' 3,22800 

4,79080 
5.34615 
5,99704 
6.76568 
7,68106 
8.78153 

' 10.1 1867 

P1.76265 
13,81212 
16,40716 
19.75471 
24.16791 
30. I421 8 
38,49722 

50.67258 
69,39257 

100,34385 
157.11362 
279,31020 
627.37445 
'503,43557 

- 

0,78200 

0,87979 
0,94771 

1,10566 
1.19765 

1,29993 
-1.4 139 I 
1,54133 
1.68416 
1,84473 
2,02582 
2,23076 

2,46349 
2,72888 
3.03277 
3,38254 
3.78744 
4,25975 
4,81621 

5.48149 
6.29508 
7,32797 
8,72790 

10,86104 
14.89958 
26,99204 

0,818i2 

1,02271 



- Ri . '; R, R,+ ' R,- R,+-l?- 
. . .  . ? .  . .  
- 

0.40 0.252217 0,294268 0,626470 0 0.779694 0.747783 
0,35 0,293339 0.330646 0,668082 0 0.867567. 0.706661 , 

0,30 0,339255 0.364855 0.747685 0 ~ 0,972456 0.660745 
0.25 -0.391003 0,396626 0.804500 0 1,102658 0,608997 
0.20 0,450183 0.425632 0,857620 0 1,273240 0,549817 
0.15 0.519498 0,451439 0.905939 0 1.515461 0,480502 

. Q , l q .  0.604182 0,473429 0,947956 0 . 1,909860 0,395818 ' .  
0.09 0,623837 0,477290 0,955421 0 2,024324 0.376163, 

. 0.08 0.644734 0.480948 0,962222 0 , 2,156687 0,355266 
0,07 ' 0.667105 0.464390 0,969229 , 0 2.320454 0,332895 
0.06 0,691268 . 0.487600 0,975503 . 0 2,519812 0,308732 I .  0.05 0,717684 0,490557 0.981306 . 0 2.774963 0,262316 

I 

0.00 1,0000M) 0,MOOOO 1,000000 0 cc 0,000000 
. .  

0.40 
0.35 
0,30. 
0.25 
0.20 
0,15 
0.10 
0.09 
0,08 
0.07 
0.06 
0,05 
0,oo 

Re+ Re- . R, R8. 

0 1,247514 0.747783 0.205732 ~. . . 0 1.214595 0.706661 '0,169352 
0 1,166944 . 0,660745 0;135145 
0 1,102658 0,606997 0,103374 
0 1,018592 ' 0,549817.. 0,074368 
0 0,909278 0.480502 0,048561 
0 0.763944 0,395816 0,026571 
0 ' 0,728758 0.376163 0.022710 
0 0.690841 0.355266 0.019052 
0 0,649728 ' 0,332895 0.015610 
0 0,604757 0.308732, -0,0<2400 
0. 0.554993 0.282316 0.009442 
0 o,oooooo 0.000003 0.000000 

0.373530 
0,311918 
0,252315 
0,195500 
0.142380 
0.094061- 
0.052044 
0.0 4 4 5 7 9 
0,037478 
0,030771 
0,024497 
0,018694 
0.030000 

0,004784. 
0,003928. 
0.003049' 
0,002199 
0,001431 
0,000795 
0,003332 
0.000263 . 
O~OOOZOZ 
O.OOC149 
0.000105 
0.000069 
0,OLOOOO 

0,018967 
0,013392 
0.008967 
0.035624 
0.003 I79 
0,031530 
0,000549 
0.000421 
0.000313 
0,000224 
0,000152 
0,000096 
0,000003 

0,005582 ,0.327839' -0.184350 0,275301 
0,004425 0.355520 L0,227513 0,317256 
0,003279 0,376868 -0.272796 0.355868 
0.002231 0,389651 -0,319085 0.391C02 
0,001354 0.390928 -0,365032 0,422453 
0.000691 0,376446 -0,408978 0,449909 
0,030260 0,339015 -0,448790 0,472860 
0,000201 0,327676. -0.456013 '0.476869 
0.C00151 0.314659 1-C.462924 0.480635 
0,000l09 0,299697 -0,469485 0,484166 
0,000074 0.262429 -0,475656 0,487448 
0,000047 0.262350 , -0,481388 0,490461 
0.003000 0,000000 -0,500000 0,500000 

0,124026 
0,099364 
0,077273 
0.057668 
0,040521 
0.025866 
0,013646 
0.011784 
0,009645 
0,006031 
0,006353 
0.0048 19 
0,00:003 

0,017476 
0.0163i7 
0.014194 
0.011 118 

_0.007317 
0,006499 
0.005671 
O.CM838 
0,004009 
0.003193 
0.000000 

7 

0.03 1281 
' 0.029 147- 
0.02621 5 
0.0 2 2 5 4 6 
0.016242 
0.0 13437, 
0.008366 
0.007351 
OS06347 
0.005358 
0.004392 
0,033459 
0,000.00 

R?t- 
. .  

. 0.40 ,. 0,022314 -0.389073 -0,604334 0.531398 0.835575 0,871809 
0.35 0,023391 -0,368809 -@.?96951 0,548592 0.687844 0.806025 

.0.30 . 0.022256 -0.340439 -0,34968+ 0,553412 0,919794 .0.738018. 
0.25 ' 0,019448' -0,303963 -0.151981 0,543832 0.927282 0,666665 
0.20 0,015500 -0.259382 +0,114638 0.517390 .0,905079 0.590338 
0.15 .O,C10942 ' -0,206695 +0,467157 0.470732 0.845786 0,406368 
0.10 0,006338 -0,145902 +i,o57w8 0,398297 '0.736892 0.409664 
0.09 0.005466 -0.132771 +1,213914 0,379850 0.707220 0,387947 
0.08 0,004624- -0;119316 +1,393928 0,359765 0,674210 '0,365111 ' 

0.07 ' O.CO3816 -0.105536 +1,634539 0,337823 0,637376 '0,340926 
0.06 . 0.003051 -0.C91432 + 1.857178 0.313709 0.596047 0,315085 
0.05 0,002337 -0.077204 +2,170773 0,266992 0,549290 .' 0,287135 
0.03 0.0300c0 0.000000 'ra 0.000300 0,000000 ' 0,000000 

. .  r 

. .  

0.016493 1 
OX17529 

Rzs+,= Rz9~ R,a+ . R 23 - ., 
i 

0.092745 0 0,096702 
0.07021 7 0 0.086205 
0,051058 ' 0  0.075 145 
0.035120' 0 0,063588 
0,052279 . o  0,051593 
0,012429 0 0.039199 

. 6,005480 . 0. 0,026444 
0,004433 0 0,023855 
0,003498 0 0,021254 
0.M12673 ' 0 0,018636 
0,001961 0 : 0,016008 
0.001360 . 0 0.013373 
0,000000 0 ' 0,000000 

. .  



\ 
- 37 

Rsi+ 

0,465893 
0.370624 
0.282375 
0,202999 
0,134286 
0.077964 
0,035719 
0,029106 
6,023133 
0.017615 
0,01316JI 
0.009 I95 
0.000000 

Vervolg Tabel 4.. 
\ 

RA7- 

0,'535972 
0.4261 15 
0.324423 
0,233046 
0,154034 
0.089351 
0.040899 
0,033320 
0,026476 
0.020386 
0.015061 
0.0 IO51 8 
0,000000 

0.40 
0,35 
0.30 
0.25 
0.20 
0,15 ' 
0.10 
0.09- 
0.08 
0.07 
0.06 
0.05 
0,oo 

. ' 

, 

~ 

- 
R?." 

I I I I I I I 
0.40 0.087063 
0.35 -0,024119 -0,363371 0,039223, -0,024421 0,368809 0,149923 0,153849 0,098358 
0.30 -0.126055 -0,492437 0,031562 -0.019360 0.340439 0.155190 0.144982 0,102934 
0.25 -0,210498 -0.593948 0.023846 -0.014248 0.303963 0.151981 0,130335 0,100288 
0.20 -0.273151 -0,660840 0,016509 -0.009454 0,259382 0,140010 0.109953 0,090205 
0,15 -0.308477 -0.683531 0,009995 --0,005348 0,206695 0,119026 0,084291 0,072904 

. 0.10 '0,308056 -0.646651 0,004760 -0.002270 0,145902 0,088818. 0,054522 0,049342 
0.09 . -0,302478 -0,629848 0.003908 -0,001803 0.132771 0.081652 0.048266 0,044052 
0.08 -0.294655 -0.609100 0,003129 -0;001389 0,119316 0.074111 0,041977 0.038634 
0.07 -0,284309 -0,583862 0.002427 -0.001030 0,105536 0,066187 0.035699 0.033128 
0.06 -0.271071 -0,553409, 0,001806 -0,000726 0,091432 0.057883 0.029474 0,027577 
0.05 -0,254426 -0,516724 0,001271 -0.000478 '0.077004 0,049197 0,023371 0.022048 

+0.091637 -0,212540 I 0,046417 -0.029083 0,389073 . 0,136514 0.157142 

0.00 . 0,000000 0,000000 0.000000 0.000000 0,000000 0.000000 0.000000 0,000000 - 

0 
0. 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

' 0  
0 

0.017465 
D.014273 
0.010881 
0,00761 8 
0.004758 
0,002502 
0,000971 
0,000755 
0,000569 
0,000412 
0,000283 
0,000182 
0,000000 

I I I 

0,195201 0.389073 0,932871 0,014183 0,003902 -0.209720 0,092745 
0.319615 0,368809 0.858305 0,009464 0,002268 -0.195242 0,070217 
0.465554 0,340439 0,771052 0,005938 0,001215 -0.173745 0.051058 
0,638469 0,303963 0,671516 0,003425 0,000581 -0,146457 0,035120, 
0.848086 0.259382 0,560636 0.001748 0,000236 -0,114925 0,022279 
1.113191 0,206695 0,436909 0.000735 0,000074 -0,081106 0.012429 
1,476573 0.145902 0.302383 0.000217 0,000015 -0,047557 0,005480 

- 1,569229 0.132771 0,274130 0,000158 0,000010 T0,041172 0.004433 
1,672053 0.1 19316 0.245432 0,00011 1 0.000006 -0,034973 0.003498 
1.787738 0,105536 0,216290 0,000075 0,000003 -0,029005 0,002673 
1.920229 0,091432 0,186706 0.000047 O.OOCOO2 -0,023314 0,001961 
2,075648 0,077004 0;156683 0,000027 0,000001 -0,017957 0,001360 
co 0,000000 o,cooooo 0,000000 o.ocooco 0,000000 0,000000 

' 

-0.059353 0,008573 
-0,067032 0,005077 
-0,067555 0.002768 
-0,062025 b.001348 
-0.051716 '0,000557 
-0,038126 0,000178 
-0,023059 0.300035 
-0,020061 0,000023 
-0.017118 0,000015 
-0,014256 0,000009 
-0.01 1501 0.000005 
-0.008889 0,000002 

0,000000 0'000000 

R2,- 

- 
0,107533 
0,081835 
0,059797 
0.04132 1 
0,026327 
0.014748 
0,006529 
0.005285 
0,004174 
0.003193 
0,002344 
0,001626 
0,000000 

0.039699 
0.026291 
0.016381 
0.009386 
0,004761 
0.00 199 1 
0,000585 
0,000426 
0,000299 
0.000200 
0,000126 
0,000073 
0,000000 

' I  

- 
0.40 
0.35 
0.30 ' 
0.25 
0.20 

.0.15 
0.10 
0.09 
0.08 
0.07 
0.06 
0.05 
0,oo - 

R,, R,, 

I )  R-functies, geindireerd met 
en R-functies, geindiceerd met 
gelden voor beide aannamen. 

Rm 
- 
0.062448 

0,031223 
0,020041 
0.01 161 1. 
0.005723 
0,002101 
0,00161 8 
0.001208 
0.000867 
0.000591 
0.000376 
0,000000 

0.0453 I9 

- 

R,, 

0,050248 
0.060127 
0.069221 
0,077166 
0.083677 
0,O 8 8 5 6 9 
0.091774 
0,092217 
0.092598 
0,092918 
0,093179 
0,093384 
0,093750 
-- 

R,? 

0.202636 
0,191065 
0,171477 
0.145358 
0,114473 
0.080963 
0.047529 
0,041153 
0.034961 
0,028998 
0.023310 
0,017956 
0,000000 - 

0,232902 
0.18119s 
0,135155 
0,095213 
0.061772 
0,035201 
0,015840 
0,012862 
0,010186 
0.007817 
0,005757 
0.004007 
0,000000 - 

0,083931 
0.057001 
0.036367 
0.021309 
0.01 1041 
0,00471 I 
0.001411 
0,00103 1 
0.000726 
0,000487 
0.000308 
0,000178 
o.cocooo 
- 

een teeken. gelden in  de veronderitelling dat  de splcet tusschen vleugel en mer g e o m d  is 
een - teeken.'in de veronderstelling dat deze gesloten is. R-functies zander + of - in dere 

I 
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Belangrijk: Wijzigingen' .t.o.v. de in rapport . kleine foutjes - voornamelijk teekenfoutjes - be- 
' . V. 1252 gebruikte.notatie vatten, die naast een serie. drukfouten en kleine 

verschiijvingen vooral .bij #de toepassihg .der for- 
mules storend zijn. Een volledige lijst is op aan- 
vrage verkrijgbaar. Hier worde alleen vermeld, dat' 

: . gebruikt. de tabel der R-functies in rappoit V.1252 foutieve 
getallen voor &.en RXo bevat. De. eerste fout is 
ontstaan, ,doordat de R,-functie op pag. 52 ver- 
keerd is gedefinieerd: .de  correcte definitie is 

. .  
1' Vdor de coordinaat 1angs.de beschrij- 

vingsas wordt hie1 Y en in v. 1252 X 

20 Aan de functie$ ,,,,?, m,3 en b, ,  is hier 

. .  

. - vergeleken bij V. 1252 - het teien- . 
gestelde .teeken toegekend. 

3" De. beteekenis der hoeken 9 en y ,  is R a = z ( i . p . v .  - ' - vergeleken bij V. 1252 - verwisseld. 
1 8 , .  . ~ - ~ 

! 'Drukfouten en vzrgissingen in rapport V. 1252. Beide fouten zijn bij de samenstelling van tabel 
.Ondanks de zorgvuldigheid. welke is ,betracht . 4 van dit vervolg op V.1252-vanzeIfsprekend ge- 

. ',bij de uitwefking der in. rapport V.1252 opgenomen corrigeerd. 
theorie. is gebleken .dati sommige uitkomsten nog 

. .  

. .  

. 

.. . 
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Report V. 1304. 

T h e  calculation of the critical sped with respect to flutter 
- 

* - of airplme'wings 11. 

Summary. 

Parts 03 to 07 contain the'desc:iption.of'a method to find 
a first approximation for the critical flutter-speed of the 
mechanical system. formed by the fwlage. wings and aile- 
ION of an airplane. This method shodd have the most 
general base, suitable for practical application. The deforma- 
tions of the wing accounted for are bending and torrion, 
those of the aileron a deflection of the aileron as a whole 
and aileron;torsion. The fuselage is treated as a rigid body. 
The aerodynamic forces on wing and aileron are .derived 
from the ,,two-di,mensional theory" of Kiissner and Schwarz 
(Der schwingende Fliigel mit aerodynainisch ausgeglichenem 
Ruder, Luftfahrtforschung Bd. 17-1940 page 337); using the 
wGIlknown hypothesis of ..strips without induction". thus 
considering the 'flow around every strip of a wing wkh 
finite aspect-ratio 'to be .two-dimensional. T h e  induction- 
effect and the compressibilityeffect are therefore neglected. 

The starting point is formed by the equations Of motion 
of the system. based on 'the assumptions stated above. These 
equations can be rearranged in the case of symmetrical vibra- 
tions to the set (39)-(43) and in the case of.antisymmetrical 
vibrations to (47)-(50). They are made suitable for numeri- 
cal evaluation by a,reductiqn on the Galerkin Fthod. It is 
assumed. that t6 that purpose the deformations may be 
approximated by a scheme of 4he type ( 5 2 ) .  

In this way the.set of at most 5 ordinary lineair equations 
given in nr. 05.6.I.San be obtained applying to symmetrical 
vibrations and the set of 4 or less equations'of nr. 05.6.2 

. applying to antisymmetrical vibrations. From these equations 
the critical vibrations can be determined with the desired 
acc&acy. Part 7 contains a short survey of the methods for 
obtaining this solution. 

With the intention tp facilitate the numerical calculation 
of the coefficients of the ,linear equations quoted above. 
'parts 05.6 and 06.3 contain Mi lirts of the formulae involved. 

. Moreover aile numericai abstricts from the aerodynamical 
theory are collected in the tables 3 and 4 in,such a way. that 
,a direct substitution in the basic equations i s  possible. 

Part 8 contains an examinatio? of the problem how to 
.fmd a inore accurate solution for the flutter-vibration. if 
a first approximation i s  available. The proposition, made in 
part 8. should give the desired result, provided the proces 
of iteration, implicated in it ,  tonverges It was not yet 

' possibile to investigate fully the conditions for convergence 
in this report. 

These more accurate calculationb take account of the 
variation of the phase of the critical vibration along the 
span of the wing. neglected in  the first approximation. This 
involver a mathematical complication leading to extremely 
elaborate numerical calculations. if the Gaierkin reduction 
method is still to be used. This difficulty can be avoided 
when making use of a generalisation of the Galerkin process, 
'develqped in' part 09.1. The method of calculation based 
hereon. fuiiy adapted to an iterative treatment of the flutter- 
problem. is described in part 09, again' in a form especially 
prepared for numerical elaboration. Finally the appendix 

. contains some propositions on the determination of the 
wingstiffnes from eiperimental investigations of the modes 
of vibration. . . 

I ' 

' 

, 

' 

' ., 
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Die Berechnung der kritischen Geschwindigkeit fiir 
Platterschu&p" cines Plugzeugfl(igels 11. 

Zusammenfassung. 

. .  

In den Abschnitten 03 bis 07 ist die Berechnung einer 
ersten Niherung fhr die kritischen Schwingungen cines 
Rumpf-Fliigel-Querrudersy~t~m~ in einer fiir numerische 
Auswertung geeigneten allgemeinen Fassung dargestellt. Die 
in die. Rechnung eingefiihrten Form%nderungeh des Fliigels 
sind Biegllng und Torsion: die des Ruders zunichst ein Aus- 
schlag des ganzen Ruders und weiter Rudkr-Torsion. Dei 
Rumpf wird a15 vdllig starre5 Gebilde betrachtet. 

Die Luftkrsfte auf Fliigel und Ruder werden gemasz der 
Theorie von .Kiissner und Schwarr (Der schwingende Fliigel 
'mit aerodfnamisch ausgeglichenem Ruder. Luftfahrtforschung . 
Bd. 17-1940-S. 337) in die Rechnung eingefiihrt. indem man 
den Fliigel in Streifen kil t  und fiir, jeden Streifen ,die ebene 
T,heorie anwendet. ,Der Einflusr der Induktian un,d der 
Kompressibilitritseff~kt werden demnach vernachlassigt. 

Die Berechnung knirpft an den in obenerwshnten Rahmen 
ak exakt zu betrachtenden Bewegungsgleiohungen des Syste- 
mes an. Die= Gleichungen lassen sich fiir symmetrische 
Schwingungen zu (39) bis .(43) umformen und fiir antisym- 
metrische Schwingungen zu (47) bis (50). Diese Gleichungs- 
systeme werden zur numerischen Behandlung nach dem 
Galerkinschen Verfahren reduziert. Es w i d  angenammen:. 
dasr die dabei einrufiihrenden Formsnderungen sich in der 
Form (52)'darstellen lassen. ' 

In dieser Weise wird fiir symmetrisehc S,chwingungen 
achliesdich das in Nr. 05.6.1 anieschriebene System von 
hdchstens 5 grwdhnlichen linemen Gleichungen 'erhalten und 
fiir antisymmetrische Schwingungen das System von hdch- 
stens 4 Gleichungen dieser Art ,der Nr. 05.6.2. Dies  Gleichun- 
gen bestimmen die kritische Schwingung in der erstrebten 
Amsherung. Im Abschnitt 7 ist kurz zusammengefaszt 
worden, wie diese Gleichungen ausgewertet werden sollen. 

In den Abschnitten 05.6 und 06.3 wurde speriell versucht 
die numerische Ausrechnung der Koeffizienten der obener- 
wshnten, Gleichungen m6glichst zu erieichtern. Deshalb wur- 
den ai!e dazi  zu venvendenden Formeln in voilstindiger . 
Fassung ausgeschrieben. Weiter sind . d e  Zahlen aus d:r 
'Theorie der Luftkrsfte in der Form, in der sie schiieszlich in 

.die Formeln eingehen, in den Tafeln 3 und 4 zusammen- 

Anschlieszen,d wird im Abschnitt 8 ein Verfahren be- 
schriebben. das cine verhesserte Berechnung einer kritischen 
Schwingung gestattet. wenn m e w  eine (anfknglich ..erste") 
Ntiherung bekannt ist. Diese ,Methode setzt jedoch voraus. 
dasz das sich daraus wgebendme Iterationsverfahren konver- 
giert. Diese 'Frage konnte im vorliegenden Bericht noch nich: 
mdgiiltig geklart werden. 

Bei der verbesserten Berechnung wird die beim ersten 
Schritt . vernachliissigte Aenderung der Schwingungsphase 
iiber ,die Fliigelhreite in 'der Rechnung beriicksichtigt. Daraus 
ergibt sich eine mathematische ,Kamplikation, die die Anwen- 
dung der Galerkinschen Reduktion der Bewegungsgleichungen 
unmdglich macht, wenn man sehr zritraubrnje Bizif!e:ungen 
vermeiden will. Es konnte jedoch im, Abschnitt 09.1 eine Art 
generalisiejter Galerkinscher ,Methode angegeben werden. die 
auch in diesem Fdie brauchbar Meibt. 'Die Vorteiie des Gaier- 
kinpchen Verfahrens solien dabei mbglichst gut erhalten 
bleiben. Die auf der generalisierten Reduktionsmethode a d -  
gebaute und auch weiterhin vdllig beim Itergionsprozedur 
angepaste Fiatterrechnung ist - wieder in einer. Form. die 
eine Anwendun0 mdglichrt erleichtern soil - i m  Abschnitt 

. 

gefasrt. 

" .  
09 dargestellt. 
-' *Der Anhang enthclt zum Schlusz einige Hinweise fiir die 

Ableitung der Steifigkeitsverteilung des Fliigels aus experi- 
mentell bestimmten Eigensch~i~gung5formen: 

. .  

. .  
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,Kinematografiskhe bepaling van den-stapd en de plaats van een 

vliegtuig -.ais .'functie van den tijd met behulp van 
een enkele camera op 'den grond 

, 
I .  

. .  . 

', I 
. .  

/ - 
' door 

' I  .. . 
. .  Di. J .  A. KOK en Th. J. BURGERHOUT. ' 

c.. . .  
. .  

Ovqzicht. - .  .. ' . --. . .  

In dit rapport wordt een qethode beachreven volgens welke de stand en ,de plaats vaq een vliegtrrlg als functie 
van den tijd met behulp van'Cen speciaal v w r  dit,doel vervaardigde. op den. grand opgestelde filmcamera worden 
bepaald. Deze kinematogafische meetmethcde ' i s d d r  het N.L.L. onhvikkeld met het doel haar toe te passen op 
~niet-stationmire .vluchten. 'waarbij .verschiLlende' grootheden met. &' thins .ten dienste staande in het yliegtuig te 
gebruiken meetinstrumenten in het geheel qiet of onvoldoende nauwkeurig kunnen worden gemeten. . De speciale uitrusting van de filmcamera wordt bespraken..&w-moet de camera voorden zijn van een, inrichting. 
maardoor bij elk filmbeeld, de stand GahZd6 camera en het t i j ~ i ~ v a n ' o p n a m e  worden vastgelegd. 
De afstand van het vliegtuig tot de.Camera en de stand yanhet vliegtuig'ten opzichte van het filmvlak worden 
beiekend'aan de hand van uit h6t filmbeeld op te meten grppllieden. Uit de richting. waarin werd gefilmd. .wo;dt 
da i  de stand van het vliegtuig :en opdchte van een .v+t assenstelsel gevonden. Er zijn eenige nomogrammen ge- 
constrwerd, welke de berekeningen- zooveel moggdijk .beperken. AIS voorbeeld rijn de resultaten van e d g e  van 
den grond af gefilmde kunshrluchten m+egedegld.' De nauwkeurigheid. die volgens de kinematografische meet- 
methode kan worden bereikt. wordt aan de ,p$;?ten van proeven 'met een vliegtuigmodel getoe!st. Tenslotte 
worden dqmogelijke fouten en hun invlwd op .de resultaten besproken. 

. 

' 

- .  

Indeeling. . .  
01 Inleiding. 
02 Definitie van den stand en de h a t s  va; het vlie'qtdq. _ .  ~~ 

, 02.1 

02.2 
Fotografische opname van het vliegtuig. 
03.1 Hpafdtrekken'van het filmapparaat. . . 
03.2 Afbeelding "an het vliegtuig op de film. 

04' iBeiekening van den stand en de plaats van het vliegtuig. 
04.1 Bw5keniag YZZ den stand t.n.v. het filmasen; 

04.2 Berekening van den stand t.0.v. het aardassen- 
stelsel. . .  

04.3 .:Berekening 'van de plaats t.0.v. het aardassen- 

Stand en plaats vm+t vliegtuig t.0.v. het aard- 
arsenstelsel. . .  
Stand van het vliegtuig t.0.v. het filmass?nstelxl. 

\ 

03 

stelsel. - , - 

. .  1 

I 
09 Bespreking van proeven met een 'vliegtuigmodel. uitge- 

voerd ter twtsing van de kinmatografische meet- 
methode. 

10 Bespreking van de fouten. die in de eindresultaten kun- 
nen optreden. 
10.1 Bespreking van de verschillende factoren, die fou- 

ten kunnen verwnaken. 
S0.2 lnvloed van de fouten op de standsbepaling van 

het vliegtuig. 
10.3 Invloed van de fouten op de plaakbepaling van 

het vliegtuig. 
11 Notaties. 
12 Literatuurupgyavr. 

Tabellen 1. 

. .. 

' Figuren 1 tlm 24.. ' 

01 Inleiding. . .  
Srelsel. 

" 05' .Hulpmiddelen ter bekortinq van' de in 04 gegeven be: Voor de  studie van de vlieqeiqenschamen is het 
.. . . 'reke:ningen. ..' 

' . : I . met ljehulp. van em-grafiek. 

. 
05,'1"-Bepaling van de" stand ,t.o.v. her fiimasaensielael 

05:2 Bepaling- van .den stand t.0.v. het aardassenstelsel 
. .- . . met behuip van een nomogram. , , 
C6. Bepaling van correctie.s welke moeten wdrden aange- 

iebkcht, indien aan de in 04 gemaakte veronderstel- 
lings" niet is voldaan. 

06.2 -.De projectie der meetassen van de camera. hit'is 

ffi.3 Het snijpunt van  de meetassen ligi niet in de 

1 . 
, 06.1 De meetassen snijden eikaar niet. 
. .  

' 

. , . . d e !  loodrecht maar centraal. 

. 

_ _  .. 
noodig metingen. ui t  te voeren omtrent vliegtuig- 
bewegingen. In de eerste plaats moeten daarbij de 

:'baan van' het zwaartepunt van het vliegtuig e p  dc 
stand van het vliegtuig op ieder oogenblik tijdens 
het doorloopen van die baan worden vastgelegd. 

Wannker het stationnaire. vluchten betieft, of 

weging Karakteristieke grootheden niet '.of slechts 
weinig met den tijd veranderen;kan men de ge- 
vraaqde gegevens verkriiqen door het uitvoeren 

. . 

niet-stationnaire vluchten, waarbij ,de voor de' be- ./ 

van metingen in het vliegtGg met ,de tot nu toe ge- 
.07 Bepalinp van den stand van een niet met de rompas brujke]jjke meetinstrumenten. &, v]uchten waarbjj samenvallende a3 in. het symmetrievlak van het vljeg- 

Wig. , ' . .  snelle en groote veranderingen van den stand, de 
08 Reprodudes van de bewegingen van het vlifgtuig. vliegsnelheden en de bewegingsrichting optreden. 

I 
. .  

, optische as v& de camera. 
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bv. bij kunstvluchten of plotselinge verstoringen 
van de normale viucht. zooals het uitvallen van een 
motor, is:dit niet meer mogelijk. 

In dit rapport wordt nu een door het N.L.L. ont-- 
wikkelde methode :beschreven, in het vervolg 
kinhniatografiscke meetmethode gen'oemd. volgens 
welke ook. in deze gevallen de stand en de  plaats 
van een vliegtuig als fun,ctie van den tijd worden 
bepaald. Hiertoe wordt he! vliegtuig met een spe- 
ciaal voor dit doe1 ontworpen camera (,;kunst- 
vluchtencamera" ) , voorzient van een telelens, van 
d'en grond af gefilmd. Deze camera dient ?oorzien 
te zijn van een inrichting, waardoor de richting van.,, 
de optische as en  ,bet .tijdstip van opname op  het 
filmbeeldm worden vastgelegd. Men kan nu, zooals 
in het vervolg wordt beschrev,en, uit elk tilmheeld 
den stand en d'e plaats van het vliegtuig bepalen. 
De opeenvolgende plaatsen gevende baan van het 
vliegtui'g. D,wr combinatie der opeenvolgende op- 
namen ,kunnen ,dan verder de translatie- en rotatie- 
snelkeden en daaruit ,even.tueel de uersnellingen en 
'de slip- en inualskoeken wonden bepaald. De 

' . methoden, die hierbij kunnen worden gevolgd, Zul- 
len in het N.L.L.-rapport V. 1229 worden be- 
handeld. 

De bij het".L.L. in gebruik zijnae filmmethode 
ter verkrij#gin,g van gegevens omtrent ,stait en lan- 
dingen, zooals start- en Iand'ingdengte, snelheid. 

' . hij-loskomen en bij.landen, enz. is een,bijzonder 
geval van de kinematografische meetmethode. De ' 
gunstige ervaiingen, welke het N.L.L. met deze 
filmmethode heeft opgedaan, hebben mede tot de 
verdere ontwikkeling van,  de. kinematografische 
meetmethode geleid. 

-Wanneer in het vliegtuig een -automatische 
waarnemer (zie lit. 10) is aangebracht, kan men 
niet behulp hiervan gegevens omtrent de roerstan- 
den, de werking van den motor (bv. toerental en 

' inlaatdruk) en andere, niet.door de  kunstvlncbten- 
camera vast te leggen grootheden ,verkrijgen. Zijn 
de borloges van deze camera en van.,den automa- 
tischen waarnemer nauwkeurig gesynchroniseerd, 
d,an' ,kan men hue  gegevens coiirdineeren. Men 
verkrijgt op d.eze wijze een zoo volledig mogelijk 
.inzicht in het gadreg van 'het vliegtuig on,der de 
besihouq.de omstandigheden.' 
. In den automatischen waarnemer kunnen even- 
eens imtrumenten ingebouwd zijn, die grootheden 
bepalen, welke men ook uit- de  filmopnamen met 
de kunstvluchtencamera kan. berekenen. Het is dan. 
mogelijk de resultaten van beide methoden te ver- 

aanwijzingen van verschillende instrumenten bij 
'niet-stationnaire vluckt niet altijd 'volkomen be- 
trouwbaar zijn. De aanwijzingen kunnen .beinmloed 
worden d w r  versnellingen. Ook ,bezitten verschil- 
lend,e instrumenten een - bij elk instrument weer 
andere - traagheid, roodat hun aanwijzingen niet 
overeenkomen met dten war?" toestand, op  het 
oogenblik van opname. Drukmeters (snelheid&- 
meters, hGgtemeters) gwen slechts een bruibbare 
sanwijzing. wanneer .z$ den druk meten in een 
ongestoorden luchtstroom. hetgeen 'bij vliegproeven 
.als hier bedoeld niet altijd' he verwezenlijken iS..Bij 
gelijktijdige toepassing van :Wde meetmethoden 
kan, men dus tevens de  eigenscbappen van vliegi, 

' 

. .  

' 

, gelijken. Men idien,t hierbij te 'bedenken, dat de 

~ 

. .  \. 

tuiginstrumenten. tijdens de vlucht ond,erzoeken. 
An'dere nadeelen. die aan het uitsluitend gebruik 
van meetins'trumenten in het vliegtuig zijn- verbon- 
:den. zijn dat niet altijd alle gewenschte instrumen- 
:ten wegens hun gewicht. de beschikbare plaats- 
.ruimte of veiligheidseischen (bv. het gebruik van 
d e  onder het vliegtuig gesleepte statische buis in 
duikvlucht) kunnen'worden aangebracht en dat de 
baan slechts stap voor stap uit de opeenvolgende 
waarnimingen kan worden berekend. 

,Bij de. filmopn'amen 'met 'de kunstvluchtencamera 
vervallen deze moeilijkheden, daar hierbij ,Been 
vliegtuigihstrumenten wonden gebruikt. Hiertegen- 
over staat, dat hooge eischen.aan d,e afbeelding 
van het .vliegtuig 'moeten worden gesteld en dat in 
het algemeen de  uitwerking der waarnemingen, 
meer tijd eischt. Snelheden en versnellingen wor- 

.den. met behulp van raaklijnen aan. gestrookte . . 
..;krommen verkregen, zoodat men ,d,eze grootheden 

alleen kan bepalen, indien de opeenvolgenNd,e.stan- 
den en plaatsen van,het vliegtuig nauwkeurig .en 
met voldoende kleine tijdsintervallen bekend zijn. 
Men verkrijgt verder de baan van het vliegtuig 
en ,de vliegsnelheid t.0.v. d+n grond, zoodat men 
de grootte e n d e  richting van de, windsmelheid op 
,vlieghoo'gte mmoet kennen. ,teneillrde de baan en  de 
snelheid van het vliegtuig 't.0.v: d e  lucht te kunnen 
berekenen. 
- Do& verscheiden'e' oderzoekers zijn, reeds me-. .. 
thoden ontwikkeld om met een of meer onafhanke- 
lijk van 'het vliegtuig opgeste1,de. filmcamera's ge- 
gevens omtrent de bewegingen van-  het vliegtuig .. - 
te .verkrijgen; deze metboden. wenden echter niet 
voldoende uitgewerkt om zonder meer bwredigen- 
,de resultaten te bereiken (lit. 1 t/m 8, 12 en 13). 

De stand en 'de.plaats van het vliegtuig worden 
vastgelegd door d,en stan8d en de plaats van twee 
.onderling loodrechte assen. .gaande #door op het 

, vliegtnig geschilderde merkteekens. Deze assen , 

word,en in :het vervolg meetassen genoemd. Onder . 
02 worden de hoeken en afstanden, waarmede men 
den stand en ,de plaats van de meetassen ,kan vast- 
leggen, gedefinieerd. * ' 

O m  d,e vitwerking van de  metingen'mogelijk te 
maken en  eenvoudig te ,houden, moet 'd'e con- 
structie van de kunstvluchtencamera aan verschil- 
,lende voorwaarden, die onder 03.1 worden be- 
handeld. voldoen. 

Onder 03.2 worden de afheeld,ing van bet vlieg- 
tuig op de film en de grootheden, #die in. het film-. 
beeld moeten worden opgemeten, besproEen. 

den s'tand en in 04.3 van de plaats van het 
vliegtuig t.0.v. he t  in 02.1 gedefinieerde aardassen- 
stelse1 uit de opmetinsgen van'het filmbee1,d ge- 
geven, .nadat eenige veronderstellingen zijn ge: 
maakt. waarvan de  voornaamste is, dat 'de optische 
as van de camera door het snijpuntt d.er meetassen 
gaat. De 2berekening van. den .stand t.0.v. ,bet aard- 
assenstelsel geschiedt met 'een tusschenstap in 04.1, 
waarin de stand. t,o.v. her in 02.2 gedefinieerde 
filmassenstelsel. wordt bepaald. In 05 worden de ,. 
cgnstructie en het gebruik van een. grafiek en 
eenige nomogrammen behand,eld. die in plaats van 
de in 04 gegeven formules kunnen worden gebruikt 

, ' 

. 

. 

Hierna wordt onder 04.2 de berekening van ' J 

' . 

, 

, .  . 
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en waardoor de uitwerking aanzienlijk wordt be- 
kor t. 

Indien niet aan een van de in 04 gemaakte ver- 
onderstellingen is voldaan, kuinen correcties wor- 

d e n  aangebracht, die in .06 worden afgeleid. Het 
blijkt, dat in het algemeen alleen correcties behoe- 
ven te worden aangebracht voor het geval, dat de 
optische as van de camera. niet d w r  het snijpunt 
van de  meetassen gaat; ,de overige correcties zijn 
meestal. kleiner dan de meetnauwkeurigheid., De 
aan te 'brengen correcties kunnen gemakkelijk met 

Men zal in .het algemeen niet de langsas zelf of 
. een lijn evenwijdig ermee als meetas kunnen kie- 

Zen. In 07 wordt daarom een methode aangegeven. 
waarmede men. den stand van een as, bv. de langs- 
as in het symmetrievlak, ui t  den stand van de meet- 
assen kan, bepalen, indien men den hoek ervan met 
de in het symmetrievlak gele,gen meetas ,kent. 

In 08 worden eenige methoden aangegeven vol- 
gens welke men de.opeenvolgende berekende stan-. 
den'en de baan, van her vliegtuig aanschouwelijk 
kan voorstellen. , T e r  illustratie zijn de resultaten 
van een aantal volgens de kinematografische 

.. 

. . een.nomogram worden bepaald. 

Teneinde er zeker van te zijn, dat men bij het- 
.aflezen' van de film de metingen steeds betrekt op 
de ineetassen van' 'het vliegtuig, di.ent men deze 
'assen uitwendig op het vliegtuig aan te geven door 
aan de uitehden van romp en vleugel merkteekens 
aan te brengen. De voonvaarden, waaraan deze 
merkteekens moeten voldsen, wonden besproken 

.in 10.1. 
De meetassen en hun positieve richtingen wor-. 

den bij voorkeur zoo gekozen. dat zij evenwijdig 
zijn met de in lit. 11 gedefinieerde langsas en 
dwarsas van her v1iegtuig:Dit zal in het algemeen , 

. we1 mogelijk zijn bij de  dwarsas: d e  merkteekens 
op den romp zul,len echter meestal niet-in een lijn 
evenwijdig met de lan,gsas kunnel; worden aange- 
bracht. De meetassen worden in h,et vervoig romp- 
as  of x-as ervleugelas of y-as genoemd. De vleu- 
gelas staat dus loodrecht op het symmetrievlak 
van het vliegtuig en 'd,e rompas is in dit vl,ak ge-' 
iegen. In overeenstemminmg met lit. 1 1  word: ,de 
richting van ,de rompas positief genomen van den 
staart naar'd,en neus van het vliegtuig en >d'e rich- 
'ting van de vleugelas positief van BB naar .SB 
(zie ook fig. 21).  

I 

meetmethode waargenomen en uitgewerkte kunst- 
vluchten: uitgezet volgens de verschillende repro- 
ductiemethoden. medegedeeld. De metingen van 
'deze kunstvluchten zijn uitgevoerd met een proef- 
camera volgens het onder 03.1 beschreven principe. 

De nauwkeurigheid van d.e methode werd ge- 
*toetst door met de proefcamera een modelvliegtuig 

'. te filmen. waarvan,.de starid nauwkeurig bekend 
was en dat op zoodanigen afstand van de camera 
was geplaatst, dat d,e afbeelding op de  film van 
dezelfde grootte was als bij de.  uitvoering van 
werkelijke metingen normaal ,het geval zal zijn. Ue 
resultaten zijn in 09 besproken. De nauwkeurig- 
heid van de metingen bleek .zeei bevredigend te 
zijn. 

Bij de  onder 10 gegeven beschouwing, van de. 
. factoren, ,die van invloed zijn op de resultaten 

blijkt. dat vooral' de beweging van 'het .vliegtuig 
t.0.v. d,e optische as tijdens den helichtingstijd een' 
groote rol 'kan .spelen. 

Tenslotte zijn in 11 de in, dit rapport gebruikte 
nota,ties samengevat en is in 12 een literatuurlijst 
gegeven. 

02 Definitie van den stand en de plaats van het 
vliegtuig. 

02.1 Stand en plaats van het vliegtuig tL0.v. het 
' aardassenstelsel. 

De stan8d en ,de plaats van het vliegtuig zijn vol- 
komen Lfepaald door den stand en de plaats van 
.twee onderling loodrechte, vast aan he! vliegtuig 
verbonden assen. de  meetassen, .ten opzichte van 

~ een rechthoekig assenstelsel, het aardassenstelsel, 
. waarvan de oorsprong 0 in het optisch middelpunt 

van het camera-objectief ligt' en waarvan de 
Xr-as horizontaal naar het Noorden. de Ywas 
horizontaal naar het Oosten. en de Zk-as vkrti- 
caal naar bbven is gericht. Met nadruk wordt 
er op gewezen. dat  het loodrecht op elkaar staan 
van de meetassen een absolute voorwaarde. bij 
de in dit rapport gevolgde methode is. 

. .  - 

' 

Dc stand van een meetas t.0.v. het aardassen- . I  
stelsel is vastgelegd door de elevatie en het azimuth 
van die as t.0.v. het aardassenstelsel. De eleuatie 19 
van de  rompas is de hoek; die de positieve 
rompas of x-as met het grondvlak (XrOYx-vlak) 
van het aardassenstelsel maakt. Deze hoek wordt 
tusschen -?On en +90" gemeten en positief 
gerekend, wanneer de positieve rompas naar bo- 
ven is gericht. Het azimuth y van de  rompas 
is de hoek, die de projectie van die as  op het 
grondvlak maakt met de  Xr-as van het aardassen- 
stelsel. Deze hoek wordt van 0" tot 360° geteld 
van de  Xi-as af in d e  richting van Noord naar 

van de rompas. 

(y-as) worden nagenoeg op deielfde wijze gede- 
finieerd ais de overeenkomsti,ge hoeken- bij de 
rompas. Het e-enfige verschil is, dat de el'evatie van 
de vleugelas positief wordt genekend inldien het 
positieve deel (SB-vleugelas) ervan naar beneden 
is gericht. ' , 
. Deze.definities zijn zoo gekozen. dat  indien de 
rompas en . d e  vleugelas met de langsas 'en de 
dwarsas .emenvallen, de elevatie en het azimuth 
van de rompas en de  elevatie van de vleugelas 
identiek worden met resp. de langshelling, de koers . 
en de dwarshelling van het vliegtuig: 

Uit symmetrie-overwegingen zal in het  vervolg 
bij de berekeningen steeds de  stand van de vleugel; 
as  worden vastgelegd door de elevat iey en het 
azimuth 6 van het negafieue deel van die as, 
de ( -  y )  of BB-vleugelas. Hierbij worden deze 
hoeken op precies dezelfde wijze gedefinieerd . 
als de overeenkomstige hoeken van de rompas. 
Men vervange daar dus .,positieve rompas" door 
..negatieve vleugelas". Bij beide stelsels definities, 
.blijft de grootte van y,, ook wat.teeken betreft; 
hetzelfde. terwijl d = &  180°. " 

Aan de bovengenoemde hoeken kunnen' nog 
worden toegevoegd de  elevatie'v en het azimuth T 

I 
l 
I 
I 

Oost tot de projectie van de positieve richting. , 

D e  elevatieAy, en het,azjmuth A van ds vleugelas ., x' p: . 
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sel of' door de poolcdordinaten r. A' en  E'. resp. 
de afstand van het vliegtuig tot de  camera, het 
azimubh en de elevatie van ,d'e 'lijn .camera-vliegtuig 
!zie fig. 2. waarin men A en E door A' en E' verr 
vangen moe: denken). . 

Fig. 2. Plaats,van het vliegtuig ten opzichte vin het 
aardassenstelsel. 

. .  I 

1 en y de elevaties resp. van di.rompas, (+x)-as .  

de azimuths van deze'assen ten opzichte-van 
het filmassenstelsel voorstellen. Deze hoeken wor- 
den op dezelfde wijze gedefinieerd als de over- 

' .  eenkomstige hoeken van de meetassen ten opzichte 
van het aardassenstelsel. De elevaties zijn dus 
positief, indien de voorzijde van het vliegtuig 
resp. de BB-vleugel van de camera af zijn ge- 
richt. . .  

, en de negatieve vleugelas. (-.y:)-as, en n en 

. .  

. .  

. . .  

'Indien de meetassen dkaar niet snijd'en. ziju de. 
resultaten die men verkrijgt m,et de formdes, ge- 
baseerdm op .de aanname dat de meetassen elkaar 
we1 snijden. in het algemeen voldoende nauw- 
keurig'(zie 06.1): 

02.2 Stand van het vliegtuig ten opzichte van bet 
filmassenstelsel. 

Bij het uitwerken der metingen is het noo'd- 
zakelijk, eerst ,den stand van d e .  meetassen ten 
opzichte van eeh assenstelsel - het filmassen- 
stelsel (t,  7 . 5 )  2, dat  vast met het filmvlak is 
verbonden. af te leiden. De oorsprong- ligt. in 
het snijpunt van de, optische as  van de camera 
met het .'filmvlak en valt dus piactisch samen 
met den oorsprong 0 van het aardassenstelsel. 
De 6-as valt samen met de optische as  van de 
camera en is naar voren gericht. de  (-as valt 
samen met de horizontale lijn in het filmvlak 
en de 7-as staat loodrecht op  de 6- en [-assen eh 
ligt dus eveneens in het filmvlak. De positieve 
richtingen van de [-'en 7-assen worden zoodanig 
gekozen dat,. als A en E het azimuth en de  
elevatie van de optische as van de camera z;;n, 
het filmassenstelsel met het aardassenstelsel, sa- 
.menvalt, wanneer men de camera om d e  (-as over 
een hoek 90" - -E ' .naar  hoven en dan om de 
(-as- over een hoek. A + 90° in de richting van 
Oost naar Noord draait (zie fig. I ,  waarin het 
filmvlak door het ermee evenwijdige vlak V door 
het snijpunt van de meetassen is verva,ngen). 

De stand-van het vliegtuig ten opzichte van 
het filmassenstelsel wordt volkomen.bepaald door 
de hoeken i en a. o, en B (zie-fia. 1 en 3 ) .  van welke ' 

, .  , , . .  . .  
03 Fotografische opname v a i  het 'vliegtuig. ' '  

03.1 Hoofdtrekken van het filmapparaat. 
De camera, waarmee "het vliegtuig wordt ge- 

f,ilmd is in princip..een normale filmcamera, doch 
moet voor het gestelde -#doel aan 'de  volgende 
eischen voldoen: 
l e  De camera. moet, teneinde het vliegtuig te 
. 'lkunnen . volgen, om een horizontale, en' e m  

2e De e1evatie.E en het azimuth 4 van de  optisclie 
as van de camera d,ienen lbij elk filmbeeldje 
hek'end ite zijn. Deze hoeken, die op dezelfde 
wijze worden- Ng'd'efinieerd als de overeen- 
komsbige (hoeken van de rompas ten opzichte 
van ihet, aardassenstelsel. geven, tevens de, 
draaiincgshoeken van de camera 'aan. Dom' een 
aan' de camera aangahrachte inrichting, die 
deze draaiingshoeken meet, kunnen dus E en  
A -worden bepaald. Hieibij wordt de 'opti- 
s&e as van, de camera positief gerekend nlaar 
het vliegtuig toe en is dus identiek met d'e <-as. 

' 

verticale as draaibaar zijn. . . .  

,.-. __I . ~ 

I I * ,  - 7 1  . .  
, .  

I 
i 

. t . '  

Foto N.L.L. 
Reproductie van een fil&eld, apgenomen met de Fig. 3. 

N.L.L.-proefcamera. , 

I 

. .  .. . 
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H& tijdsfip van .opname moet bij ekk film- 
'beel,dje bekend zijn. Er dien.t &IS tevens een 
horl,oge 'te worden medegefilmd,. .In fig. 3 ziet 
men een ' filmopnanie akebeeld, waarop de 
onder 2'e en 3e bedoeld!e instrumenten mede 
zijn .afgebeeld. Eem gedeelte van ,bet beeld- 
venster word,t door deze instrumenten inge- 
n8omen. ,terwijl het overige d,eel voor de  afbeel- 
ding van het vliegtuig is ibestemd. 

Opdat er steeds een vaste' horizontale lijn 
in fhet fiilmvliak aanwezig is. dient ervoor ge- 
zorgd be worden. dat Ibv. de onderkant van het 
[ilmvenster horizontaal is geriaht. 

vliegtuig op een afstand van enkele honderden tot 
duizenden meters goed kan worden. gevolgd en 
voldoen,d groote afbeeldingen levert. Een foto van 
deze proefcameia vindt men in fig. 4. 

I,n plaats van de--camera om een .horizonbale as 
draaibaar te maken kan men een om een h,orizon- 
'balle as draaibaren spiegel voor het objectief aan- 
brengen. 'Dere method'e kan vooral van belang zijn , , 
bij zware cameratypen. Een dergelijke camera 
wordt thans door sh,et N.L.L. ontwi'kkeld. ,De 
meuh'odme van. uitweikimg van de opnamen on,der- ' .  
gaat 'dan gerimge wijzigingen. die in 03.2.2 worden 
be'sproken. 

Fig. 4. N.L.L.-procfcamera. . Foio N.L.L. . 

5e De opfiscke as van de camera moet 'het ,beeld- 
veld, dat bestemd is 'vwr  het vliegtuig. in het 
midde1,punt looqrecht snijden., Dit is in fig. 3 
het snijpunt van de [- en ?-assen. 

De brandpuntsajsfand van het objectief van 
de camera moet zoodanig worden. rgekozen. 
d#t een compromis wordt mgevormd tusschen, 
twee tegenstrijd,ige eischen, Eenerzijds moet 

' , deze brandpuntsafstand nl. zoo groot zijn, dat 
het filmbeeld niet te klein wordt. walardwr 
nauwkeurige opmeting onmogelijk zou zijn: 
adderzijds 'mag h,ij niet t,e groot zijn, daar 
anders het beeldveld te ,klein woadthaardoor  
ihet vdgen van 'bet vliegtuig te zeer zou ‘war; 
,den bemoeilijkt. . . 

Teneinde de verschillende vraagstukken die 
zich bij de fotografische opnamen van kunstvluch- 
ten voordoen te kunnen .bestudeeren, werd, door 
het N.L.L. Ben proefcamera geconstrueerd, waar- 
mede wrsabeid,ene kunstvluchten w e d e n  ,gefilmd: 
Deze camera heeft een objecti,ef ,met een brand- 
puntsafstand van 422 mm: het beeldveld bedraagt 
bij een fil'mformaat van 18 X 24 mm in graden 
uitgedrukt 2.1bij 3. Bij proefopnamen bleek, dat een 

, -  

6e 

i 

. .  . 

/ '  

03.2' 

03.2.1 Afbeelding zonder spiegel v m  bet objec- 

Het vliegtuig wordt van het optisch middel- 
punt 0 van het camera-objectief uit centraal ge- 
projecteerd'op het filmvlak. Bekijkt men dus de 
celluloid-rGde ,van d,e negatieve 6ilm. 'dan ziet men 
het vliegtuig, zooah men het ook in werkelijkheid 
zou waarnemen. Bekij,kt men ech'ter de emulsie- 
zijde van de  film, d#ah l ie t  men 'h'et vliegtuig in 
spiegefbeefd dgebeeld. W a t  men dus als BE-vleu- 
gel denkt te zien is in werkelijkbeid de SB-vleugel. 
In ihet vervolg zal steeds worden aangenomen, dat 
de metingen worden verricht op de emulsie-zijde 
van de negatieve film. In 03.2.2 word,t deze keuze 
nad,er toegelicht. 

In fig. 3 ziet men een fihopn'ame van een,vIieg- 
tuig.tij,dkns een kunstvlucht. De inerkteekens op 
het vliegtucig waren niet puntvormi'g en. voldws 
dus niet aan d e  in 10.1 gestelde voorwaarden. De 
horizon ligt bemeden ih'et filmvhk. .De €-as is dus 
in overeenstemming met 02.2 en  03.1 van 0 af 
evenwijddig met den ond'erkant van het filmvenster 
ho"zontaal naar )inks 'en de 7-as vertkaal naar 

Afbeelding van het vliegtuig op de film. 

tief van de camera. 
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boven ,gericht. De groo6heden. ,die uit md,e.film op- Is niet aan deze veronderstellingen voldaan. dan 
gemeten' moeten worden. zijn n,u de ,afstande,n a" , .moeten correcties op  d e  in dit hoofdstuk verkregen 
en  b" en de hoeken a en R.  De ifstanden a" en ' resultaten worden aangabracht. Deze . correcties 

De stan,d van het vliegtuig ten opziahte van, het 
. filmassenstelsel i s  bepaald door de  hoeken A. p, 
. a en 8. De hoeken a en  8 kunnen direct uit d e ,  

. afbeelding van het vliegtuig worden afgelezen. ' 
.De hoeken A en m kunnen OD het 'teeken na 

worden in 06 besproken. . . , 

worden bepaald uit de waard; 

b" zijn de ,lengten van d,e projecties van, de  lijnen 
tusschen d'e merkteekens op resp. de  rompas en 
de deugelas van ihet vliegtuig. D'e hoeken a en p 
worden gemeten van .de naar .links getichte 6-as 
af met,de 'wijzers van de klok mee tot de  voorzijde 
van de rompas resp..,de BB-vl,eugelas (die men als 
SB-vleugdas afgebeeld denkt te zien). De'hoeken' 
n en 1 zijn dus identiek met de gelijknamige in 02.2 
gedefinieede hoeksn. M i e n  het snijpunt van de 
meetassen niet in 'de optisahe 'as van de  ,camera 
valt, moeten ,bovenidien eenige correcties worden 
aanjgebracht, die eveneens ui't opmeti'ng van de 
Mm worden bepaal'd. (zie 06.3). . 

In 04:l zal blijken, dat de.teekens van.2 en p niet 
met behulp van berdken,ingen ,kunnen. worden ge- 
vonden. Men zal minstens i k n  van d'eze teekens uit 
diecte  aanschouwing van d,e. film moeten vinden. 

03.2.2 Afbeelding met een'spiegel voor bet objei- 
tief. 

Plaatst men een spiegel v w r  'het objecbief'van 
d e  camera: clan verkrijg,t men het spiegelbeeld van 
de  afbeeld,i'ng. )die men zou verkrijgen. 'indien geen 
;piegel was aangebracht. Men ziet ,dus op de 
emulsiezijde van de  negatieve film h,et vliegtuig, 
zooals men het visueel zou hebben waargenomen. 
Daar door her N.L.L. een -kunstvluchtencamera 
v&rzien van een spiegel 'voor het objecti,ef wqrdt 
ontwikkeld, is om deze reden in dit rapport'aange- 
nomen. dat d,C film op de  emulsiezijde wordt af- 
gelezen. 

De hoeken a en p worden dan gemeten van de 
nu Daar rechts gerichte &as af tegen de  wijzers 
van de klok in tot de voorzijde van de 'rompas resp. 
de  BB-vheugelas (die men nu inderdaad als BB- 
vleugelas tiet afgebeeld). De verdere uitwerking is 
geheel .anaIoog aan de uitwerking van het film- 
beeld, dat is verkregen zonder spiegel voor het ob- 
jectief van de camera.' 

04 ' Berekening vay den stand en de plaats van 

04.1 Berekening van.den stand ten opzichte van 
het filmassenstelsel. 

' 
Bij de in dit jhoofmdstuk uitgevwrde berekeningen 

'rullen de volgende veronderstellingen worden ge- 
maakt: 

I e De.meetassen snijden elkaar. 

' het vliegtuig; 

2e' Net snijpunt S van de meetassen ligt in de .  
optische as van de camera. ( D e  projectie s" 
van dit sriij,punt komt dus in het midden 0 
van het beeldvlak te liggen). 

Het vltiegtui,g is zoover van de  camera verwij-. 
id,erd,. dat de  centralme projectie van ihet vlieg- 
tuig uit lhet optisch middelpunt van de cagera 
op het vlak V dodr het snijpunt van .de meet- 

. assen evenwijdig .aan het filmvlak w k  als . 
loodrechte projectie mag worden beschouwd. 

' . 

3e 

a" b 
p=&Z;;:;* 

waarin a-en'b'de ware a fs taden  van de lijnen tus- : 
schen tde.menkteekess op 'den romp ESP. op den 
vleugel a" en de'projecties van deze afstan- 
den op het filmvlak voorstellen, en ui t  den hoek 
( a - 1 ) .  De waarden p en o-/J vormen'tezamen een 
maatstaf voor de  vervorming van de afbeelding 

a" a 
yari het vliegtuig. ,Is'b.v: p = l .  dan is F=;. b 
d.w.z de verhouding van de afstanden op romp 
en vleugel op de afbeelding is gelijk aan de  
werkelijke verhouding. Is a -,4=90°. dan worden 

hoek gezien. . ' . 

_. 

. .  de  genoemde lijnen op de film onder den juisten . .  

Men kan nu:aant&neI;. dat . ' . 

. . .  en . .e. 
t g i .  t g p =  - cos (a - 1). (3) .  

Dit is a ls  rolgt  in te den. 
In fig. ,5 is de stand van ten meetas ten opzichte van het . vlak V aangegeven. Uit .deze figuur volgt: 

en dus ook 
b' ' 

cosp,= c +  
w&in a' en b' d e  projecties van a en b op V zijn. . 

Hieruit volgr: , 

niwLbx ' c , \  .. Teekening N.L.L. 

Fig. 5. Projectie van e m  meetas op het lilmbeeld. 

\ 
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In, formule ( 1  1 ) is 8, het azim'uth van' de  (nega- 
tieve) vleugelas ten opzichte van de t-lijn, De 
hoek 8, kan worden berekend'uit : 

De plaats van ,h,et vliegtuig ten opzichte van 
het aardassenstelsel is ,nu bepaald door de pwl-  

. .co6rdinafen f ,  A en E. Hieruit ,volgen de Carte- I 

sische coordinaten x k .  91 en zk van 'het v1iegtui.g 
ten opzichte van het aardassenstelsel met  bahulp ' tg cp cos E., - . 

( I 2 )  
. van de formules (zie fig. 2) :  

. .  tg 8,= tg b sin E - 
C O S B '  . 

Rij 'de herekening bedenke men. ,da t  

'.- 9Oo<r9<9.O0 en -90?<y<90° 

is, en dat  er een verband bestaat tusschen. de 
grootten van a en y ,  resp. ,4 en 8,. Uit fig. .I 
volgt nl. dat, indien Q ligt op het halfrond, 
waarvan U het middelpunt is, L en M ook op 
dit halfrond liggen. De hoeken p en 8, behooren 
dus tegelijk Bf we1 of niet tot het interval van 
90° tot 270' (via 180'). De hoek 6, wordt door 
formule (12) op 180' na bepaald; de hier ge- 
geven regel-brengt dus beslissing in de vraag. 
welke waarde voor 6,, dient te worden genomen. 
Een analoge redeneering kan men toepassen 'bij 
de  hoeken a en yl. De formules (7 )  tjm (12) be- 
palen dus 9. y .  

De form& (7) t/m (12) kunnen gemakkelijk aan de 
-hand van fig. 1 worden afgrleid. De formules (7) en (9) 
volgen met behulp van bekende'boldriehoekformules uit den 
boldriehoek TPX en.(10) >en ( 1 2 )  volgen op derelfde wijre 
uit holdriehoek TQK. De formuks (8) en (11 )  volgen on- 
middeliijk uit fig. 1. 

De practisch'e toepassing van de formules ( 7 ) '  
t/m ( 1 2 )  is tijdrooven'd. O p  snellere wijze kan men 
de Looken bepalen met nomogrammen, die in 05.2 
beschreven zijn. 

U'it de h,oeken 8. y .  y ' e n  8 kunnen nu ook . 
d e  elevafie v en het azimuth T van de  fopas\ 
worden berekend. Daar de formules hiervoor vrij 
ingewikkeld zijn en deze grootheden ook met,be- 
hulp van nomogrammen (zie 05.2) kunnen worden 
hepaald, worden deze form'ules achterwege gee, 
laten. 

. .  

1 
1 

en 6 eenduidig. 

. 

" 

1 ' 

- 

, 04.3 Berekening van de plaats ten opzichte van 

De afstand r van het vliegtuig t,ot de camera 
kan berekend worden uit de  opgemeten of reeds 
bereken.de gfbotheden a, b. a". b". 2 en cp en uit 
den .  brandpuntsafstand f van ' de camera. Hier 
word't dus voor ,bet eerst .van den brandpuntsaf- 
stanmd van de camera gebruik .gemaa;kt. Voor de  
he'palini van den stand van het vliegtuig behoeft 
f,miet bekend te zijn. Uit fig. 5 tolgt: . 

: het aardassenstelsel: 

. 

en  

I 

, (14)  

I 

1 '  xt= I cos E cos A 

zk=rsin E .  
. y + = r c o s E s i n A '  

Hierin is zk de.hoogte van het v1iegi;ig. i k  d e  
afstand van het vliegtuig tot het verticale Oost- 
.West-vlak door de camera en yk de afstand van 

door de camera. 
het vliegtuig tot het verticale Noord-Zuid-vlak I 

05 Hulpmiddelen ter bekorting van'de in 04 ge- . .  
. .  

geven berekeningen. 
05.1 Bepaling van den stand ten opzichte van .  

het filmassenstelsel met behula van een 
grafiek. 

De berekening van 121 en \'pi (d.w.2. 2 en 97, 
afgezien van het teeken) als functie van p en 
a - p  kan geschieden aan de hand van de for-, 
.mules ( 4 ) .  t/m (6)  in 04.1. Voert men- deze be- I 

rekeningen uit voor een groot aantal dicht bij .' 

elkaar gelegen waarden van p en a - ,4 en.  stelt 
men de. resultaten grafisch voor, dan kan men 
voor willekeurige waarden van p en a - f l  door 
interpolatie uit deze grafiek de bijbehoorende 
waarden van l i l  en lpI bepalen. 

Fig. 7 geeft. het resultaat van de bovenbe- 
schreven berekeningen. Op de horizontale as is 
p uitgezet en op de.vertica1e as  121 en (971: De 
punten met gelijke ( a  - /?) zijn door krommen ver- 
bonden. E r  zijn twee stelsels ( a - b )  lijnen. Een 
ervan geeft den: hoek 121 en het .andere stelsel 
den hoek 1p1. 

Bij de constructie' van deze grafiek is van ,de 
volgende eigenschappen lder formumles ( 2 )  en (3) 
gebruik gemaakt. 

l e  Behooren- bij (p. a - B )  de hoeken . l& en 

(v,I, dan behooren bij a - 1  de hoeken 

!iil=!qi,I en ~ p ~ ~ = ~ ~ , ~ .  Vervangt men nl. in 

(2)  en (3) p door - en 2 door p.. dan ver- 

anderei  deze formules niet. 

bepalen dezelfde hoeken l I )  en / V I .  In formule 
(3)  verandert nl. hoogstens ken der hoeken 
2 en cp van teeken, als men in plaats van 

.(a - p )  de waarden k. l S O o i  ( a  - B )  invult. 

I .  

. ,, 

- 

(;. : ) .. 
1 
P 

. .  
2e .  Destelsels ( p , a - - B ) e n ( p , k . 1 8 O 0 i - ( n - - ) )  ' 

. 
, .  

. .  Uit l e  volgt, dat men kan volstaan met een 
pdsohaal voor waarden v+n p, IkEeiner dan 1. In- 
dien p , = p < l  is, dan Ieest men in fig. 7 de hier- . 
bij behoorende waarden 12,l en lqL! af. IS p >  I .  

zoodat. . 
a f c o s J  

(13a) r=-- a" '. 

Evenzoo is " 

dan kan men p2-L(< l )  berekenen en hierbij 

de hoeken lA21 en Jp,l bepalen. 
P (13b) 

. . .  
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Fig, 7. Giafiek ter bepaling van de hoeken 2 e n  cp "it de waarden en a-8. .. Terken'og N'L.L. 

05.2 Bepaling ,van ilen stand ten opzichte van 
het aardassenstelsel. met behulp van een kan vertegenwoodigen. .aangebracht. , .' 

nomogram. . *. 

dinatenrij, die de  ach'terzijde van den ,&I evengoed 

Geeft men het ount met de hoeken 2. m, a en 

Denkt men op den bo1 in fig. 1 twee stelsels 
graadnetten aangebracht, nl. .een voor de hoeken 
1. p. a en p van de meetassen ten opzichte van 
het filmassenstelsel en het andere voor de over- 
eenkomstige hoeken 8, y , - y L  en 6, ten opzichte 

. van het aardassenstelsel,.en projecteert men deze. 
.graadnetten uit een punt van de €-as op een vlak 
looodrecht op,die as, dan verkrijgt men een vlakke 
figuur, waaruit men bij elk punlt de hoeken van de 
overeenk'omstige richting ten opzichte van elk 
assenstelsel kan aflezen. Men verkrijgt dezelf'de 
figuur, inrdien men 2 congruenabe projecties van. +en 
graadn'et zoo op  elk'aar lmegt.' dat ze ,elkaar volko- 
men bedekken en ,d,an d'e ,bovenste. (die doorzich- 
.Lig moet zijn) over een 8h00k.90°-E met d,e wijzers , 
van de .klok mee om zijn' middelpunt draait. 

In d e  fig: 8a'en 8b zijn deze n'etwecken in stereo- 
grafisah'e projeotie geteekend,' waarbij men fig. 8a 
op. fig. 8b. moet, denken. Voor de waarde van E is 
-60 graden gekozen: D,e coijrd'inkten zijn in over- 

<enstemming m6t 02.1 aangebracht: de  bovenste 
horizontale rij b e h m t  tot de cirkels aan den voor- 
kant man den.bol. De projectie van. de achterzijde 
van den bo1 is dui,delijkheiid,vhalve weggelaten. In. 
de plaats Nhiervan is de  ode r s t e  horizontale coor- 

p . in  de bovenste irojectie (fig. 8 a )  aan, han  kan 
men de hoeken .9. y ,  en 6, ervan uit de on- 
derste projectie .( fig. 8b)  aflezen.. De hoeken yi 
en 6, moeten op de  overeenkomstige horizontale 
rij worden afgelezen. waartoe ook de hoeken a 
en f l  behooren (zie 04.2). Met  de formules (8). 
en ( 1  1 ) kan men dan de  hoeken y en 6 uit y,, 
6, en A bepalen. 

In fig. 8a is het punt A met  de hoeken , 2 = 3 2 O  
en a=72' aangegeven. Uif fig. 8 leest men af.' 
dat  A ook door de hoeken 9=60a en y,=60° 

De hoeken Y en T van de topas van het vlieg- 
tuig ten ppzichte van het aardassenstelsel zijn 
de  coordinaten van Pen van .de twee.,polen van 
den grooten cirkel door de punten P ( 8 ,  y )  en  
Q ( y .  6)'in fig. 8b. Men vindt nu een van deze 
polen als volgt : men legt een met fig. 8b con- 
gruent doorzichtig netwerk (dus bv. fig. 8:) weer 
zoo op fig. 8b. dat hun middelpunten samenvallen 
en draait dan het hovenste netwerk .zoodanig. 
dat  indien de hoeken y en 6 tot +zelfde hori- 
zontale ccordinatenrij behooren. de punten P en 
Q of, indien de hoeken y en d tot verschillende 
coordinatenrijeu behooren, de punten P en Q' 
(-$, S I  180") langs een halven grooten cirkel 

. .  

is bepaald. . .  

. 
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06.2 De projectie der meetassen van &'camera. 
uit is niet loodrecht maar centraal. 

In fig. 9 tis een rompas ingeteekend in het (in 
- .  het algemeen niet voorkomende) gevd, dat een uit; * 

einde 'ervan .. samemalt met ,het sniipunt 6 der .. 
metassen: Zij a' de centrale projeetie van,dseze 
rompas en a' 1- 4 a' de loodrechte projectie ervan 
op V (zie fig. 9), dan.is 

(17)  
ha"  da '  a sin,! . - - 
a" a' . r 

. ! ,  

3 .  I '. 

. I  

- 

. C . AI' Terkeoing N.L.L. 

. Fig. 9. 'Centrale projectie van e m  meet= op bet. filmvlak. . .  
Uit fig. 9'volgt nl., da& E 'klein is : 

a' da' 'de '  
r u asinh '  . ' 

. .  t g r =  - = - - 
. .  

d a" 
1.a" 

- 
.<' . Is bv. a= ' l0  m en r= 1000m. dan is - 5 1 %. 

De invloed van d,eze correctie zal echter in het 
2 algemeen kl'einer zijn, .'daar S meestal, niet zal 

samenvallen met ,h,et uiteinde van een m,eetas. De 
correcties die word,en veroorzaakt door de deelen, ' 
,die, aan weerszijden van S liggen,-heffen elkaar 
geheel - zooals bij de vleugelas -'of ,gedeel;telijk 
op. .De correcfies (17) zullen dus'eveneens in hef 
algemeen niet behoeven fe worden toegepast. 

' . .  

. .  . 
' 06.3 n e t  snijpunt van de meetassen ligt niet in 

de optische as van de,camera.' 
' ,  06.3.1 Overzicht van de gevolgde correctie- 

methode. 

. .  

. .  In dit mgeval zal als tusschenscihakel bij d,e be- 
rekening van den stan,d .v'an het vliegtuig ten op- 

' zichte van het aardassenstelsel.niet ,de 'stand van 
he;t vliegtuig ten opzichte van het vlak V (zie 02:2) 

. .  
\ 

. .  

maar (met behulp van de  boeken 2, p', a' en ,S') 
d'e stand ten opzichte  van^ hef ofak V' door het 
snijpunt S van de meetassen loodrecht op  de ver- 
bindingslijn van, dme camera m'et S (met ekvatie E' 

'. 

' en azimuth A') worden bepaald. 
E r  &en nu coriecties dE enz. worden afgeleid ' 

' 

die, aangebracht op de, hoeken E .  A. 2.  p, a en @, 
weke  volgens de in voorafgaade hoofdstukken . 
'gegeven methoden zijn bepaalld (en waarvau de 
laatste. vier dus nog slech,ts formeele bebeekenis 
hebben), de hoeken E' enz. geven. 

Vooreerst zal in 06.3.2 een nomogram. worden' 
' besproken', waarmee men de hoeken E' en  A' kan , . 

bepalen uit E ' e n  A en de plaats van de projectie 
Sy 'van  S in; ihet filmbeeld.. In  06.3.3 zal worden ' . . 

aangetoond, dat  de correcties 42 en'dp, zoo klein 
zijn, d a t  i e  steeds mogen worden verwaailoosd. 
zoodat i en p met voldoende nauwkeurigheid de 
elevaties van de meetassen ten opzichte van V' 
voorstellen. 

sproken. waarmee.men uit den hoek E en de  
plaats van S" .in het. filmvlak de correcties d a  
en d g . k a n  bepalen. 

di,ge gegevens'uit het filmbeeld toe te passen, werk- 
' wijze de vohgende: 

Men berekent de elevatie E en het azimuth. A 
'van d8e opti,sche as  van de camera uit de .filmregi- . 
strabies van .de eleratte- en azimuth-aanwijzing. 
in' het filmbeeld en bepaalt nu met behulp ,van 
de nomogrammen..l3 en 15,..de. hoeken,E'. A', 
a' en ,B'. Daarna leest men. met. behulp van p 
en a -,b de hoeken i e?' cp a€ en bhpaalt 'ver- 
volgens met 8a en 86 en de  formules (8)  en ( 1  1 ) 
(waarin men A door A' vervangt) uit 2.. q, a', 
,S', E' en A' de hoeken 9, tp. ?.en 6. De afstand ,. 
r berekent men uit (13) en de afstanden X I ,  y* 
en z i  uit de formules (14 ) .  waarin men E en A 
door E' en A',vervangen denkt. 

06.3.2 Bepaling van de elevatie' E' en het a+ 
. muth A' van de verbindingslijn camera- 

snijpunt der  meetassen. . . 
Zijn 

. . 

. 
In 06.3.4 wordt wederom.een nomogram be- .. 

. Resumeerend. is de na d,e aflezing van de noo- : 

. 

. 

en 7, de  afstanden.(coordinaten) van . '  

de afbeelding- S" van het snijpunt S van d e  
meetassen ten opzichte van de  €- en q-assen in 
het filmvlak (zie 02.2 en  fig. 10) en zijn 

. A A = A ' - A  en d E ? E ' - E  
bekend. dan kan men de plaats van .S" voor 

: E'< 85O vastleggen door ' ' 

. Teekedng N.L.L. 
Fig. 10. Afbeelding van de meetassen 'ap het filmvlak. . 

. .  
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en-a,' en 6,' de projecties 'van a en b op V' zijn. 
en is (zie 06.3.1) 

e d ( a  - p ) = (  a'- @I) -(a 7 P) , .  
.dan kan men de volgende formules afleiden: . ,. 

I n '  fig. 13 is een ,gedeelte van. een dergelijk 
nomogram voorgeste1,d: het is geconstrueerd voor 
een 'brand,puntsafstand'.van 422 mm 'en een breedte 
van het beeldvenster van 24 mm. .. 

. .  

. .  . 
I 

I 

A* /N oRaocIi Tcekeniog N.L.L. 

Fig. 13. Nomogr im ter bepali lg van AA en E'. 

De bepaling van d e  elevatie E' en het azimuth 
A' van de verbind,inNgslijn camera-snijpunt S der 
mee'tassen 'gesahied't nu ,ais volgt: men legt het 
filmbeeld zoodaluig op het nomogram van fig. 13. 
dat de ?pas in het filmvlak en de y-as in het no- 
mogram met inbegrip van hun positieve richtingen 
samenvallen en aat  het midden van het filmbeeld 
'op het punt E'=E(=elevatie van de  optische 
as van de camera) valt. Bij- de plaats van S" 
leest men dan onmiddellijk de bijbehoorende E' 
en A A  af: 

Voor E' > 85" geven de formules' (21 ) geen 
betrouwbare ,waarden nieer. Men. kan dan het 
nomogram voltooien met behulp van de formules 
(19): De E'-lijnen zijn nu cirkels met E'=90° 
tot middelpunt en p:tot straal. De A A-lijnen tiin 
rechten door E'=90°. die een hoek ilA met de 
y-as maken. De y-coordinaat van E = 9 0 °  be- 
rekent men uit formule (2 lb ) .  Stelt men hierin 
dA=OO en E'=90°. dan vindt men. . .  

90 
y=f57,3 ' 

'Dat #de formules. (21)  en (19)  voldoende.nauw- 
keurig zijn blijkt w k  hieruit. dat bij den overgang 
van het eene naar het andere st$xzl (bij E' = 85') 
ieen .merkbare discontinuiteit in het nomogram op- 
treedt. 

06.3.3 Bepaling van de elevatics L' en '11' van de 
meetassen ten opzichte van V'. 

. .  - 

Is d p = p '  -p, 'waarin I 

' -  . 
. .  

A 1 c" ? 

i J= - - (-1 ~ c o s * ( a  - Q) - cOsf(p - 8) ( (22) e 2 f  

- sin2 (b -Q) l .  . . . in 'graden. (23) 

Daar --klein is, mogen bovengenoemde - .  cor- . 

recties, die van d'e orde van r;)' zijn, worden 

verwaarloosd. Is bv. het filmformaat 18 x 24 mm en 

f=422 m, dan is - < 0,036 en dus - < 0.1 % 
en 1 A (u,-p.)1<.0,02". 

De hoeken 2' en cp' mogen dus.gelijk aan i, 
en cp worden gesteld. 

In fig,  14 zijn de r o m p a s S P  en de vlakken V, V' en 
H (het horizontale vlak door het snijpunt 0 van de op: 
tische as van de camera en V) geteekend. .In .deze figuur 
zijn de grootheden A', 0 ,  a'. a' en a,' aangegeven. Verder 
zijn v en w de snijli/nen van V' en V.met  het vlak door 
P en de optisehe as van de camera ( v  en w staan dus 
loodrecht op de .snijlijn ST van V' . en 'V) ,  C en E' de 
snijlijnen van het horizpntale vlak door 0 met V en' V'. 
P en e' d e  hoeken van w e n  v met PIS en P,'S en 
d e  hoeken, die 5 en 5' met resp. w en v make%. Uit de 

, 

C" 

f 

de c,, . ' 

f . I P I  , ' 

' 

. en D' ' 

figuur Yolgt : . .  
s = l e o " + " - - u .  ~ 

?'= 180" +a'- U', 
dus is : A a = "'-a'= e ' -<  + 0' - R = A E + A R. 

. .  

Tcekrni& N.L.L. . .  . 
Fig,' 14. Projectie van.een meetas op d e  vlakken V en V'. 

. .  
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V 56 . . .  
. . het filmbeeld :op het nomogram van fig: 15 en 

leest bij de projectie'S" van het snijpunt der 
meetassen A a ( = A p )  met behulp van de $00,- 
dinatenlijnen af. 

I . 
, , 'E, .IN I-.- . 

, .  

-I 

- 4 1  

. -. 

-005 

Fig. 15. Nombyram ter bepaling van d o  en ilfi 
07 \ Bepaling van den stand van een niet met de 

rompas samenvallende as in het symmetrie- 

De.,dwarsas van "het vliegtuig zal in het alge- 
meen evenwijdig zijn met de vleugelas. zoodat de 
dwarshelhg en de koers van 'de dwarsas dan ge- 
lijk zijn aan de e1,evatie en het azimuhh van de 
v1,eugelas. De langsas zal echter in het algemeen 
niet evenwijdig zijn aan de rompas.'daar ,deze door 
uitwendig op den romp aangebrachte merkteekens ,' 

wordt gedefinieerd: Daarqm wordt in dit hoofd- 
stuk een methode aangogeven', waarmede men de 
elevabie en h,et azimuth van een 'in 'het symmetrie- 
vlak van'het vli'egtuig gelegen as. (bv. d,e langsas), 
die een hoek,'a met de rompas maakt, kan be: 
palen. 

In fig. 16 zijn de.negatieve vleugelas .MQ 
(--y-as). de rompas MP (x-as) en delangsas MP' 
(x'-as), gekgen in het symmetrievlak van het 
vliegtuig. aangegeven. De hoek n-PMP' wordt 
positief genelkend als P' ten opzichte van MP aan 
de rugzijde van hat vhegtuig is gelegen. 

-In fig. 8b teeken,t men nu de.punten P ( 8 . y ) -  
en Q ( y , ~ ) ( o f Q ' ( - y y , 6 * 1 8 0 " ) , i n d i e n  j .  en A 
niet, tot dezelfde horizontale coordinatenrij be- 
hooren) , en bepaalt op .de in 05.2 beschreven 
wijze met het netwerk van fig. 8a een pool Z 
van den grooten cirkel door de punten P en Q '  
(of Q'), Men legt de punten Z. en P langs een 
grooten cirkel van fig. 8a, terwij1.de middelpunten , 

van fig. 8a en 8b blijven 'samenvallen en bepaalt 
dan het punt P' op fig. 8a door van P af den 
hoek n langs den grooten cirkel in de goede.  

. vlsk van,  het vliegtuig. - . .  

, .., 

Fig. 16. Stand van een willekeurige a in het symmetrievlak 
van het vliegtuig. 

richting uit te zetten. Deze richting laat zich 
gemakkelijk bepalen wanneer bekend is of het 
vliegtuig zich in zborst- dan we1 in rugvlucht 
bevindt. Dit kan aan  de  hand van de tabel in 
05.2 worden afgeleid. .De elavatie en het azimuth 
van de as P'M kan men nu bij het met K samen- 
vallende punt,van fig 8b aflezen. 

Men kan de hoeken Y en T ook door berekening 
bepalen. Daar 'de formul'es hiervoor vrij gecompli- 
ceerd zijn. worden ze hier 'niet gegeven. 

08 Reproducties van de .  bewegingen van het 

Het,aanschouwelijk voorstellen van de vliegtuig- 
bewegingen op papier,. 266, 'd:at een igoede in'druk 
van de bewegingen ,van h'et vliegtuig wordt ver. 
kregen, is geen' gemakk,elijke*. opgave.:Bij de he: 
spreking van .de.verschillende reproductiemethoden. 
zijn eenige resultaten van met de N.L.L.-proef-. 
camera opgenomen kunstvluchten' medegdeeld. 
,Men bedenke bij de  ,beschouwin'g van ,deze resul- 
taien.'dat ,d'e 'opnamen 'tot het experimenbeele sta- 
d,ium behooren. tengevolge waarvan de beel,djes 
Mat vaag zijn. .Boven,dien voldleden .d'e mefktee- 
kens nog niet. aan 'de in dit rapport gestel'd'e voor* 
waarden. 

Het ligt .vwr de hand de baan v>an het vlieg- 
tuig 'af )te beeld,en met vermel'ding van' d'e tij,dstip- 
pen waarop lhet vhegiuig zich in de verschillendz 
punten van d'e baan bevond. en .daarnaast een , 
grafische vFrs+tehling te geven van den stand der 
assen op ,dezelfde tij,dstjppen. 

De baan van .bet vliegtuig kan meestal het beste 
worden voorgestelmd dNoor 'd,e loodrechte projecties 
ervan op #de drie on,derlin,g loodreohte vlak,k&n van 
het aardassenstelvel (zie fig. 2).  D e  formules (14).  
waarin men E en A 'd,oor E' ens A'moet vervangen. 
wann8eer het .snijpunt ,der meetassen van Ihet vlieg; 
tuig niet op-,de opbische a s  van de cameia is ge- 

vliegtuig. 

, 
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legen. geven dan d,e coordinaten van de projectiek. 
Ligt de baan ongeveer'in een plat .vlak. dan zal 
men "bij voorkeur een der projectievlakken even- 
wijdig aan di,t vl'ak nemen. Is bv. ,bij een lus yo  de 
k'oers van ,bet vliegtuig bij het begin van d,e kunst- 
vlucht. .dan denkt,men' het aardassenstelsel om een 
hoek yo om de Z-,as van Naord naar Oost ge- 
draaid en projecteert men de baan yan 'h,et vlieg- 
tuig op dit nieuwe assenstelsel. 'De coiirdinaten van 
de projecties vindt men ,dan uit de  genoemd'e for- 
mules door hierin in .plaats van A' te substi'tueeren 
A"=A'-.y.. In de figuren 17 en 18 zijn op deze 
wijze de banen bij een rechter !olvlucht en van 
twee opeenvolgenNde Iussen weergegeven. 

' 

TekIning N.L.L 
Fig. 17. Baan van een vliegtuig tijdenr een rechter tolvluoht. 

De .aanschouwelijk,e voorstelling van den stand 
ran  de assen van het vliegtuig kan geschieden 
d'oor azimuth en elevatie van elk ,d'er assen als 
functie van den tiid' uit ,te zetten. 

Tr.kening N.L.4. 

Fig. 18. Baan van &'vliegt& tijdens 2 opeenvolgende 
. .  IUSSe". 

In fig. 19 zijn als voorbeeld twee opeenvolgende 
lussen. waarvan in fig. 18 de  'baan is af,gebeeld, 
gegeven. Behalve de hoeken 19, 9 ,  y en S en de 
.hoogte van h,et vliegtuig lboven d,en grond, welke 
vol,gens . 'de. 'kinematograf,ische meetmethode zija. 

.bepaald, zijn nog Lenige ,door 'den automatischen 

waarnemer in het vliegtuig geregistreeide groot- 
heden. nl. 'hoogbe (,dit ter vergelijkin,g met de .  
. hoogte. bepaa1.d met #de kunstvluchten'camera), 
snelhei,d, ,toerental en sinl'aatdruk van &en motor, 
versnelling. 'hoogteroerhoek en richtingsroerhoek. 
als functie van ,d,en tijd grafisch.woorgesteld. De 
-afheeMingen van $et vliegtuig waren wazig tus- 

' schen 10 en 15. sec en ,Pussohen 26 en 29 sec: het 
vliegtuig bevon,d zich toen in een nevelig gebied. 
De instrumenten in het vliegtuig waren .tusschen ~- . 30 sec en .32 sec onderhevig aan trillingen. De 
elevatie van de negatieve vleigelas schommelt om 
0' en het azimuth ervan om 40': de elevatie van 
de romipas varieert tusschen +SO" en -90°: Be- 
draagt de elevatie van d e  rompas precies +90° of 
-90' (,zooah in de figuur ten tijde van 25 sec), 

In hPt gwal, dat de elevati,e wan de vleugelas niet .~ .. . 
p:recies 0' is, zal het maximum van de elevatie van 
de rotlipas.kleiner zijn dan +90° en het minimum 
grooter dan -90'. De sprong in het azimuth van 
de vleugelas geschiedt ,dan geleidelijk, het azimuth - 
verandert eerst langzaam; dan steeds sneller. tot- 
dat de elmatie ?an de rompas maximaal of mini- ~ 

maal is, waarna de verandering 'weer steeds Iang- 
zamer plaats vindt (zooals ten tijde van 10.5. 17.5 
en 30.5 sec). 

De boven beschreven ,methodme, wel'ke in veIe 
gevallen een bevredigende voorstelling geeft. 'h,eeft . ' .  
de vohgende nadeelen: . 
l e  'de groothedmen. die tezamen den stand, van een 

as bepalen. worden' gescheiden: 
2e bij elevaties van circa 90' ond'ergaat het azi- 

muth lbij kleine standsveranmd,eringen. van de 

Deze nad,eelen ikunnen ,door toepassing van de 
volgende reproductiemethode wonden vermeden. 
Men 'geef't 'de standen van elk der 'assen aan .door 
punten in de projectie van een ,bolgraadnet van 
azimuth- en elevatiecirkels -(bv. fig. 8b)  Door d,e 

'twee'knommen van l'angs- en dwarsas is d'e rotatie- 
- beweging van het I vliegtuig volkomen bepaald. 

Ter  bevordering 'van. de duidslijkheid. dient men 
de op de achterzijde wan den 'bo1 gelegen gedeelten 
te stippelen. 

Voor de bolprojectie kan. soms (h: Jbij ,tolvlucht 
of duikvlucht) met voord'eel .gebruik worden ge- 
maakt van een azimuthale stereografische projectie. 
Hierbij Iigt $et projectiecenfrum in het bovenste 
punt van den bo1 en het projectievlek in het hori-. 
zontale aequatorvlak. D e  elevatiecirkels blijven na 
projectie cirkels met stralen 0 = R tg 5 (90 - E ) .  
waarin R d'e straal van 'den 'bo1 is. De azimuthcir- 
kels worden geprojecteed als stralen van, d,eze 
cirkels. Op .dere wijze is in fig. 20 de standsver- , 
andering van d'e rompas.bij de' rechter tolvlucht, 
waarvan in fig. 17 d'e lbaan is afgebeeld. gegeven. 

09 Bespreking van proeven met een vliegtuig- , , 
model uitgeyoerd ter toetsing-xan de kine- 
matografische meetmethode. ' 

Teneinde na te gaan, welke nauwkeurigheid vol- , 

, . 

'. 
%~ 

.dan zal het azimuth plotseling 180' verspringen. ' ; 

. 
. 
.. 

' as groote veran,deringen. 

. 

. I 

gens de kinematografische meetmethode kon wor- 
'den bereikt met de ter beschikking .staande meet- 
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Fig. 20. Standsverandering van de rompas 

apparatuur zijn opnamen gemaakt van een vli'eg; . . tuigmodel, waarvan 'de stand ook direct kon wor- 
den afyelezen n e t  een nsuwkeurigheid. van mge-  
veer 0.5' tot lo .  

In fig. 21 is md'it vliegtuigndel, voorzien van de 
in 10.1 voorgeschreven, merkteekens. afgebeeld. 
Fig. 22 laat zien hoe dit model tijdens de proeven 
ob een' stati'ef bevestigd' 'was. M,et behu1.p van 
schaalverdeeling A kon de langshelling, met schaal- 
verdeeling B de koers en met  schaalveddeeling C 
de  rolhoek (dit is 'de  hoek, waarover de vleugel- 
as om de  rompas moet draaien 'om in horirontalen 
stan,d te komen) wo&n af,gel,ezen. 

Het model werd ibij held,er zonlicht sin 6 rerschil- 
ledde standen bij verschil'lende bel,ichtingstij,den 
met de in 03.1 genoemde proefcamera. waarvan 
bet bbjectief een ibrandpuntsafstand van 422 mm 
bezat. gefilmd: De g e t s t e  afmetingen van de  
projectie 'van, lhet vliegtuiqmodel 'bedragen circa. 
2.5 mm: Een rIiqtui,g m0t e n  spanwijdte van 10 m 
zou zich op circa 2100 m-afstan,d moeten~bevinden 
oiii even groot te worden afgebeeld. In stand 1 

. 

, . 

, Trckming .N.L.L. 

van een vliegtuig tijdens een rechter tolvlucht. ' 

war& :de meetassen evenwijdig aan lhet filmvlak. 
Dit is de ongunstigrte stand v w r  het bepalen van 
de richting der meetassen. ,maar de sgiunstigste voor 
het bbepa'len van den &band' van hat vliegtuig. j aie 
10.2 en 10.3). In sband, 2 vie1 'de rompas bijna 
samen met de optische as van &camera en in ' 
stand 3 was dit het geval met dNe vleugelas. In 
'1aatstgenoem.den stand werd de zon door het vlieg- 
tuig in de 'richting van de  camera weerspiegelt. De , 

standen 4, 5 en 6 waren 'willekeurig. Van stand 6. 
waanbij de dire& hoeikaflezin'gen onQbreken, werd .' 

een aan,tal opnameh gemaakt, waarbij 'hhet vli'egtuig . . 
op versohillemde plaatsen van ih'et fdmvlak werd 
.g.eprojecteerd. dit in t~agenstelling meb de andere 
' opnamen,. waarbij he t  snijpunt d,er '.meetassen zich 

in de  optische'as van die camera bevond. 
In tabel 1 zijn de resultaten ,vermeld. N e t  blijkt, 

det de  beeldjes met een ibelichtingstijd van, 1/15 sec 
. . scherp.zijn bahalve bij sbamd.3. waarbij weerspie- 

geling van de zon op h,et vkgtuig plaats 'had. De 
'beel'djes met een belichtingstijd vanl 1/60 en 1/270 
sec rijn vaag. 
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Bij de uitwerkini werden d& hocken in halve 
gra,den afgelezen. De'hoeken blijken in 'het alge- ' 

meen. althans lbij. de scherp.e beeldies. niet m'eer 
dan, 1 'graad te verschillen met de mdirecte waarne- 
ming. Een ,uitzondefiing hierop vormt stand 1.  d,e 
ongunsbigste stand voor 'de ihoekbepalin'g. De af- 
stand 'blijkt bij de schmerpe beeldjes niet meer dan 
0.6 m of 0,8% van den'opgemeten afstand te ver- 
schillen. Bij d,e vage 'beeldjes ,bedraagt het ver- 
schil maximaal 1.6 m of 2,096. 

De resultaten van stanld 6 ,loopen .ondserling 
weinig uiteen. De hoeken bv. venchi1,len maxi- 
maaI'l.5' van het mgem'ididebde en de afstangen niet 
meer ,dan 1,0 m.= 1,3% van het gemi,dd,ehde. de 
vazge beeldjes inbegrepen., ', 

.De door twee personen onafhankelijk van elkaar 
uitgevoerd'e aflezingen en uitwerkingen van, beeld, 
no. 36 geven de  volgende resul'taten (zie tabel 1 ): 
hoekverschil m:aximaal 1 graad, afstandsverschil 
0.3" = 0.4%. 

Uit deze'proeven kan men de vol'gendme conclu- 
sies trekken: 

l e  Bij ' g o d e  filmafbeeLdingen ter grootte van 
circa I i 2 mm van een vliegtuig. voorzien 

. van ,de in. 10.1 voorgeschreven' merkteekens 
kan een nlauwkeurigheid, in de hoeken van 
tenminste 1.' (uitgez'ond'erd in. 'den ,,ongun- 
stigen stand") en in den afstanmd van ten- 
minste 1 %. worden bereikt. '. 

2e Vage beeldjes kunnen soms -nog bruikbare 
resultaten geven, imdien de merkteekens vol- 
gens d,e voorschriften zijn aangebracht. Men 
adient echter steeds naar zoo scherp mogelijke 
beel'djes te streven. 

Spiegeling 'van den zon op het vliegtuig' kan 
vaagheid .van het beeld veroorzaken. . 
Inmdien het vliegtuig niet in het optisch middel- 
punt van het fihmvlak wordt afgebeel'd, kun- 
nen met de hieNoor afgeleid'g correcties even- 
eens nauwkeurige resul'taten worden ver- 
kkegen. 

5e: De individueele fouten, die 'bij 'de aflezing .van, 
film en nomogrammen door geoefen:de perio; 

. nen worden gemaakt. .I(unnen worden ver- 

, 
3e 

4e 

. .  . 'waarloosd. . 

Pot0 N.L.L. 
Fig.21. Vliegtuigmodel met merkteekens. 

. .  

Fdto N.L 

Fig. 22. Prwfopstelling ter toetsing van de nauwkeurigheid . , 

der meetmethode. 

10 Bespreking van de fonten, die in de eind- 
resultaten kunnen optreden. ' 

10.1 Bespreking van de verschillende factoren, die 
fouten kunnen veroorzaken. 

N'eemt men aan. dat de camera-apparatuur aan 
dmz in, 03.1 gestelde -eischen volsdoet, dan lkunnen 
fouten in de resultaten worden verwriaakt door: 

l'e ' fquten bij het opmeten der fil~mbeeldjes. 

2e fouten in d'e uitwerkingsmethode. 

3e fouten. die veroorzaakt worden d w r  on- 
scherpe afbeelding van her  vliegtuig op het 
bilmvlak. 

' 

. .  
ad l e  Bij een goed afleesapparaat, d,at speciaal 

voor ahet opmeten van films is gecon; 
strueerd, mag men een grooiste onnauw- 
keurighei,d venvaohten van ongeveer t 
0,005 mm bij afstan'dsmeting en  van onge- 
veer i- 0.05 graden bij hoekmetin,gz). Men 
mag dus fouten in d'e opmetingen'of in d c  
uitwerkingen, waarvan 'de invloed kleiner is. 
dan van bovengenoemde- onnauwkeurighe- 
den, ierwaarloozen. Zijn de afmetingen 
van de afbeelding van het vliegtuig- circa 

2 ,  Een dergelijk apparaat wardt .thans door het N.L.L. 
gcconstrueerd. + 
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/. 2 mm, dan is de door de 0pmeetnauwkeu'- 
righeid' veroorzaakte fout in p maximaal 

' 1 %. Met de in 10.2 en 40.3 .besproken 
' -  formules'en grafieken',kan men in elk voor- 

(komend gwal  de door deze onnauwkeurig- 
heid veroorzaakte fout in y .  p en r bepalen. .. 

a d  2e Bij de in 04, 05 en 06 afgelkide formules 
zijn slechts grooth,eden veiwaailms~d, die in 

. ' het algemeen, niet grc6ter zijn dan de 

Men kan de .n,omogrammen 7 en 8 zoo 
nauvikeurig aflezen als-gewenscht is door 
d'e figuren groot 'genoeg te construeeren. 
IDe nomogrammen 13 en 15 dienen ter be- 
paling van correcties, zoodat fwten in .de 
aflezing ervan slechts fouten van de 2e orde 
in de resultaten veroorzaken. De resultaten 
van' stand 6 van, ,d,e in 09 beschreven proe- 
ven toonen ook .aan, dat ,de fouten, in de 
uitwerking mogen worden verwaarlooud,. 

. ' 'bovengenoeade opmeetfiauwkeurigheid. 

' 

. ?  

ad 3e Gaat men alle fiactoren na, die vervorming 
van het filmbeehd 'kunnen veroorza'ken, dan 
blijken slechts .#de volgende factoren een 
grooteren invloed te hebben idan, de opmeet- 

. nauwkeurigiheid. . . ' 

a De diepte-onscherpfe van het filmbeeld. 
Deze onscherpte wordt veroorzaakt, doordat 

het vliegtuig niei.in h,et vlak is gelegen. waarop 

vlak r en van het ,vliegtuig rl, dan zal de kaf- 
I . .  beelding van.het vliegtuig een vagen rand heb- 

ben ter breedte van 

I de camera, is ingesteld. Is de afstand van dit 

( r - t t l  
r rl 

. @=mf----, 

waapin m d'e diametser van het diafragma is. 
Is bv. r = 1500 m. rl = 1000 m, m = 5 cm en 
f = 400 mm. dan ,h,eeft het vliegtuig overal Pen 
vagen ransd van 0,005 mm. 

Sk l t  men den eisah; dat @ 'bij dse vliegtuig- 
afstanden rl en r2 even groot is, dan moet de 
camera op een a fs tad  van ' 

2 r t r 2  
+ rz 

.. 
, 

r = -  - 

worden ingesteld. Is bv. rl = 1000 m en 
r2=3000 m, dan is r = 1500 .m. Wenscht 
men, dat de procentueele fout in de  afmeting 
yan het vliegtuig op de afstanden r2 en rl 
even groot zijn, dan moet 

rl + rz 
2 

I 

r=-- 

rijn. In bovengenoemd geval is dus r = 2000 m. 

b Beweging van het vliegfuig ten opzichte 
van de aamera fijdens den belichtingstijd. 

Beweegt ,her vliegtuig zich gedurend'e den' 
belichtin'gstijd ten opzichte, van de optisch'e as 
van md,e camera, ,dan veroorzaakt dit eveneens 
een vaagheid in md,e afbeeld'insg vans mhet ,vlieg- 
tuig. 

. 

I .  

I .  

Wordt  ,bet geheele 'beeI'd tegelijk belicht en 
.verondlerstelr men, da,t.de camera niet bewogen . ' 

wordt. dan is 

Aa" u t  f t  v cos ,2 a.-s - of: A a " s  
a r '  

waarin v d e  snelheid +an het vliegtuig en' f. de 

belichtingstijd is. Is bv. t=- sec, v=100 '  

mJsec. a-10 m, f = 4 0 0  mm en r=1000 e, 
dan is: -53% enda"s0 ,135mm:A6"is  

steeds gelijk aan 0. Wordt  de camera be- 
wogen. dan kan de vaagheidszbne nog.aan-. . . 
.merkelijk grooter worden.. 

c Granulatie van de film. 
Dit effect doet de afbeelding eveneens groo- 

ter schijnen. Blijkens opnamen met de bij het 
N.L.L. in gebruik zijnde film van een op groo- ' 
.ten afstand opgesteld' raster kunnen 50 stree- 
pen ,per rmm nag goed gescheiden worden 
waargenomen. Men kan dus aannemen;dat de 

.vaagheidsstrook tengevolge van de granulatie ' ' 

van de f i h  kleiner is dan.O.010 mm. 

d Diverse oorzaken. 

proef weer an'ders zullen zijn. zooals: verkeer- 
de  belichtingstijd, n i q  heldere Iucht.. te zwak 
licht. verkeende ontwikkelin'g, e.d. waarvan, de 
grootte dus niet kan.worden aangBgeven, dioch 
dsie bij goed' 'gekozen omstandigh'eden en be: 
handeling van zeer geringen invsloed kunnen 
zijn. .~ 

1 
300 

. .  

A a" 
. a" 

Dit ikunnen eenige factoren zijn, die ibij el'ke . .  

, 

In het algemeen zal de  beweging van het vlieg- 
b i g  ten opzichte van de  camera tijd,ens dkn belich- 
tingstijld 'verreweg d,en 'grootsten invloed 'hebben. 
Het is 'dus van h,et grootste ibelang voor d'e resul- 

' taten, mdat men het vliegtusi'g tijd,ens de  vlucht zoo 
.' goed mogelijk m'et d.e camera volgt. opdat de be- 

weging van lhet vliegtuig ten opzichte van de as 
van de  camera zoo klein, mogelijk is. Verder moet 
men bij de constructie van d'e camera en  de keuze 
van het filmmeteriaal, streven naar ,een zoo kort 
mogelijken behchtings'tijsd. 

De ondder 3e genwmde factoren veroorzaken 
.&e een vaagheidsstrook', die zoo  goed mogelijk 
kan worden geelimineerd door op gelijkstan- . 
dige. zijdenm van' de  merkteekens af .te lezen. De 
merkkekens bij dme uiteinmden van een as  moeten 
dus gelijk en, gelijkgericht (niet symmetrisch!) zijn. 

. Verder verdient het aanbeveling, ,dat men akn een 
merkteeken zelf.d,e richting van de er doorheen 
gaande as  kan zien. Brui.kbare perkteekens zijn 
dus bv. een gelij!kzijdi,ge drieh,oek, waarvan een 
zijde of een T-'vormig merkteeken: waarvan de ho- 
iizontale streep loodrecht op de asrichting. staat. 
Teneinde een zoo 'duid'elijk mqelijke afbeeldiag 
van de merkteekens te  kerkrijgen, dient men'deze 
wit te schi1,deren in een flinke zwarte omlijstinfg. 
Het vliegtuigmodel in fig. 21 is van dergelhjke 
merkteekens voorzien. 

~ 

- 

. 
- .  



10.2 
. ling van het vliegtuig. 

Invloed van de fouten op 'de standsbepa- 

U'it de formules (2)  en (3) kan men dwr diffe- . 

' rentiatie de vol,gende formules.afleiden: ' . 

I .  

Ap= d P  
sin 2.p 

2p(s in? i+s in 'p)  

A ( , a - p ) .  (35a)  sin 2 pcosZi.sin( a - 1) 
2 (sin' 1 + sin' 'p) 

A n  =- 

A ( a - p ) .  (35b) s in2 ~ C O S ~ P ,  sin ( a  - p )  
2(sin2A+sinz'p) . , 

A,?= 

V 62 

Met deze formules en fig. 7 kan men, op de on- 
der 05.1 aangegeven wijze grafieken construeeren. 
waarin men bij verschillende vjaarden van p en 
a - p  de f0ut'in.A en p kan aflezen, indien in 
a-,6 een. fout  van bv. 1' resp. in p een fout 
van b,v. 1% is gemaakt. In de figuren 23 en 24 
zijn eenige voorbeelden hiervan gegeven. In fig. 23 
kan men de fout in rl aflezen bij een fout van 
1 % in p en in fig.'24 de  fout in p bij een fout 
van l o  in a - p .  De figuren kunnen oak gebruikt 
worden ingeval p grooter dan .  1 . i s  en voor 
andere waarden, van u - 1. De lijnen voor n - p 
gelden ook voor 1 80° rt ( a  - p ) .  In fig. 23 gelden 

c 

. .  . 
Twkming' N.L.L. 

Fig. 23. Gra'fiek ter bepaling vLn de fout in i. tengevolge 
van e m  fou; van 1 76 in p .  , , 

. -  
. ,  

n 

1 
. . e  
1 
P '  

de punten 'voor p ook voor -. In fig. 24 leest 

men, wanneer p > 1 is, - op de horizontale schaal 

af . en  verwisselt men ( A I (  en IApl. Het blijkt, 
dat de formules (34)  en (35) het gevoeligst zijn', 
wanneer a -.,6 omstreeks 90° of .270° en p om- 
streeks 1 is; dus wanneer de meetassen ongeveer 
evenwijdig. met het filmvlak zijn (zie 04.1). Men 
krijgt.bv. bij a - p = S S 0  en p=O.98 in i, een fout 
van 2 , 4 O  bij een fout van 1 % in p en in p een 
fout van 4,OO'bij een fout van 1°.in a-p. 

Een fout in a, p ,  A of p ,heeft een hoogstens 
even groote -fout in 19 en y tengevolge. De fout 
in. y en 8 kan, in graden gemeten. aanzienlijk 
worden, wanneer rl resp. iy in de  omgeving van 
.& 90° Iiggen, hoewel~de grootte. langs een.groot- 

- .  * 

' 

. cirkelboog gemeten, riatuurlijk niet verandert. 

10.3 Invloed van de fouten op de-plaatsbepaling - 

Dqor differentiatie van (13a) en (13b) kan men 

. van het vliegtuig. 

. .  

de volgende formule verkrijgen: 

De fout in de- afstandsbepaling kan aanzienlijk 
worden, indien a'! of 6" klein. is, dus indien 2 
of cp ongeveer 90" zijn. 

Teekeniig N L L  . .  , 
Pig. 24. Grafiek fer bepaling van de fout in 9, tengevolge 

van e m  fout van 10 in a-p. 

. .  

. .  
. .. . .  

. .  

. .  
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1 
1 
1 
2 
2 
3 
3 
4 
4 
5 
5 
6 
6 
6 
6 
6 

6 
6 .  

12 
1. 

2. 

3. 

4. 

._ 

-80 
-80 
-80 
-30 
-30 

. -30 
-30 
-30 
-30 
-6ZJ 
--;62$ 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
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TABEL 1. 

V E T  - 
Fi lmbdd 

no - 
1 
4 ') 

. 5 ' )  
7 1) 

11 

I6 a )  
18 1) 
21 

24 I )  

26 l) 
28 
31 
33 ' 1  
35 ') 
36 4, 

36 4, 

IV) 

22 ' 

?king fusschen de direct6 waacnrmingen en de resulfafen van filmowamen met hef uliegfuigmmodel. 

Dirrdr w a a r ~ ~ i n i l  I I  Fi!ma!berld,w 

Koer. 

gradm - 
180 
180 ' 

180 
180 
180 
90 
90 

2375 
237J, 
3345 
3345 
- 
- 

- 
- 
- , .  - 
- 

Rolbork' 

gradrn - 
180 
180 
1 so 
0 
0 

338' 
3385 
201' 
2015 
2115 
2115 
- 
~ 

- 
- 
- 
- 
- 

grrdm 

79.1 . 

-30 
79.1 30 

I ,  

KO.* 

gradm - 
is25 
183. 
182 
17V 
1795 
89- 

2375 
238 
,334 
3375 
113 
1 1 1 6  

- 

!I3 

1125 

,114 
114 ' 

113 

. I )  Filmbeeld vaag.we'gebs te korten helichtingstijd. 
2) Filmbeeld "~ag'wegens'werrspiegeling van den zon op het vliegtmig. 
3 )  Filmbeeld'niet af te lez& wegens weerspiegeling van den zon op het vliegtuig. 
4) .  Aflering en uitwerking door w e e  verschillende personen onafhanke!ijk van clkaar. 

, 

. 
. .  . .  . . .  

, ?  
1 . I 

. .  

- 
Rolhoek 

p d r n  - 
180 
183 
1 80 
0 

3595 ' 

339 

205 
2045 
2 1 1 s  
207s 
32S5 

. 3275 
329 
328 
326 
329 
328 

- 

- .. 

. .  . .  . 

. .  . .  . .  . - .  . .  
~ . .  , 

. .  . 
, .  . .  . .  _ : . .  .. 
. .  

"79.5 11 1\15 ' 
'79.5' 1/60 

80.2. .(I 1/270 
79.7 1/15 
79,3 II Ij l5 
77,5 . I;L270' 
80,3 ' / / '  1/27? 
.78.5 1/15 

79.8 1/270 
79.4 11 11270 
79.4 ( 1  ;$; 
79.7 

Afgesloten October 1943. 
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REPORT V. 1198. 
Cinematograpbid determination d the anitude and the 

, place of an aeroplane as a fundon of time by means of a 
single camera on the m-ound. 

Summary. 
For the study of the flying quallties of an aeroplane, it . is necessary to carry out measurements about .its inotion. 

In -the first place its flight-path and its attitude at any 
moment in the corresponding point of'the path must be 
known. In uniform flights these measurements are by prefe- 
rence.made by means of instruments mounted in the aero- 
plane. In unsteady flights this is ,often not possible or very 
difficult with the instruments known at present.(see 01). In 
Chose cases results are obtainable by using apparatus, fixed 
to the ground. 

In this kepor: now a method developed by the N.L.L. is 
deycribkd. by which the attitude and the place of the aero- 
plane can &,determined as a function of time by means of 
a single cinematograph camera on the ground. 

The aeroplane must be provided with marks at the extre- 
mities of. the body and of the wing. The attitude of the 
aeroplane is fixed by the direction of the lines through the 
marks on the body and on the wing (measurement-axes). 
TKe direction of a measurementLaxis is fixed by first: the 
angle between the axis and its ortho@onalKprojection on a 
given plane (elevation) and second the angle between this 
projeition and a fixed axis in that plane (azimuth). Under 
02  this matter is explained circumstantially. 

The' position of the optical axis of the camera,and the 
time'at the moment of every exposure must be known 

. .  and therefore must  be recorded. This and,other conditions 
the camera has to fulfill are discussed in 03, followed by a 
considerati& about th'e image on the film and the quantities 
to be read from it: 

,In 04.1 first the elevations of the mea&ments-axes with 
reference to-the plane of the film and their azimuths with 
reference to a horizontal axis in this plane are determined 
from the I;ngths of the projections of the measurementaxes 
on the f j h  and from the angles enchsed by these projections 
and a horizontal line on the f h :  these quantities can be mea- 
sured in the filmimage. Thereahtter under 04.2 the attitude of 

' the aeroplane with reference to the plane df the film is reduced 
to a horizontal plane by mmms of the filmrecords about the 
position of the optical axis. For the purgose of these deriva- 
tions some suppositions had to be made in 04. the most 
important of which is. that bhe intersection of the measure- 
ment-axes coincides with the optical axis of the camera. In 
cas? these suppositions are not fulfilled. corrections which 
are deduced under 06, ,have to be applied. By using the. 
nomograms meptioned under 05 and 06 extensive calcula- 
tions can be avoided. 

In the discussion in 08 of the graphic4 representations 
of the results. some 'examples are given of aerobatics filmed 
and elaborated by; the NL.L. 

To'test the accuracy attainable with the method developed 
in this report a model of an aeroplane. whose attitude and 
distance from the camera could be measured also directly, 
was filmed in various attitudes.. The results are. discussed 
under 09. It N m S  out. that. when using the provisional 
apparatus developed by the N.L.L.. a. minimum inaccuracy 
of I%Jn the distance'and of I degree in.the attitude. could 
be attained. 

FisaHy the errors. which can occur in the measurements 
a d  in the elaborations and their influence on the results 
are discussed in 10. 

Notations. 
Explanation of the terms .,elevation" a i d  ,,azimu:h', used 

below: 
The elevation of an axis with reference to a coordinate 
system XYZ is the angle between the axis and the XY 
plane. The elevation is ineasured from --90" to t 90' and 
is positive. if the axis. is  directed to the sa& side of the 
XY plane as the Z axis. . 
The azimuth of an axis with reference to a coordinate system 
XYZ is the angle betwee; the projection of the. axis an the, 
XY plane and the X axis. The azimuth is nkasured from' 
the positive X axis clockwise (looking in, the direction of 

' BERICHT V. 1198. , 
Kinanatogr&is& Bestimmmg der Cage und.des Ortm 

einer einrelnen erdfesten K i n o k a .  

Zusammenfassung. 
'Fiir das Studium der Flugeigenschaften eines Flugzeuges 

sind Messungen dessen , Bewegungen erforderlich. An 
erster Stelle sind die Bahn und die Lage des Flugzeuges in 
jedem Moment im zugehorigen Punkt der iBahn zu bestim- 

. men. Diese Messungen werden bei stationsiren F l i ig i  vdr- 
ziigsweise ausgefiihrt mitt& im Flugzeug montierter Instru- - 
mente. Bei nicht-stationam FIiigen sind zuverl&sissige (Mer 
sungen im Flugzeug mit den jetzt zur Verfiigmg stehenden 
Instrumenten nicht moglich. oder sehr schwierig auszufiihren. 
Unter 01 wird dieses erlautert. In diesen FAllen kilnnen die. 
Messungen ausgefiihrt werden mit iHilfe von ,am Boden 
aufgestellten Apparaten. 
In diesem Bericht wird nun ein vom N.L.L. entwickeltes 

Verfahren beschrieben. mit dem die Lase und der Ort 
eines Flugzeuges als Funktion der Zei: mit einer einzhlnen 
Kinokamera vom Boden aus festgelegt werden kann. 

Das Flugzeug sol1 mit Kennzeichen an den Endpunkten des 
Flugels und des Rumpfes versehen wrden. Mit der Richtung 

.der Linien durch die 'Kennzeichen (Mkszaohsen) am Rumpf 
u d  am Fliigel ist die Lage des Rlugreuges gegeben. Die 
Richtung einer Meszachse wird festgelegt erstens: durch den 
Winkel rwischen der Achse und ihrer senkrechten Projek- 
tion auf einer bestimmten Eb- CHohenwinkel) und zwei- . 
tens: durch den Winkel rwischen dieser Projektion und einer 
bestimmten Achse in jener ,Ebene (Seitenwinkel). Unter 02- 
wird die Bestimung der Lage des Flugzeuges ausfiihrlich 
besprochen. . Die Lage der optischen Achse der Kamera und der 
Zeitpunkt der Aufnahmen miissen bekannt sein und deshalb 
,auch auf dem Film festgelegt werden. Zusammen mit dem 
Fil&Nd des Flugzeuges und den aus dem Film zu ermit- 
telnden Gr6szen sind diese und andere Bedingungen. wdche 
die Filmkamera erfiillen -?I. unter 03 besprochen. 

Von den Meszachsen wrden  zuerst in 04.1 die Hilhen- 
w i d 4  in Bezug auf der Filmbene und die Seitenwinkef in 
&rug auf einer harizontaleh Achse in dieser Ebene be- 
stimmt a u  den Grosren der Projektionen. der Mesrabhsen 
auf der Fihnebene und den Winkeln rwischen diesen Pro- 
jektionen und einer horizontalen Linie in .  der Filmebcne. 
Darauf wird in 04.2 die 'Lage des Flugzeuges in Berug auf 
der Filmebene umgerechnet fiir cine horizontale Ebene. Die 
Richtung der optixhen 'Achse SOLI dabei bekannt s in .  Bei 
diesen Ableitungen miissten einige Voranssetzmgen gemacli! 
werden, von denen die wichtigste ist. dasr der Schqittpunkt 
der Meszachsen in der bptiscben Achse der Kamera . lieat. 
Si& dies Bedingungen nicht erfiillt. so miissen Korrektwen 
angebracht werden. wuelche in 06 abgeleitet sind. 

1Mittels.der in 05 und 06 besprochenen Nomogramme kon- 
nen umfangreiche Berechnungen vermieden werden. 

8ei der, Besprechung der graphischen Darstellung der 
Ergebnisse in 08 sind als Beispiel einige ,Meszergebnisse 
von Kunstfliigen beigefiigt, welche mit einer vom N.L.L. 
gebauten Probekamera erhalten wurden. 

Um die erreichbare Clenauigkeit zu p&n, ist ein Flug- 
zeugmodehl, dessen Lage und Entfemung vori de: Kamera 
such unmittelbar gemessen werden konnten. in mehreren 
Lag'en gefilmt worden! Die Ergebnjsse sind in 09 besprochen 
worden. Es stellte sich heraus. dasz mit der angewandten 
provisarischen Apparatur ein Meszfehler erreicht, werden 
konnte der unter 1% in der Eptfemung und unter 1 Grad 
in der b g e  liegt. 

Z u m  Schlusz sind in 10-die ,Fehler. welche- bei der. Ver- 
messung u;ld Auswertung der Filmbilder auftreten konnen: 
,und ihr Einflusz auf die. Ergehnisse besprochen. 

eines " I g s  als Funktion der zeit ullter Benutrung 

Formelzeichen. 
,Definition' der nachstehind bequtzten Ausd+cke .,Hehen-, 

kinkel" und ,.Seitenwinkel'': 
Der Hohenwinkel einer Achse beziiglich einei ' Kobrdinaten- . 
iystems XYZ:ist der Wi&d zwischen dieser Achse und 
der XY-Ebene. Der Hijhenruinkel liegt zwischen -90" und 
+90" und ist positiv, wenn die A c k  derselben Seite der 
XY-Ebeni zugkwandt-ist wie die 2-Achse: 
Der Seitenwinkel einer Achse. beriiglich eines Kobrdinaten- 

': 

, 

I 
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the negauve Z axis) to the positive projection ?f the axis 
and e e f o r e  lie$ hstween 0' and 360". 

x axis = body axis; axis through the marks on the body 

y axid = 'lateral axis (Gsitive in the directiah from PS 

- y axis = wing axis: axis through the marks on the wing 

z ,xis 

systems XYZ ist. der Winkel zwischen der Projektian der 
Achse auf der XY-Ebene und der X-Achhse. Dieser Winkel. 
wird gemessen von der positiven X-Achse aus in der Rich- - tung des Utirzeigers (Blickrichtung in negative Richtung : 

- der Z-Achse) his zur positiven Projektion der Achse und 
k t  somit zwischen 0" und 360'. 
x-Achse = Rumpiachse: Achse dkch die Kennzeichen am 

(positive' from the tail to the nose). 

to S B ) .  
Rumpf (pbsitiv in der Richtung von hinten ' 

nach vome). 
y-Achse = Querachse (pasiti; in der Richtung von B.B. 

nach S.B.). 
-y-Achse= Fliigelachse; Achse durch die Kennzeichen am 

Fliigel (positiv yon S.B. nach B.B.) , 

r-Achse , = Hochachse: Achse durch den Schnittpunkt der 
Rumpfachse und der Fliigelachse senkrecht 

' auf diesen Rchsen (positiv von Oben- nach 
Untenseite des Flugreuges). 

= Schmittpunk der Rumpfachse und der Fliigel- 

(positive in the direction from SB to PS). 
norrial axis: axis through the intersection Point . 
of the body axis and the wing axis perpen- 
dicular to these ares (positive from the top to 
the bottom of the aeroplane). 

= interdection k i n t  of body axis and Wing axis. 

.' 
~ 

S 
S" E projection of S in the filmplane. . 
V 
0 

' 

&' plane through S parallel to the filmplane. 
= centre of the part of the filmplane availahle ' S 

. S" 
for the image of the aeroplane: intersection ' .  . achse. 
point of the optical axis and the, filmplane. - -- 'p rolektion .' von S auf der Filmebene. . 

5 1  5 coordinate system = film-coordinate system. ' 

6 axis 

7 axis . 9 axis in the 'filmplane trough.0 perpendicular 
to the S axis.(positive in upward direction). 

5 axis = axis trough 0 peipendicular to the filmplane : 
optical axis of the camera (posttive in forward 
direction). , 

Xk Yk Zk coordinate system = ground-coordinate system 
with its origin in the camera. 

xk axis =.. hortizontal. axis of the ground-cooidinate 
system (positive to the north). 

Yk axis = horizontal axis of the ground-coordinate system 
(positive to the east). 

Zk aris = vertical axis of the ground-coordinate system 
. (positive in upward direction). 

a - =,distance o f  the marks bn lhe body. 
b = distance of the marks on the wing: ' . 

a' 

L' 
a" 

b" 

P 

E hori-tal axis in the filmplane through 0 ' 
(positive to the left) I 

* 

' . 

= length of the projection of a on 'VI 
= length of the p&jectiah of b on V. 
= length of .the projection df a 'on the filmplane. . 
= length of the projection of b on the filmplane. 

a" - , quantity to be used for the dete'rmi- 
, .  

- F7-. .4 

A 

E 

A 

1 

a 

~- 
nation of 1 and @. . 

= angle bekeen an arbitrary axis in the iym- 
metry plane of the aeroplane and the x axis. 
The angle is positive, if the x axis is turned 
to the. side of. the xy p l ad  opposite to the 

. z axis. , ' 

=' elevation of the optical axis of the camera 
with reference . to the ground-coordinate . system. 

.= azimuth of the optical axis of. the camera 
with reference to the ground-coordinate system. 

= elevation of the line,from 0 to S with reference 
to the ground-cwrdinate system. 

' = azimuth of the line: from o to s with reference 
to +e ground-cwrdinate system. ,. 

=.elevation of &e x axis with reference to thd 
film-coordinate .system. 

= azimuth of the x axis ,with reference to the 
film-coordinate system. . ~ 

, = elevatidn of the -y axis with reference to 
the film-coordinate system: 

* 

V . = Ebene durch S barallel zur Filmeben:. 
0 = Mittelpunkt d& , fiir die Abhildung des Plug- 

reuges zur Verfiigung ,stehenden Filmfliiehe: 
Schnittpunkt der optischen Achse, und der 
Filmebene. c 

E '1 S-Koordinatensystem = Filmkoordinatensystem.' 
S-Achse . = horizontale Achse in der Filmebene durch 0. 
. .  (positiv nach links). 
q-Ach'se = Achde in der Filmebene durch 0 senkrecht. . 

auf der t-Achse (positiv nach oben). 
. S-Achse =.Ache durch 0 seikrecht auf der Filmebene: 

optidhe Achse der .Kamera (poiitiv nach 
vorne). 

Xk Y k  Zk-Koardinatensystem = Boden-Koaidinatensystem 
mit Ursprung in der Kamera. 

Xk-Achse = horizontale Achse des Bcdan-Koordinaten- 
, .systems (positiv.nach dem Norden). 

Yk-Achse = horizontale Achse des Bcden,Koordinaten- . 
systems (positiv nach dem Osten). 

Zk-Achse = verhkale Achse des Boden-Koordinatensystems 
.- (positiv nach oben,). . , 

. a  = Abstand der Kennzeichen auf dem Rumpf., . 
= Abstand der'Kennzfkhen auf dem Fliigel. . 
= LBnge der Projektion v6p a auf V. 
= Liinge der' Projektion von b auf V. 
= LBnge der Projektion von a auf der FilmAene. 

"= Liinge der Projektion von b,auf der Filmebene. 

. .  

b 
a' 

b'. 
.J 

b" . ' . 
a .  

E 

A 

E 

A' 

L 

(1 

. .  
- - "' einh bei der Bestimmung von A und V - . . b" a * 

zu benutrender Grbsse. 
= Winkei zwischen einer willkiirlichen Achse in 

der Symmetrieebene des Flugzeuges und der 
;-Achhre. .&r Winkel ist positiv, wenn die 
Achse der anderen Sere der xy-Ebene 

' .  zugewandt ist wie die z-Achse. . 
= H6he:henwinkel der optischen .Achse beziiglich 

= Seitenwinkel der optischen Achse beziiglich 

= .H&hen&kel der Linie von 0 nach'S beziig- 

= Seitenwinkil der Linie yon 0 nach S berug-. 

= ,H6henwinkel der x-AchG heriiglich des, Film- 

= Seitenwinkel der x-Achse. bercglich des Film- 

= H6b'henwinkel der - y-Achse heriiglich des 

des Boden-Koordinatensystems. 

des BodenXoordinatensyitem. 

l i d  des Boden-Koordinatensystems. 

lich des Boden-Koordinatensystems. 

Koordinacensystems. ' 

Koordinatensystems. . . 

Film-Koordinatensystems. 

. .  
. .  

. .  . .  
. -  
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= azimuth of the -y axis with reference to the P 
B = elevation of the x axis wirh reference to the 

Y~ = azimuth of 'the'  axis with reference to the 

film-coordinate system. - . 
ground-coordinate system. 

ground-coordhnate system. 
= azimuth (in the .XI Yk plane) of the x axis 

with reference to the E axis. ' . .  

= elevation of the -y axis with reference to the 

= azimuth of the -y axis. with reference to the 

= azimuth (in the X h  Yi plane) of the.-y axis 
with reference to the E axis. 

= elevation of the y axis with refeience to the 
ground-caordinate system. 

= .elevation of the z axis with reference to the 1 
. ground-coordinate system. 
= azimuth of the z axis with .reference to the 

ground-coordinate system. 
= distance from S to the camera. 

ground-coordinate system. . .  

I ground-coordinate #system. 

= coordinates of S" with reference to the film- 
coordinak 'system. 

= distance from S" to 0. 
= distance from the point in the filmplane with 

= angle between the 6 axis and the line from 
E = 90" to S .  

0 to s". 

. .  
0 

. .  
= Seitenwinkel der - y-Achse beziiglich des 

= Hbhenwinkel der x-Achre beziiglich des Bo- 

= Seitenwihkel der x-Achhse beziiglich des Boden: 

.Film-Kwrdinatensystems. 

des-Koordinatensystems. 

Kwrdinatensvstems. . .  
= Seitenwinkel (in der XI Yk-Ebene) der,x-Achse 

beriiblich der E-Achse. , 
= Hbhenwinkel der -yy-Achse beziiglich des 

= Seitenwinkel der -yy-Achse beziiglich des 

= Seitenwinkel (in de'r XI Yk-Ebene) beziiglich 

= Seitenwinkel der y-Achse beziiglich der Boden- 

= Hbhenwinkel der r achse  heziigiich des Boden- 

= Seitenwbkel der z-Achse beziiglkh des Boden- . 
= Abstand 'YO" S zur Kamera. 
= Kwrdinaten von S" beziiglich des Film-Kopr-. 

= Abstand von S" zu 0. 

Boden-Kwrdinatensyst~~~. . . . .  

Boden.Koordiinatensystems. 

der E-Achse. 

Kwrdinatensystems. 

Kmidinatensystemg. 

Koordinaknsyste.ms. 

* 

' dinatensyitems. 

= Abstand vam Punkte in der Filmebene mtt 
E = 90" zu S". 

= Winkel zwischen der t-Achse und der h i e  
"on 0 TU s". 
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Een methode voor het zichtbaar maken van stroomingen. 

dnot 

ir. A 1)E LATHOUDEK 

2. 
\\'ordt de plaat,, voordiLt de wind is aangezet, geliccl  net 

vloeistof bcstrcken; dan untstaat liet in fig. 2 gegeven stmo- 
Iningsbceld. Hloewel dit  bij opperrlakkige besclioowing gel 
li,jkenis vertoont, met liet verloop vsn de stroonilijneii on1 
een vlengeiprofiel i n  t\r,eediniensionale stnroining, ra l ler  
hi,j nsurc.lieurige:er I~esclioorvinp tricli eenige typisclie af- 
u.ijkingen op (rie ook fig. 1, waarin bet. stroomingsbeekl 
solienmtisch i s  wergrgeven). Op eenigen afrtand v00r den 
vleogelneus mts taa t  een st,iinpunt,, waarin de strooming 
x i c h  splitst en de vlocistof, zonder den profielrreos te raken, 
zijdelings e n  veivolgens n a ~ r  acliteren wordt afgevoenl. I n  
liet gebied tmwlien den 1-leirgelneiis cn dit s towpmt  tceke- 
lien zich lijnen af, die den indink n-ekken alr?f er zicli een 
b r o n  (punt, w*ar vloeistuf in het rv:ld wurdt gcbraclit) 
up den vleogelneos bevindt. De vloeistof strooint vannf dit. 
bronpunl, tegen dm wind in, hiiigt daarna aijdelings af en 
stroonit, larigs liet profid mar acliteren. Ue in dit  gcbied 
afg'eteckendc lijnen loopen diclit 1ii.j bet, vleiigelo~~I"r'lak, 
eclrtcr nirt evcnviidie daaraan. manr sniiden den omtrek 

I '  e I' h r c g c (1 s / r " 0 o r  i n g s * e L l d  e t < .  

a n  

van liet pmfiel. 
I)e indruk werd verkregen, dat de vlueisiof i n  Imvenee- - 

noemde i.wee gebieden zich riiet vemiengt,. Dit werd he- 
vestigd door proeven, wanrhij yetraclit nerd allecn dc. 
strouming in liet buitengebied ziclitbnsr tc makcn. 

FVVurdt. n;rntelijk n i e t  de gelleek plaat riict vloeistuf he- 
stteken, maar slecllts liet roorste dcel, dan ontstant lict i n  
fig. :< gege\.Cn stroomingsbeeld. De hriiieristro~imii,g laiit om 

http://gege\.Cn
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liet pfofiei ern g:ei>ie<i Lvij. Ilet stiiivpniit voor den vleugci- 
new treedt op deeelfde plaats opals in fig. 2. 
Ook de binnenstroorning kan afi.onderlijkgedcnionstreerd 

worden dooI alleen vloeistof te brengen i n  de omgeving van 
den'vleugelneus en wel binnen liet gebied, dat in fig. 8 iriet 
door de buitenstrtroniirip irordt hestreken (fig. 4). 1)aarbij 
doet zieh eclrter de nrerkwaardiglieid vuor, dat, de sttriiorninc 

Iwacllt nog rail invloe(1 riju up liet strouoiings1,eelil. D&C 

irtvlued nal alleeii dan van helang zijn, wanneer de dikte rail 
(IC vlneistoflaag. ILY . ais gevolg vari upstuwing, groote VCII- 

kchillear vertoont. 
Met, beholp van deac krachten is liet tnogelijk vonr den 

vorm r a n  llet wsargenwnen stroornirigsbeeld een rerklaririg 
te pe\len. In  het onderstaande vordt dit eedaan \nor de he- 

zich aan den achterrand van liet, proriel splitst en een ge- 
hied, vrij laat. Rij aandachtige beschouwing viln fig. 'L is 
dit  verschi,jnsel ook i n  liet volledige struomingsheeld w a r -  
neembaar. Het lijkt of zich in de aclrtcrpunt \.an het profiel 
eveneens ?en bron bevindt. 

De strooming i n  dit  laatste gebiecl ( ~ t ~ ~ r t s t , ~ n ~ ~ , , i i i ~ ~ )  kair 
afmnderlijk verkregen worden door eenige druppels vloei- 
stof bij den ~~leugelacl~terrand te leggen en  daarnn de wind 
over de plaat tc laten blaecn(fig. 5) .  

De aaiidaclit zij eroy gevestigd, dat horengenoemde ver- 
scliijnselen niet ecn enkelen keer optraden, maar volkomcn 
reproduceerbaar zi,jn. De groot,te van de nindsnelheid, de 
hoe~erlhcirl opgebradrtc vloeistof, de sarrremtclling van hct 
wengsel PI, dleplaats ;.an de opgchmchte vloeistof Iiehben 
binncn zeer wijde prcrrzen geen invloed op lret, vcrkregen 
heeld (docli we1 011 dc sclrerpte van dc afgeteekende lijnen). 

5 .  I' e r 1; 1 n I i ) I  g 1: ( I  ) I  d E zu n n r g c u o V I  
s r h i j n , s c I c n .  

3 1 .  ; 4 1 g c f I 1 c e , , .  
Voor de verklaring van de waargerrorrm? verschijrtaelen 

wordt crop gewezen, (1st de opgeteckende Ii,jncn de stroon- 
lijnen ran de vloeiitof en niet die van de sich daarboven lit,- 
vindende lrlclrt aijn. l k a r  op de vloeistof aridere kracllten 
werkeo <Ian op de locltt, wijkt lict verkregen struon,ingsss- 
heeld af van dat om ear  vleugelprofiel in l~~\.eedirr~eosir~nale 

n c c I 

st,ro,"g. 
Dc op de vloeistol werkrnd~ krncliten ci,in: 

0) arijvhl~skrachfeir, veruorzaakt, door Itet snellxidisvei- 

b) \rrijvingskmcliten, die de piadt, op de vloeistof uitoefentl 
c).drukkracliten, ten gevolge van de in de luclrt Imvea de 

d) inwendige wrijvingskrachteii i n  de vloeintof (riseusitcit). 
De krachten R )  zijn nieesleepende, de krachten b) d;rareri- 

tegen remmende krachtcn. De drukkraeliten vemoraaken 
een hewging van de vloeistof van gebieden, waar Iiooge 
druk hoven - en dus rmk in - de vloeistof heersclit, naar 
gebieden van lagen druk. Dew kracllten kunnen dus zoowe1 
meesleepend ais rernniertd werken, alsook virylaatsingen 
loodrd i t  op de algenieene hewegingsricliting van de vluei- 
sbf,  dns krornnring van de stroomlijnen, veroorzaken. 

Saast hovengenoemde kmteliten kan ook de znaarte- 

sclril tussclren de lriclit en de vloeistof, 

vloeistof Iieerschende drukversclrillen, 

lankrijkste verscliillen tussclien de strooridijnen van de 
vlneistof cn van de zich erbu\.cn hewegendc lucllt. 

:\lvorens echter over te gaan tot een riadere bescliouwing 
"An dr verkregen strooi,~ingsbeeld~n, wordt de sandacht 
crop gevestigd, dat de Itier hesclirevera r.erscliijnsplen over- 
cenknnist, vertuonen met die hij stroomingen in grenslagcn. 
ecliter met dit  verscliil, dat deze in liet laatste wval  bc- 
Iieerscld worden door &in middenstof. 

SL. I 1  e 1 s i iu p I (  n t D o o P d e  I I  u I c IL g e 1 n F I I  8 (S). 
I)e druk voor den vleugelneus is huog en neenrt n8ar 

vmen toe (dus tcgen de windrichting in) af. De drukkrachtm 
Iiebben dus een remmenden invloed op de naar den vleugrl- 
neus stroomeride vloeistof. De snin \.an ile rcnnncndc 
kraohtcn (plaatwi,jving en drukkracliten) wordt in de om- 
geving van den vleugelneus hlijkbaar grooter d m  de mce- 
siecperrde krschten. zoodat, dc vloeistof in  het punt S (zic 
fig. 1) tot. st,ilstand konit. De i n  liet punt S aaiigevoerde 
vloeistof innet weer afgevuerd worden en stroornt derlialve 
sijdelings weg ilaar gebieden van lageren drok. 

:::j. 1 ) c  h r o r r  o f ,  d e v i  o I e r c g e I a e ~ r s .  (U,) 
LII  liet geehied tusschen liet stumporrt Sen den vleugclneus 

rijn dc rlrukkraclrten maatgevznd voor (le stroolningsrich-- 
ling van de vlueistol(vg1. de verklaring van llet stunvunt). 
De vloeistof stroumt dus van het gebied met huogen druk 
ndar *at, met lagen druk, d.w.z. r a n  den vleogclneus af en 
tegen de windricliting in, In het punt  S is evenwicht tussclierr 
remiriende en nwesleepende kruehten. De,,hinnenstroomi,,~'' 
buigt, 'dus hicr eYeneeriS zijdeliogs af. \WJrdat, lict punt S 
hereikt is, 

:I&. 11 (I ,,s I r (I o w 1 i j  ti F 8 4 ' '  

n n It e i v I c I #  g (I 1 b o ii c n- e ii 
De druk op het vleugelbovenvlak is lagcr, dic np ltet on- 

dervlak liooger dan in de ungcestoorde strooming. In hct, 
eerstc geval necmt de druk langs de iiarriiaal 011 liet profiel 
toe en in liet tweede gernl af met toenemenden afstand tot 
het profiel. De drukkiachten stunen de vloeistof dlns naar 
den vleugelbovenkant toe en viln den onderkant af. 

Aan den hovenkarit wordt de vloeistofzuo sterk tegeii den 
v~eugel opgeatuwd. dat de breedtc van liet gehietl der bin. 
itenstrooking tot nul geredureerd wordt en ook de huitcn- 

I i c h f i 11 g u a I, d e 
o n d e  r c I a k.  

. .  
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A 3  

strooming ~ i e t  vietrgelq&rviak 
raakt. >\an lret achterdeel van tiel 
profiel is de drukgradient langs de 
normaal 011 liet profiel minder gmot 
en k:m de vloeistof het vleogel- 
oppervlak \veer vcrlaten. In  het 

van dt: vloeistnf zal ungetwijfeld 
vernrenging ran vlueiatof [lit de 
buiten- en I ~ i ~ ~ ~ ~ ~ ~ n s l r n ~ I ~ i i I i g  optre- 
den. €let gevolg liiervan is, dat  dc 
plaats van de sclieidingslijn tua- 
sclicn hiiiteii- cn tiinnenstrnciming 
op fig. 2, 's en 4 niet volkornen 
gelijk is, terwi,jl dit'vonr de andere, 
scheidingslijnen op de vcrschillendlc 
foto's steeds we1 liet geval i s .  

35. 1 ) e  s f n n r t s l r u o t r ~ i n g .  
,\an .den d i t e r r and  van een 

vleugelprofiel is soins e m  klcin gc: 
hied aanweaig, waarin de statisclu! 
druk liuogcr is dan in de ongestoorde struaoiing'). Dit is 
blijkbaar nok bij liet onderaoehte profiel liet geval. 1)ireot 
achter het prafiel divcrgecrt, de staartstrooniing daardonr 
mij snel. buns hlijft, de breedte van dit gebied praktiscli 
constsnt. 

De znaartt,kracht lxcft een soortgelijken inrloed q r  de 
st,ronnring in lret, staartgebied. Deze is eclrtcr riiet, de cenige 
of belangrijkste ooraaak van liet gcdrag ran d i e  strouining. 
want hij den in fig. 4 gegeyen stroon,iogstoestan[l blijft Itel, 
gebied van de staartstraoming juist vri,j van rkieistof, Ilel- 
gem zeker niet door den invlord van de aivanrtekraclit. k:m 
worden vcrklaanl. 

4. 11 o o I gc dri 1 1 c  

TU n n r n e m i n g c 71 b I I  s c h I e 1: c I I  

rn  c / R 11 d e  
Aan Itet eind van dit, rappmt zijn enkele poblicat,ies vex- 

rrield, waarin proeveri I,esclireven zijn, waarliij van de hiev 
hcsclmwde of een soortgelijke inctliodc r a n  zialitbaar 
maken van struoiningeri gebruik is geinaakt. I)e tneeste van 
de auteurs merken op, dat liet verkregen strooniingsl~eeld 
niet juist is, aonderer een vcrklaring ronr t e  gcven. In twce 

statisclrc drrikverscliillrn 01' het, stroomingsl,ri:l,l. 

3. 
a) Door cy de strwtning begrc~~zvnde waitden of (111 in dc 

strooming gebraehte platen een vlaeistof, vcriivengd met 
een fijn verdeelde vnste stof (11.v. petroleum met Isnlpeo- 
zaart) aan te hreng?n, is Iiet mogcli/k een stro~~n~ing-sbceld 
te verkrijden. 

I)) €let onder a) genoenide at,rourningsbccld kaii in de U I I I -  

geving van wanden CD van in de strooming gC:etJladtSfe liclia- 
nien sterk van Iiet stroontingsheeld, &it men zialitbaar 
wenselrt, t e  maken, afwijken. 

tegen den vlellgel Opgestulvde <led 

(1 ?I d e  I F  D b i  d c r z o  L h e r s  

VI ii k c 1 1 .  
n, e t d E h i e r 

1) a >i 2 i c I ,  t b u n I 

gevaller~ (lit. 5 en 8) ,r.orat, g ~ ~ v r z n ,  op den invlocd \-an 

(,' o n c I t i  s i < 

e)  1)c onder b) genricnide verscliillen \vordlcn rerooraaakt. 
dluonlat, op dc vloeistnf in liet algemecn andere kmcliten 
werken dan op de er langs st,roomcidlc lucbt. IIet verloop 
van den statisclien ilruk, in de luclit,st,ruon,ing heeft in Iiet, 
bijeonder een b&;;gTijken invlocd op de vlocistofstrouming. 

d)  I k  in condosie a) genucnrde mcthnde ran aiclitbaar 
rrtaken van strooming &?eft <Pan ook in liet algenieen geen 
,jiiiste stroomingsbeelrien. 

8. L i 1 e r a i u u ~ o  p g  ( 1 x 1  e.  
, E. S. :  Visual study u l  Plun diraonliniiity un 

l ix  IS". 1.5 cylindrical c m t i t ~ r  ;iirtbil. A i r  Seruim InJhr- 
vmliwi Circulmr 3 4  ( I W G ) .  

-. . 
,~ . . . . .  . .  ., . .. 
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'Report A 810. 

A method of visunlising flows. 
Bericht A 810. . . . .._ . ~~ . . 

Ein \'erfahren zur sichtbarmachung von Stromungen. 
W(wrmor!j. ' %,,se,n,,lu,lfrrrs,,ng. 

In this relmrt is described a method of m:ikinC f l o ~ r s  visiblc. 
The body, around whielithe (hid-motion is t o  he visoaliserl, is 
placed on a sh?et of plate glass which is coated with a mixture 
of petroleum'spd lamp-black. Whcn t,he plate is brought into 
an airstreern, the excess oi liquid is carried off by t.hc wind, the 
fluir.-pattern being traced in the remaining solid particles. 
When tlie~x<hole surface of the plate is covered with the mix- 
ture, the pattern of fig. 2 is obtained. This result does no t  
wxiespond with the flow existing wound the aerolbil pamllel 
to the plate. The flaw-pattern consists of three separate parts 
(marked in fig. 1 with I, I1 and III), each of which can'alsa be 
nbtained separately as givcn in the fig. 3, 4 and a. At some 
distance iii h n t  d the nose of the'.?erofail a stagnntion point 
is formed in the flow (S in fig. l )  while sources ari t the  nose 
(R, in fig. 1) as well as at the trailing edge (l3, in fig. 1). The 
atreamlines sccm t o  arise from the outline of the ~vofilc and 
to end in it. 

The difference between .the obtained flowpattern and the 
flow which is to be nrade visible, is caused by the diffcrcnec 
which generally exists hetwien the  forces adr ig  on'the'flitid 
on tli? glass-plate and those in the flow around the aerofoil. I n  
this report the peculiar coiirsc of t h e  streamlines i s  explninrd 
hy means of the forces acting on the fluid. 

The rcsults obtained are leading to the ronclosioo, that in 
general the above-mentiuncd method h e ' i  not give it  correct 
flow-picture. 

. . I r n  rurlirgenden Ilerielit win1 eiii Vrrftdlrcii, zllr Siclit- 
1,iirmaclmng yon Striimungen hesehrieben. Hiersu aird der 
Jiorper, wn den man das Stromnngrbild richtbsl',irii n l R C h C n  
wiinsrht, nof cine Glasplntte aufgrstellt, die nrit einer >lisehnng 
yon l'etrolenni id  Kienruaz best riehen worden ist. \Vird nun 
die I'latte in rim Luftstrijmrmg gebmellt, so winl die b'liissiy- 
keit vom \\'inde otitgefilhrt, ui;d zeiehnen sieh in den ziiriick- 
hlribenden feesten Teilchcn ;.Stromlirrien" ah. 

\ViNi die ganse Scheibe mit der Fliissigkeit bestrichen, dnnn 
entsteht das Bilrl in Ahh. 2. Uas Uild stimnlt nicht mit der 
wirklichen Striinmnp unl das Niigelprufil iiherein. Es I,esteht, 
:ius drei getrenntrn Gebieten (in Abb. 1 mit I, I1 und Ill be- 
acichnrt), die aurh separat erzielt aerden kijnncn. wie die Hil- 
der :I, 4 rind R zeigen. In ciniger Entferriung \-or der 1~'liigeI- 
nase bildet sieh in der Strihnung ein Staupmkt (S in Ahb. l), 
wiihrmd an der Wase (B, in Abh. 1) nnd an der Fliiyclhinter- 
seite (H, in  .Ahb. 1)  Qucllen cntstrhen. IXe Strairilinien rcheinen 
r lem Profilumrisz %(I ent.ipringen und darin zu rnden. 

Die Urssche der llntqschiedr zaisehen der Strsrnung die 
miin siehthnr xu rnachen wiinrcht und den1 crzielten Str6- 
inangshild liegt dbrin, dnsz die nul die Flilssigkeit iusgeiihten 
liriiftc den Kriifteo nuf dik um dss Profil fliescenden 1,rlft- 
teilclrm unglrich sind. In diesern Berielit wird der dgentiiin- 
lirhe \'erlauf der erlangten Strolnlinirn rrkliirt a u ~  dm auf die 
Fliissigkcit nirkendcn IirRftcn. 

IJie crzielten Ergebnisse fiihren Z I I P  I'olyernng. d8sz dss he- 
r~"xhene Verhhren im nllgemeinm kein richtiger StrijtnunSs- 
hild li~fert. 

I 
\ 
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Fig. 1. TTindtumx4 2 van het N.L 

De groote uitstroomluit (afm. :%I0 x 406'mm) wcrd uit  
gebogen triplex vervaardigd, de ,kleine uitstroomtuit (nfm. 
210 x 300 mm) uit  koperplaat. Daze kopercn tui t  is los- 
neembaar op de groote uitstroomtuit bcvestigd. De kanaal- 
toestanden met en zondcr de kleine tuit znllen ih bet vol- 
gende met kleiue resp. groote meetplaats worden .Ban- 
geduid. 

De opvangliechter is verstelbaar en van multiplex ver- 
vaardigd met uitzondering van de naar buiten gebogen 
koperen mondstukken van de hoekplaten. Met een een- ' 

voudige klemverbinding kunnen de opvangtrechterwanden 
in elken gewenschten stand aan een houten portaalconstruc- 
tie worden vastgeklemd; de verstelmogelijkheid is zoodanig, 
dat  de opvangtrechter zoowel voor de kleine als de groote 
meetplaats bruikbaar is. De hoekplaten worden elk met 
behulp van vier spiraalveeren buitenwaarts tegen de hoofd- 
platen getrokken. Door verwisseling van mondplaten is 
het mogelijk den opvangtrechter aan te  passen aan de ge- 
sloten, respectievelijk de open meetplaats. Om bij de open 
meetplaats de, door den opvangtrechter opgevangen, over- 
toUige hoeveelheid lucht te  verwijderen, zijn in de zijwan- 
den drie rijen gaten aangebracht. 

Het  imetstuk, dat gebruikt wordt voor de metingen me; 
gesloten meetplaats, is eveneens vervaardigd van 10 mm 
dik multiplex. Aan ken zijdc wordt het op de koperen 
tuit geschoven, aan de andere zijde door een, op het onder- 
ste deel van het omloopkanaal aangebrachte, stellage on- 
dersteund. De wanden zijn evenwijdig en niet verstelbaar. 
In  het midden van de zijwanden zijn twee vensters aan- 
gebracht; in doorsneden voor en achter de vensters be- 
vinden zich doorvoergaten voor instrumenten. 

Om een indruk te  kunnen verkrijgeu van de te  verwach- 
ten luchtstraoming in de toekomstige meetruimte, werd ook 
een model van deze meetkame, vervaardigd. 

De hoekschoenen ziin vervaardied uit in hetiuiste profiel' 

,,I,. in zijn definitieve opstellin.. FOIO N.L.L. 

dikte aanweaig is (rik tabel 3), ontstond duardoor een ver- 
hoogde werking der hladclcmenten. 

Hct toerental van de, ovcrigcns aan de ware grootte 
uitvoering gelijkvormige, schroef is, aangezien de dia- 
meter slechts 1/10 bedraagt en de luchtsnelheid dezelfde 
zou zijn als bij windtunnel 3,lO maal zoo groot als bij die 
tunnel en bedraagt 8500 omw/min (VjnD in beide gevallen 
gelijk). Om dit hooge toerental te bereiken werd aanvanke- 
lijk een tandwicloverbrenging (overbrengingsverhouding 
140jZa) tusschen den electromotor en de scbroefas aange- 
bracht; bij de definitieve opstelling is deze vervangen door 
een riemoverhrenging (450/80). 

De schioefaandiijuing geschiedt door een 440 Volt ge- 
lijkstroommotor (N = 10 pk, n = 1600't/min), gevoed 
door het omvormeraggregaat van windtuunel 4. Goede 
fijnregeling werd verkregen door toepassing van de Ward- 

De tunnel werd, . met uitzondering van het schroef- 
aggregaat, door het ' N.L.L. vervaardigd. Het schroef- 
aggregaat en de aanvankeFjk gebruikte tandwieloverbren- 
ging werden gclevcrd door de N.V. Machinefabriek ,,Jaffa", 
voorheen Louis Smulders en Co. te Utrecht. De bladen van 
de sciiroef en het leidapparaat werden gefraisd door het 
,,Nederlandsch Scheepsbouwkundig Proefstation" te  Wage- 

I I n  fig. 1 is een afbeelding van'windtunnel 2, die &bans 
hoofdzakelijk voor het ijken van instrumenten wordt ge- 
bruikt, in zijn definitieve opstelling gegeven. 

3. De meetmethoden. 
Het algemeene stroomingsonderzoek, d.w.z. het op- 

sporen Fan plaatsen met niin of meer onrustige strooming 
en het globaal bepalen van de stroomingsrichting (0.a. 
achter de hoekschoepen, v6br en achter de sehroef, in de 
meetruimte en in de omyevinp van Opvanctrechter en uit- 

Leonard schakeling. . , ,  

ningen. . .  

gefraisd beuke'nhou; Elk der z e r  rijcn hoekschocpen is 
vereeuigd' in een uitschuifbaar houten raam, waarin de 
sclioepen draaibaar zijn bevestigd. Door middel van een 
stelschroef i s  bet mogelijk alle schoepen gelijktijdig te  ver- 
stellen; de grootte van deze verstelling is op een schijf 
buiten het kanaal afleesbaar. 

sehroefberekening van prof. dr. J. M. BURGERS, bestaat 
uit een zes-bladigen scbroef, opgesteld acliter een elf- 
bladig leidapparaat. Bij de vervaardiging van de schroef- 
bladen bleek, dat de maximum profieldikte niet geringer 
dah 12,% van de bladbreedte gemaakt kon worden; ten- 
gevolge van een misverstand werd verzuimd de instelhoek 
der betreffende bladelementen in verband hiermede te  
wijzigen.' Vooral aan den tip, waar het grootste verscbil in 

stroomtuit) geschicdde met berhulp v a i  ainhvaantjes. 
Het op constante lucbtsnelheid regelen van' de wind- 

tunnel geschiedde met behulp van een statisch drukkanaal, 
dat  uitmondt in bet omloopkanaal tussehen den gelijkrich- 
ter en de kanaalcontractie v66r de'uitstmomtuit. 

De stuwdruk-' en statische drukmctingen, waarbij in- 
Het schroefaggregaat, uitgevoeid volgens de ,eerste begrepen de metingen v66r en achter de sebroef, werden 

uitgevoerd met een pitotbuis; de statisehe druk werd hier- 
bij steeds gemeten t.0.v. den atmosferischen druk. Bij de 
.schroefmetingei bevindt de pitotbuis zich in een strooming 
waarvan de richting op vcle plaatsen- aanzienlijk afwijkt 
van de hartlijn van bet omloopkanaal. b i t  heeft een foutieve 
aanwijzing van de pitotbuis tengevolge; de metingen ter 
plaatse bleken dan ook op slechts i 0,04 qgem nauwkcurig. 

De richtingsmetingen geschiedden met een richtings- 

, 

I 



meter,, bestaande u i t ~  een eirkelcylinder, waarin in een 
dwarsdoorsnede onder hoeken van 00: drie drukopeningen 
zijn aangebracht. De richtingsnreter werd bij de metingen 
in kin vasten 'Stand ten opzichttiran de' tunnelopgesteld: 
Uit  de drukverschillen, gemeten tussehen de drie druk- 
openingen, werden met behulp van ijkgrafieken de aan- 
stroomiichting en ile windsnelheid bepaald. Met dit  type 
fichtingsrieter is het ,slechts mogelijk de aanstroomriehting 
in een vlak loodreeht op de as van den cylinder te bepaldn, 
aoch niet de andere richtingseomponente. 

De drukken werden genieten met behulp van alcohol- 
micromanometers. Bij de uitaerking van ile waarnerningen 
y r d e n  variities in hct s.g. van de alcohol en in, de tempe- 
ratuur in rekening gebracht. 

Het toerental van de schroef werd met een,Hasler- 
toerentellcr genieten. , 

De nreetnau~~keurigheid bij 'de uitgevoerde metingen 
bedraagt, YOOT mover niet anders vermeld is, voor den 
stuaddruk + 03% q, den statischen druk + 0,l.X q, de 
snelheid + 0,2% V cn de windrichting & 0 3 .  De fout bij 
het meten van het toerental is te veraaarlooaen. 

4. Resultaten. 
41. Algemeen. 

Bij de in bedrijfstelling van de nrodeltunnel bleek de op 
de meetplaats bereikbare snelheid ruim 50 mpec te zijri. 
Sij  boogere windsnelheden hegon de tunnel in' zijn geheel 
sterke trillingen uit te voeren, terwijl bovendien de tand- 
wieloverbrenging te warm werd. In zijn definit.icve opstel- 
ling is de tunnel goed verankerd aan het betonakelet van 
het tunnelgebouw en de tandwieloverbrenging vervangen 
door een riemtrensmissie. In  dezen toestand bedroeg de 
windsnelheid bij 8600 oniw/min ongeveer 65 mjsec. 

Verder werd reeds dadelijk na de in bedrijfstelling een 
tweede hinderlijk rerschijnsel rvaargenomen en we1 dat de 
druk in de opening, waarop de regelmanometer aangesloten 
is, van tijd tot  .tijd zich bij gelijkblijvende windsnelheid 
plotseling iets wijzigt. Dit is hetzelfde verschijnsel, dat bij 
windtunnel 3 (zie lit. 2; punt GI) n'erd waargenomen en 
waar~oor nog geen verklaring werd gevonden. 

yoor de eischen,.die aan de kwaliteit van de strooming 
in 'een windtunnel gestetd moeten worden, kan verwezen 
warden nnar rapport A 796, punt 4 (lit. 2). Zij.luiden voor 
de meetplaats in het knit: statische-drukverloop.langs de 
hartlij? minimad, snellieidsverdeeling over een daars- 
doorsnede constant, richting van den. wind evenwijdig aan 
de hartlijn en turbulentiegraad laag. De turbulentiegraad 
werd nog niet gemeten, daar de straalafmetingen te klein 
zijn VOOT metinken niet bollen en de apparatuur voor liet 
meten van turbulentie niet gh idraden  nog viet ver genoeg 
ontwikkeld is. 

Behalve metingen in den luchtstraal op de meetplaats 
werden ook metingen verricht in het omlaopkanaal en we1 
in het, bijzonder aeliter de hoekschoepen en voor.en aehter 
de schroef. Deze worden in de volgende punten nader 
bcsproken. 

Het. grootste. deel der metingen werd uitgevuerd bij den 
volgenden toestand van de tunnel: 
Meetkanier : niet aanweaig 
Meetplaats : 'open 
Uitstruomtuit : klein; 210 'x  300 rim , 
Opvangtreehterapening : - 2 G  x 385 inm 
Gaten in den trecliter : open 
Stand' hoekschoepen : zie tabel 1 onder oorspronkelijk 
Stand, seliroefbladen : zie tabel 3 onder oorspronkelijk' 
Gelijkriehter en vanggaas : afwezig 
Windsnelheid , : 41 mjsec in de kleine en 25 

nijsec in de groote meetplaats 

Slechts indien de tunneltoestand van den liieromsehreven 
.. afwijkt, . wordt dit  afionderlijk vermeld. 

Bij gebruik van de groote uitstroomtuit (300 x 400 mm) 
+.werd steeds een opvangtrcehtefopening van 330 x 480 mni 

2 ,  

. 

. 

toegepast. 
, 

I 

D e  verdeelingen gegeven in de fig. 3, 5 t jm 8 en 11 tjm 15 
&jn alle gezien.in de richting met den wind mee. De eo6r- 
dinaten x, y en z geven den afstand van bet nieetpunt tot  
respeetievelijk de nitstroomzijde van de tuit,  bet sym- 
metrievlak van de tunnel en het vlak door de tunnelhart- 
lijn, dat  loodrecht op dit  symmetrievlak staat. De laatste 
tnee coordinaten zijn nul in de tunnelhartliju. 

1 
42. Het stroomingsonderzoek in het omloopkanaal. 

Het globale stroomingsonderzoek met behulp ban wind- 
vaantjei wees uit, dat, met uitzondering van eenige plaat- 
sen met wervelcnde strooming, gelegen in de hoeken van 
het.  omloopkannal, de strooming regelmatig is. Aan de 
rugzijde van de hoekschoepen werd waargenamen, dat, op 
ongevFer de halve koorde vanaf den voorrand, neiging tot 
loslating bestaat;-da;irachter is een dunne. luchtlaag met 
geringe wervelbeweging aanyeiig. 

,Aan de onderzijde van de schroefas is'de strooming, wiar. 
schijnlijk als 'gevolg van de schaduwwerking van deze 
relatief dikke as, sterk wervelend. Langs de stroomlijn- 
vormige bekleeding van de schroefnaaf en de vier gestroom- 
lijnde pootenligt de strooming goed aan, acliter de schroef- 
naaf is eehter een gebied met werveling aanwezig. Op 
irooteren sfstand van de naaf ivordt dit  gebied.kleiner'en 
neemt de sterkte d i r  werveling af. 

De strooming in de gesloten meetplaats is zeer rustig; 
evenzoo in de npen meetplaats, zoowel met de groote als 

beivegende cn de stilstaande lucht treedt een wervellaag op, 
die zich op grooteren afstand van de uitstroomtuit rooael 
binnenrvaarts als buitenwaarts uitbreidt. Trillingen of 
pulsaties rijn, zbowel met als zonder de om de meetplaats 
gemonteerde meetkamer, niet wsargenomen. De lucht- 
strooming in de meetkamer is buiten den straal en het 
randgebied gering en gaf geen aanleiding een voor de waar- 
nemers in de, werkelijke tunnel hinderlijken tocht t e  ver- 

. 422. De slwwdrukmelingen. 

druk in liet omloopkanaal is infig. 2 gegeveu. Het snelheids- 
verloop volgt uit de continuiteitsvoorwaarde; bij de be- 

met den weerstand van het kanaal en de erin opgestelde 
onderdeelen, die 01) grand van literatuurgegevens zoo goed . 
mogclijk geschat werd, en werd ervoqr .gezorgd, -dat de 
son, van deze verliezen gelijk is ann den bij de proeven be- 

resultaten van de metingen langs de hartlijnen (loodrecht op. 
het'symmetrievlak van de tunnel) van de in fig. 2 aan- 

. : 

421. Net stroomingsonderzoek me1 windvaantjes. 

' 

, 

' 

de kleine straaldoorsnede. 111 liet randgebied tussehen de I 

, ' 

. .  
wachten. I ., 

. .  
Het berekende verloop van de snelheid en de statische 

rekening van liet drukverloop nwd rekening gellouden 

/ 

. .  

, 
paalden druksprong in het .schroefvlak. In fig. 3 zijn de ..I 

. .  

I 

I Teekaning N.L.L;  
Fig. 2. Het berekende verlaop van de snelheid V g m  Cn den, 
statinchen dmkp, in het omlaopkanaal. /// snelheidsverloop. , , 

- .  \\\\ drukverloop. 

- 
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Fig. 
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3. De stuwdrukverdeeling Ian@ de hnrtiijnen 
let symmetrievlak der tunnel) van 10 doorme, 

(IC 
den 

todrecht 
van de 

windtunnel.. 

gegeven doorsneden weergegeven. Opgemerkt zij, dat dese 
verdeelingen zijn uitgezet op de dimensieloos gemaakte 
kanaalbreedte. Hoewel de kanaalbreedten in de doorsneden 
onde5ling verschillen, wordt daardoor hereikt, dat ,,over- 
eenkomstige snelbeden" op deselfde verticaal zijn nitgezet. 
De figunr laat zien; hoe de kern,van regelmatige strooming, 
afkomstig %an de open of gesloten meetplaats 10, bij het 
doorloopen van het kanaal kleiner wordt (meetplaats 1 en 
2). Het vertragende effect van, de schroefas (meetplaats 3) 
is zichthaar. Door de'aanweziglieid van de dikke schroef- 
naaf wordt de luchtstroom, in de nahijheid daarvan, sterk 

.versneld (meetplaats 4); er is aus gem sprake van een 
uniforme snellieidsverdeeling v66r het schroefaggregaat. 
Door de schroef wordt de stuwdrukverdeeling (meet- 
plaats 5 )  geheel gewijzigd; gehieden met geringen stuwdruk 
v66r de sohroef, worden gewijzigd in gebieden met hoogen 
stuwdruk en omgekeerd. Voor de *erklaring van dit ver- 
schijnsel kan naar punt 48 worden verwezen. Ook blijkt 
in deze doorsnede een zekere asymmetrische stuwdruk- 
verdeeling te zijn ontstaan. Achter de sehroefnaaf (meet- 
plaats G) is een gebied van sterk vertraagde stroomink aan- 
wezig, de' ligging daarvan is eenigszins asymmetrisch; in 

: 

I 

Fig. 4. n e t  verloop van de snelheid V en de riehting 'p achter 
sehoepenrij I V  bij twee instelhacken van de sehoepen (Voor 

instelhoek = 61": 'ptem = 2"; voor 533': ygem = 0,s'). 
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Bocht 

Schoephuek 
Tunnel 2 

Schoep 
Oorspron- I 

' No.') 1 keliik Gewipgd _ _  , I Tunnel 3 

.I 7 + io I 500 I 520 I w 4 i  

50" 529 ' . 5304) 
51" 510 

IV 

_ _ _ _ _ _ ~  ~~ 

I) Voor hochtdummer zie fig. 2. 
De-sehoepen in de tweede hocht ziin vnnaf de onderziide . .  

genummerd. 
De schoephoek is de hock tussehen de hnrtlijn van het 

tunnelheen, dat - in de stroomingsriehting - v66r de 
schoep ligt'en de schoepkoorde (zie fig. 4). 

4, Het doe1 van het verschil in instelhaek bij deze schoepen 
was bet snelheidstekort in de onderste helft van het kannal 
te verminderen. (Uij tunnel 2 was het niet mogelijk .de sehoc- 
pen van &n rij versehillende instelhoeken te gcven). 

' 

De invloed van een verstelling der hoekschoepen op de 
stroomingsrichting in het omloopkanaal (meetplaats 9) 
wordt in fig. 5 wccrgegeven. De beschouwde daorsnede l ig  
op 320 mm afstand +iter het midden van schoepenrij IV. 
Het algemeenc stroomingsbeeld, d.w.z. de onderlinge 
richtingsverschillcn der luehtdeeltjes, is door de schoep- 
verstelling nagenoeg niet vernnderd; de strooming als ge- 
heel verkreeg echter een andere richting. De tunnelwanden 
oefenden liierbij een richtenden invloed uit,  zoadat op 
grooteren afstand van de hoekschoepen de richtingswijzi- 
ging vermoedelijk geringcr zal zijn. Bij een schoepverstel- 

' 

\ I.??? 
I 

TILkming  N.L.L. 
Fig. 5 .  De vertieale richtingsafwijkingen in het omloop- 
kanael in meetdooisnedc 9 (v66r de kananleontractie). 

instelhoek van schoepelirij I V  = 53,5',. _ _ _ -  instelhoekran schoepenrij IV = 52'. 

, 
ling van -1,5' wordt de gchcele strooming in dc hier he- 
schouwde doorsnede, gemiddeld 0,5" meer opwaarts gericht,. 

43. Het schroefonderzoek. 

. 

. 431. Algemeen. 
De werking van het schroefaggregdat wordt eenerzijds 

heoordeeld iim bet nuttig effect, anderzijds naar den 
geleverden druksprong en de kwaliteit, van de stroomirig 
achter het schroefaggregaat. Het was niet nmgclijk het nut- 
tig effect van de sehroef te bepalen, aangezicn het sclirocf- 
asvermogen niet nauwkeurig gemeten kon worden. Net on- 
derzoek bleef daarom beperkt t o t  liet stroomingsonderzoek. 

Het schroefonderzoek nerd uitgevoerd met de tunnel ip 
normalen toestand (zic punt 41), belioudens de hiernagc- 
noemde verschillen. S i j  de rnetingen zonder vanggaas en 
gelijkrichter hedroeg de luchtsnclheid V, = ,41 mjsec en 
52 mjsec, de sehroefbladinstelling xas daarbij eerst gclijk 
aan de oorspronkelijke instelling (zie tabel 3) doch werd 
daarnn gewijzigd met een hcdrag van -1,7'. Bij de me- 
tingen met vanggaas cn gelijkrichter bedroeg de luchtsnel- 
heid weer normaal V ,  = 41 mjsec, doch de schroefbladen 
nwen  -1,7' versteld en de hoekschaepen ,waren ingesteld, 
zooals in tahel 1 onder gewijzigd is vermeld. 

432. Hef stroomingsonderzoek. 

In fig. 6 en 7 zijn de rcsultatcn van de stuwdruk- en sta- 
tisclw drukmetingen v66r en achter de schroef 'weer- 
gegeven. Door deeling door den stuwdruk, bcrekend uit  de 
gemiddelde snelheid door, +et schroefvlak (qgrm). zijn 
diinensielooze waardcn verkregen: Uit de beide' figuren 
blijkt, dat v66r de schroef de hoogste snelheid voorkomt 
hij de ,noaf; achter de schroef - met uitzondcring aan de 
hovenzijde(-Z-zijde) - daarentegen bij de buitenste deelcn 
van den achrocfcirkel. Dit g6wijzigde straamingsbeeld kpn 
slcchts tot  stand zijn gekonien door de aanweaigheid van 
radiaal gerichte snelheidseomponenteu, welke met den be- 
schikbaren richtingsmetir echter , niet gcmeten konden 
worden. De' statische drnk vertoont slechts geringe afwij- 
kingen van de gemiddelde waarde; de grootste druksprong 
treedt op ami de onderzijde van de sehraef (+Z-zijde). 
Uit beide hovenstaande resultaten hlijkt - hctgeen wok 
is aan t i  toonen door heschouwing van de snclheidsdia- 
grarnmcn van een schroefbladelement - dat de schroef 
het meest werkzaam is op de plaatsen mFt de~geringste 
aanstroornsnelhcid. De verhoogde rverkin$'van het buiten- 
deel van de schroef is ontstaan'uf wordt versterkt door de 
te dikke bladprofielen ter plaatse (zie pLnt 2 cn tahel 3); 
Daardoor is namelijk de lijn voor lift nul verdraaid zonder 
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afwczig , '. . 
afwezig , . . 
aanwezig . . 

A l l .  ., 

. I  

&I = verschilvan den statischen druk v66r en achter de 

V ,  = snelheid op de meetplaats in mjsec. 
Onderstaande tabel geeft de waarde van dezen verlies- 

factor bij verschillende bedrijfstoestanden van tunnel 2! 

naaf extra wwegingsenergie,medegedeeld werd (door, blad- 
hoekvergrooting) om de schaduwwerking van de stroom-. 
lijnvorniige sehroefnaaf te compenseeren.1 In tabel 3 w o r  . 
den de gegevens van-het schroefaggregaat v66r en na de 
wiJziging van bet Ontwerp gegeven' 

schroef in @/ma en 

oorspronkelijk 1 ' 40,8 0,357 
oorspronkelijk 52,O 0,352 

'-1,7' versteld 1 40,s 0,417.' 

TABEL 2. 
Verliesfactor uan lnnnel 2 niel .kleine, open mcelplants. 

Aangenomen bij de schroefberekening '. 

Gemeten bij windtunnel 3 
(Isch, = 0 , W  

~~ 

Gelijkrichter Schroefblad- 
en vanggaas I instelling 6) 

I 
0,323 441. De d+ukgradidnt. 

De drukgradient langs de hartlijn van de &ote en de 

.. 1 

T 

44. Het  stroomingsonderzoek op  de meetplaats.  
In de open meetplaats (zoowel de groote als de kleihe) 

werd het stroomingsonderzoek uitvoerig -verricht. In' de 
gesloten meetplaats bleef het onderzoek hpofdzakelijk be- 
perkt t o t  een stroomingsonderzoek met behulp van wind- 
vaantjes en. enkele, stuwdrukmetingen langs een horizon- 
tale en verticale hartlijn; de uitkonisten daarvan geven 
gecn aanleiding tot  bespreking. Tijdens, dit  en liet verdere 
anderzock waren de schroefbladen -1,P versteld; bij de 
metingen met vanggaas en gelijkrichter was de instelling der 
tioeksehoepen zooals in tabel 1 onder gewijzigd is vermeld. 

. Eerste ontiverp (Dee. 1938) n = 8500 tjmin; Gewijzigdontwerp (Oct. 1939)4 
. ' n = 850 tjmin; V ,  = .6G,2 mjsec 

Uitgevoerd in windtunnel 3. 
V ,  = G5 .mjsec 

Uitgevoerd in windtunnel 2 

0,72 
O,86 
1 ,o 

4 50 0,12 0,l* 99,92 - 4 800 0,12 993 
4 50 o,iz o,iz w,on - 4 500 0,12 101,7 
4 50 o, iz  o,iz on,4s - 4 500 0,12 103,4 

Schroef G bladen . . . . 

, . .  
I 

030 4 & 5 ' )  43',50 0,14 0,14 1 2G,23 '24,53 4 i 57) 435,O 0,14 . Z9,0 
0,44 4 28,44 0 , l z  n,iz 2 1 ~ 0  i9,40 4 284,4 0,12 22,O 

: 0,5n 4 23,OG 0,11 0,12 17,07 15,37 3 P, 4') 239,G 0,11 1 6 8  
0,72 I. 21,40' 0,10 0,12 14,20 12,50 ' 3 214,9 '0,lO .14,0 
0,8G ' 4 . 20,31 0,OO 0 ,12 '  12,12 . 10,42' 2 3 7) 203,l 0,09 12,; 

.1;0 4 1 9 , ~  o,o8 0,1z io,m 9,oo 2 0,08 10,8 
I .  . 

"'I 
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Fig.,'% Het verloop van den-statischen druk langs de hartlijn 
van de groote en de kleine meetplsats; 

-0- -.- 
- X- 
-t- 

. .  

grodte meetplaats (sehroefhladen -1.7' versteld). 
kleine meetplaats (gem gaten in den opvangtrechter). 
idem, t&e rijen gaten in den opvangtrechter. 
idem, drie rijcn gaten in den opvnngtrechter. , 

de waarde van den statischen druk bij den opvangtrechter 
vrij veel te verlagen, bij de uitstroomtuit is slechts een, 
geringen invloed merkbaar. Naar aanleiding van deze uit- 
komst werd windtunnel 3, waarbij slechts twee rijen gepro- 
jecteerd waren, voorzien van een derde rij gaten. 

.Opmerkelijk is, dat bij de kleine meetplaats de kleinste 
naarde van den statischen druk ongeveer 2% q,, .bij de 
groote meetplaats 3% q- bedraagt, d.w.z., dat de druk in 
den open straal iets hooger is dan de atmosferische er buiten. 

In  fig. 10 is de invlocd van de snelheid op het verloop van 
den statischen druk langs de hartlijn van de kleine meet- 
plaats gegeven. Dit onderzoek vond plaats geruimen tijd 
na beeindiging van de beprowing van windtunnel 2 en we1 

' , naar aanleiding van het in.windtunnel3 nasrgenomen ver- 
schijnsel, waarbij het statiscb drukverloop sterk door de 
lnchtsnelheid werd bcinvloed. De snelheid kon bij deze 
metingen echter niet hooger dan,circa 50 mjsec opgevqerd 
.worden, zoodat geen,volledig beeld van ' het verschijnsel 
werd verkregen. In het beschouwde snelbeidsgebied 
(V, = 25 mjsec to t  50 mjsec) wordt .het verloop van den 
statkchen d .uk vrijwel niet door de snelheid beinvloed. 
Bij V ~ =  45 q k e c  treedt bij densopvangtrechter een nog 
juist merkbare verbooging van den statischen druk t.0.v. 
die bij V,  = 40 en 50 misee op. Dit zou een soortgelijk ver- 
schijnsel kunnen zijn als bij windtunnel 3 werd waarge- 
nomen (zie lit; 2, punt 62). 

I 
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2w 300 
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T e k r n i n g  N . L . L .  

Fig. 10. De invloed van de snelheid op den drukgrsdignt langs 
de hartlijn van de kleine meetplaats (Stand haeksehoepcn 
valgens tahel 1 ander ,,gewijzigd", drie'rijen gaten in den op- 
vangtrechter, gelijkriehter en vanggaas aanwezig, schroef- 

bladen -1,T versteld). .. :-. . .. .' . 

, / 
'L --___--_-- de _____-__ 1 

Teekening N . L . L .  

Fig. 11. Afwijkingen van den plaatselijken stuwdruk van den 
gemiddelden stuwdruk in de groote .meetplaats in het vlak 

8, = 240 mm. (Sehroefbladen --1,7O versteld). 

t 

4p2. De stuwdrukvmdetling. -. 
De stuwdrnkverdeeling over de straaldoorsnede werd in 

de groote meetplaats gemeten op een afstand x, = 240 mm 
vanaf de uitstroomtuit. In  de kleine meetplaats werd ge- 
meten hij af- en aanwezigheid van gelijkricliter en vang- 

stroomtuit. , , 
Bij de stuwdrukverdeelink in de groote meetplaats (fig. 

11) blijken inpe'vier hoeken gebieden.met lage, in het mid- 
den van de rijden van den omtrek daarentegen gebieden 
met hooge snelheid aanwezig t e  zijn. In de kern van den 
straal is een klein gebied van lagere snelheid aanwezig met 
als centrum y = +30 mm en z = -25 mm. Over het geheel 
wordt 'de indruk verkregen, dat de straalcontractic niet 
boldoende groot is om de, in het omloopkanaal aanwezige 
onregelmatigheden yoldoende te vqreffenen (vergelijk ook 

~ het stuwdrukvcrloop op meetplaats 9 in fig. 3 waar bet 
gEbied van hoogenstuwdruk ann de + Y-zijde ooereenkomt . 
methetgebiedvan.hoogenstulrdrukopdieplaats in fig.11). 

Op de kleine meetplaats vertoonen de stuwdrnkverdee- 
lingen gemeten bij af- en aanwezigheid van gelijkiicliter en 
vanggaas - zooals te verwachten is - veel overeenkomst 
(zie fig. 12 en 13). Het gebied met lagen stuwdruk heeft in 
beide gevallen dezelfde asymmetrische ligging in de-kern 
van den straal; de gehieden met hoogen stuwdruk bevin-' 

gaas op afstanden ;" = 178 mm resp. 175 mm vanaf de uit- - 

, 

' 

. 

. . .. ... .. . . 

m m  

-100 , _____--____ + 

Teakming N . L . L .  
Fig. 12. Afwijkingen van den. plaatselijkcn stuwdruk van 
den gemiddelden ,stuwdruk in de kleine meetplaats in het 
vlak z = 178 mm vanaf de uitstroomtuit. Gelijkrichter 'en 

... .. ,. .vanggUas, .niet amwezig. .(Schroefbladen -1,7' versteld). 

, 
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Tekenmg N.L.L. 
Fig. la .  Afwijkingen van den plaatselijken 'stuwdruk van 
den gemiddelden stuwdruk in de kleine meetplaats in het 
vlak z = 176 mm. Gelijkriehter en vanggaas aanwezig. 
(Schroefhlsden -1,7' versteld, hoekschoepen in gcwijzigden 

stand, zie tahel 1). 

den.zich in beide gevallen in denlinkerhenedenhoek en den 
rechterbovenhoek. De aanwezigheid van gelijkrichter en 
vanggaas komt slechts tot  uiting in een eenigszins gelijk- 
matiger verloop van de lijnen; zij is echter niet in staat de 
stuwdrukversclxillen kleiner te maken. 

4-43, De richtingsafwijkingen. 
De verticale richtingsafwijkingen, welke-in de groote en 

de kleine straaldoorsnede werden gemeten, worden in fig. 
14 resp. fig. 16 weergegeven; 

Het verloop met y van de richtingsafwijkingen in het 
midden van de groote meetplaats ( z  = 0)  vertoont hetzelfde 
karakter als dat  in het omloopkanaal in de  doorsnede 9 
voor z = 0 (zie fig. 5).  I n  de groote en de kleine meetplaats , 
zijn de afwijkingen echter in de hovenhelft van de doorsnede 
over het geheel meer opwaarts, in de onderhelft meer neer- 
waarts gericht. De grootte van de-richtingsafwijkingen is 
in de groote meetplaats tengevolge van de straalcontractie 
echter niet afgenomen, eerst in de kleine meetplaats is 
door de grwtere contractie een heduidende verhetkring 
in dit opzicht merkbaar. Uit het statische drukverloop Iangs 
de tunnelhartlijn (fig. 9) is reeds gehleken, dat  de divergen- 
tie langs de hartlijn eerst op grooteren afstand van de tuit 
optreedt. De richtingsmetingen (fig. 14 en 16) toonen echter 

I 

i 

/ 
/ 

/ 
/ 

;/ . . .  

Terkmrng N.L.L. 
Fig. 15. D e  verticale richtingsafwijkingen in de kleine meet- 
plaatsin het vlak x = 140 mm. (Schroefbladen -1,V versteld). 

aan, dat  deze divergentie in de gehieden boven en onder dk 
hartlijn reeds eerder aann,ezig is. 

De conclusie kan verder getrokken wbrden, dat de kleine 
meetplaats, gezien de geringe neerwaartsche en symme- 
trisch verloopende fichting ( 4 , 2 ' )  van den luchtstroom 
langs de Y-as ook in dit opzicht, goed is voor het verrich- 
ten van ijkingen. De groote meetplaats echter, waarin aan 
de -Y-zijde de lnchtstrnom --1,3' neerwaartsch en aan de 
f Y-zijde tot  +?,la opwaartsch is gericht, daarentegen 
mi'nder.. 

5. Conclusies. 
Bij het qnderzoek van de strooming in het nmloopkanaal, 

hij het schroefaggregaat en in de  meetplaats van windtunnel 
2 zijn de volgende uitkomsten verkregen': 
a. Het globale ' stroo&gsonderzoekk met hehdp van , 

. .  

windvaantjes fieeft uitgewezen, dat de strooming op 
de meetplaats, in de meetkamer en in het omlnop- 
kanaal, met uitzandering van die aan de onderzijde van 
de schroefas en die achter de  stroomlijnvormige schroef- 
'naaf, zeer rustig was. De onrustige en sterk vertraagde 
strooming onder de sehroefas moet toegeschrcven war- 
den aan de relatief groote dikte daarvan, bij windtunnel 
3 zal de strooming waarschijnlijk gunstiger zijn. Tril- 
lingen of pulsaties,n.erden niet waargenomen (punt 421). 

h. De stuwdrukmetingen in liet nmlnopkanaal hehhen 
aange'toond, dat  de schroefas een groote schaduw- 

L werking vertoont, evenals de stroomlijnvormige schroef- 
naaf. De strooming in bet omloopkanaal heeft echtet de 
neiging groote snelheidsverschillen t e  vereffenen, zoo- 
dat  een gelijkmatiger strooming ontstaal (punt 122). 

c.  De werking van de hoekschoepen is goed, het stroo- 
mingsheeld n'ordt hij het  doorloopen van de hoek- 
schoepen niet gewijzigd. Wijziging van den instelhoek 
van een schoepenrij geeft een gelijkmatige richtings. 

, verandering van de strooming in het omlwpkanaal: 
2 , 9  schoepverstelling geeft 1,s' richtingsverandering 
aan de strooming ylak aehter de scboepenrij en ongeveer 
1' op eenigen afstand dairachter (punt 423). 

d. V66r nnch achter de schroef is de snelheidsverdeeling 
gelijkmatig en evenmin totatievrij. Sdmoefbladver: 
stelling heinvloedt de snelheidsverdeeling heel 'weinig, 
de mtatie daarentegen wel. Er hlijken ter plaatse van 

. het schroefaggregaat radiaal gerichte snelheden op t e  

e. 'In het schroefontwerp voor tunnel 3 werden comedies 
aangebracht 
le.. voor de ongelijkmatige snelhkidiverdeeling v66r 

, .  treden (punt 432). . .  

.. . 

. -  de schroef, 
2e. voor de schadnnwerking van de stroomlijnvormige 

schroefnaaf (punt 433). 

Teekrning N.L.L. 
Fig. 14. De vertieale riehtingsnfwijkingen in' de pate meet. 
plaats in het vlok ;"I = 245 mm (Schroefbladen -1,7' versteld). 
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f. Het was niet mogelijk lret sehruefasvermugen volduende 
nauwkeurig te bepalen. Om deze reden werd de verlies- 
factor bepeald uit den drubprong'  in  de schroef 

,(a; = F) {punt 433). 

6. De verliesfactor van de mudeltunnel bedraagt 0,417, 
deze waarde is grouter dan bij het untwerp van de ware 
grootte tunnel was aangenomen (0,323). De oorzaak 
wordt tuegeschreven aan bet lage getal van REYNOLDS. 
Bij het schroefuntwerp vuur tunnel 3 werd dan uok geen 
eorrectie up, den aangenumen kanaalweerstand aange- 

.bracht (punt 433). 
11. D; stuadrukverdeeling in de groote meetpiaats vertoont 

. . e& zekere asymmetrie, de afwijkingen van de gemid- 
delde waarde bedragen in .het meetgebied to t  circa 
& 2%. De bctrekkelijk geringe cpntractie blijkt niet 
volduende t e  zijn om de unregelmatigheden van den 

'luchtstroom in het umloupkanaal gelreel te virwijderen 
(punt 442). 
Bij de kleine meetplaats is de drukgradignt yns t iger  
dai  bij de gruote; verbetering wedverkregen dour het 
aanbrengen van een derde rij gaten in  den opvang- 
trechter.(punt 441). 

i. 
' 

j. 

k. 

De invloed van de snelheid up den drukgradiEnt blijkt 
gering te'zijn.'(punt 441). 

De stuwdrukverdeeling io lret meetgebied van de kleine 
meetplaats vertoont, zouwel bij af- als aanwezigheid 
%an den gelijkrichter, een zekere asymmetrie. De af- 
wijkingcn van de gemiddelde waarde bedragen in .het 
meeteebied + lo/* (uunt 442). 

--1,3' to t  +l,l". De betrekkelijk'geringe cuntractie is 
niet in  staat .de in het uinloapkanaal aanwezige rich- 
tingsafwijkingen volduende te  verminderen (punt 443). 

u. S i j  de kleine meetplaats zijn, tengevolge van de groute 
contractie, 'de riehtingsafwijkingen bdangrijk vermin- 
derd; de'richtingsafwijkingen langs.de Y-as zijn gering 

, 

I .(;-0,2) (punt 443). ' 

6.. Notaties: . .  

a' 
V 
V ,  . = snelheid in liet hart  van den straal op 285 -mm 

afstand vanaf de groote of 200 mm vanaf de kleine 
uitstruumtuit (mjsec). 

A p  =' druksprong veruorzaakt door het schruefaggregaat 

q 
qo = stuwddruk behuorende bij V,  (kg/m2). 
pgtm' e stuwdruk, berekend uit de gemiddelde snelheid 

door de,heselrouwde doorsnede (kg/m*). 
p ,  = statische druk (kg/nrz). 
I 

= verliesfactor van de windtunnel = ,16Ap/V,'. 
= snelheid in liet meetpunt (nijsee). 

' 

(kg/m*). 
= stuwdruk in het meetpunt (kg/m*). 

= afstand van lret meetpunt tot de klcine uitstruom- 
I /  

t u i t  (kleine meetplaats) (mm). 
afstand van I& ;metpunt tot de gruute uitstruum- 
tui t  (kroote meetplasts) (mm). 
afstand van het meetpunt, t o t  het verticale sym- 
metrievlak van de tunnel (mm). 
afstand van lret meetpunt tot  shet vlak loudrec1.t 
op he t  tunnel-s4nimetrievlak, dat gaat door de - ," .. I .  - 
tunnelhartlijn ,(mm). 

= schroefdianleter (")' 
I .  De aanwezigheid van den gelijkrichter .is niet.in staat 

de grootte van de snelheidssfwijkingen veel, te.vermin- 
deren (punt .k42). 

. 
I 7 .  Literatuur. 

m. Zuuael bij de' groute als de kleine meetplaats bevindt 
' . ' 'zich in het midden van de meetplaats een gebieil van 

&ringere snelheid; waarsehijnlijk is zij het gevolg van 
dd schaduwwerking van de stroumlijnvormige sciiroef- 
naaf (punt 442). 

n. Bij 'de groote meetplaats zijn de verticale richtings- 
, kfaijkingen vrij groot, langs de Y-as varieeren zij van 

, I  

' . \  
Report A 832. 

'The calibration of windtunnel.2 ,of, the 
, Nationaal Lucbtvaartlabo?atorium. 

Summary. 

'The report includes B short description of.windtunnel 2, a 
one tenth scale model of windtunnel 8f)bf the X'stionaal Lueht- 

' vaart1aboratorium:The tunnel has been built to get information 
~ about the quality of the airstream in the tunnel: the drag of the 

tunnel and the working of the propeller set. 
The results of the flow investigation in the retur; passsge'and 

:in the large and the small jet.proved to.be satisfactory. In the 
large jet the \,ariation in the vclocitydistrib~,tion a t  the test 
section is about f 1%; in the small jet about 5 %% of,the 
mean value. The yind.direction w a i  horizontal within & 1,2' 
(Isige jet) and -0,Z' (noimal'jet). 

'The influence.of the guide vane Setting on the direction of 
. the flow in the return passage has been studied, the,right set- 

tink bbing'determined. 
The velocitydistribution before and behind ,the.propeller set 

has been nicasored, the results being,aecounted for in the pro- 
peller design of the large tunnel. By measuring the increase i.n 
static pressure in the airscrew, it was possible to determine the 
power' factor of the tunnel defide'd by a' E lBaP The pro- 

:peller efficienbJ is not included in this power factor, having a 

: 

' 

. 

v,a ' 

~~ .. 

1. DE LATROUDEE, A,:  De groote windtunnel van. bet Na- 
tionaal'luehtvaartlaboratorium. Verslagen en Verhande- 
lingen N.L.L.,DeelXI, biz. A 1. 

2.. DE Lamoumn,  A. en WISELIUS, S.I.: De hqiroeving van 
windtunnel 8 van het Nationaal LuehtvsJrt~horatarium. 
Verslagen en Verl,andclingen,N.L.I.. Ikel XI, blz. A 25. 

Afgesluten Maart 1942. 
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Bericht A ,832. 

Die ,Untersuchung des Windkanals' Nr. .2 .des 
' Nationaal Luchtvaartlaboratoriums. 

' Zusammenfossung. 

Eine kurze Beschreibuhg des Windkanals (Nr. Z), ein Modell 
im Alaszstab 1 : 10 des geplanten Windkanals Sr. 3') des 
Sationaal Luehtvaartlabaretoriums, wird gegeben. Das Madell 
&de sur Bestimmung der Qualitiit der Striimung, desKanal- 
widirstandes und der Wirkung des Gebliisea wiihrend des Ent-, 
whrfes des groszen Windkanals hergestellt. 

,Die Strbmungsniessungen im Umlanfk.ma1 und in dergraszen 
und kleinen Versuchsstrecke sind zufriedenstellend. Im graszen 
Fkistrahl (Abm. 300 X 400 mm) betragen die Ahweichungen 
der Geschwindigkeit 2Z 1 % des Alittelnertes, im kleinen 
Frcistrnhl (Abm. 210 x 800 mm) 2Z %%. Die Str6mungsrieh- 
t&g weicht im poszen Fieistrahl * I,"', im kleinen ~0,2' 
vun der 'Hofizontalen ab. 

Der  Einflusz der Umlenkschaufelverstellung auf die Str6- 
mungsrichtung im Umlnufkqnal-wurde uptorsucht und die 
richtige Einstellung ermittelt. 

Vor und hinter dem GeblPse wurde die Geschwindigkeits- 
verteilung gemessen und das Ergebnis in der Schrauhen- 
berechnung der Groszausfdhrung berdcksichtigt. Durch Er- 
mittlung .der erzeugten Urucksprunges wurde die .Leistungs- 
bedarfinhldes Windkanals, die sich ausa' = I0&/Vca ergibt, 

*) Report A 795: ,,The large windtunnel of the Nationan! 
Luehtvaartlnboratorium" Verslagen en Verhandelingen S.L.L. 
Dcel XI, p. A 1. 

*) Beiicht A 795: ,,Der grosze Windkanal des Nationial 
-Cuchtvanrtlaboratoriums"Verslagen en Verhandelingen S.L.L. 
Dee1 XI, S. A 1. 

. .  
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value of 0,417. This factor is higher than that measured sfter- 
wards in the large tunnel**). The difference must be ascribed 
to  the low RmNoLns' number. 

The windtunnel has heen kept in service for calibrating 
. I  instruments. 

Symbols. , .  1 

l8AP. a' = power factor of the windtunnel = -. 
V0* 

V = velocity (misee). ' 
V, = velocity in the centerlineofthe jet at 285 mm distance 

from the large 01 200 mm from the small entrance cone 
(m/sec). 

A p  = increase of static pressure in the propeller set (kgiml). 
qo = %dynamic pressure corresponding with V,(kgimp). 
qpan = dynamic pressure, calculatcd from the mean wind- 

q = -dynamic pressurc (kgim*). 

s = distance of a paint from the small entrance cone (mm).. 
2, ' = distance of a point from the large entrance  COD^ 

("1. 
y - distance of B point from the plane of symmetry of the 

tunnel (mm). 
z , = distance of a point from B plane normal to the plane 

of symmetry of the tunnel and containing the tunnel- 
axis (mm). 

velocity in B crow seetion (kg/m2). 

. p, = static pressure (kgiml). 

D = diameter of the propeller (mm). 

$ 8 )  Report A 788: ,,The 'ealibration of windtunnel 3 of the 
Nationaai Luc~tvaartlaboratorium" Verslagen en Verhan- 
delingen N.L.L. Dee1 XI, p. A 25. 

15 , 
D 

bestimmt. Diese Zshl hat, also ohne Riicksieht auP den Wir- 
kungdpd der Schmube, einen Wert van 0,417. Die Leistungs- 
bedarfiahl des groszen Windkanals zeigte sich naehher 0,301 
zu sein; die Differenz ist der niedrigen REYNoLDschen Zahl 
zuzusehreiben.* *) 

Der Windkanal ist in Gebrauch geblieben f i r  die E iehhg  
kleinerer Instrumenten. 

Formelzeichen. 
a'. = Leistungsbed&fiahl des Windkanals = l e a p  ~ . ,  

V = Geschwindigkeit (misec). 
V,  = Geschwindigkeit in der Stmhlmitte auf 285 mm 

Entfernung der groszen oder 200 mm de? kleinen 
Diise (misec). 

v, 

A p  = Drucksprung im Schiaubeneebliise (kg/m'). 
g. 
qvcm = Staudruck, bereehnet BUS der mittleren Wind- 

geschwindigkeit in einem Kannldurchschnitt (kgimp). 
q = Stnudruck (kgimP). 
p, = 'statische Druck (kgimP). 
x = Entfernung des Messpunktes bis zur kleinen Diise 

E, = Entfernung des Messpnnktes his zur groszen Diise 

g = Entfernung des Messpunktes bis zur Symmetrie-Ehene 
des Kanals (mm). 

z = Entfernbng des nlesspunktes bis zur Ebene dureh die 
Knnalachse und senkreeht zur Symmetrie-Ebene des 
Kanals (mm). 

. 
=. Staudruck geharend zu V,(kgima). 

(mm). 

("). 

I) = Schrauhendurchmesser (mm). 

**) Bericht A 788: ,,Untersuchung des Windkdnals S des 
Xationaal ~uchtvaartlaboratoriums" Verslagen en Verhande- 
lingen N.L.L. Dee1 XI, S. A 25. 
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RAPPORT.A 028. 
4 

De tunnelcorrectie voor een schroef in ken ,,gemengde"t tunnel: , 
, 11. De schrqef, opgesteld in het vrijstraalgedeelte van 'de gemengde tunnel l )  

,. - 
\ -  

, - -  . . .  
door 

Ir: A. BOELEN en Ir. J. G.  SLOTBOOM. , ,  
. ,  

, . .  . .  

" , Oyerzicht. 

) De invloed'ban de straalbegrenzing op de eigenichappen van ekn in een windtunnel opgestelde schroef wordt be- 
'rekend en we1 voor het geval, daf de behroef zich hevindt in het vrijstraalgedeelte van een tunnel, die gedeeltelijk 
door vaste wanden en gedeeltelijk door een vrijstraaloppervlak is begrensd. Voor een enke! geval'wordt het ver- 

loop vanldezen invloed met de parameters, die het vraagstuk hebeemehen, ook numeriek gegeyen. 

L 

I .  - ' .  I , '  . 

I 

I Indeeling. -. ' 

1. Inieiding. 
2. De veronderstellingen. 

3. 

21. Algemeen. -: 
22. De snelheidsverdeeling in het ,scheidingsvlak. 
De. vergelijkingen ter hepaling van de snelheden. 
31. Eenige eenvaudige betrekkingen en nataties. 
32. Het apstellen van de vergelijkingen. 

'41. Elirninatie van alle onbekenden op d h  ha. 
42. ContrBle op vergelijking (12). 

4. Oplosdng der vergelijkingen. 

0. Literatuur. 
! 

1. Inleiding. I 

heid van een opvangtrechter, die hij een tunnel Aijwel 
steeds zal bestaan - doch er kan worden aangenomen, dat 
aldus herekende correcties de werkelijke aanzienlijk beter 
zullen benaderen dan .de andere tot nu toe bekende. 

Bij het vraagstuk, waarbij.de schroef in het scheidings- 
vlak opgesteld gedacht is, moeten eenige veronderstellin- 
gen worden gemaakt om liet voor berekening toegankelijk 
'te ,maken. Deze zijn evenwel zeFr voor de hand liggend en 
veroorzaken slechts verschillen, van ondergeschikte betee- , 
kmis tusschen werkelijkbeid en geidealiseerd geval. Na 
het invoeren van deze veronderstellingen i s  het prohleem 
oplosbaar, daar evenveel vergelijkingen kunnen worden 
opgesteld als er onbekenden zijn. 

Andcrs is dit evenwel bij de schroef opgesteld in het vrij- 
straalgedeelte. Ook daarbij moeten dezelfde algemeene ver- 
onderstellingen worden gemaakt, docb daarna is het aantal 
vergelijkingen, dat opgesteld kan worden &en kleiner dan 

-dat der onbekenden. De oorzaak biervan is, dat niet door 
eenvondige herekening kan worden bepsald, welken invloed 
de schroef zal hebben.op snelheidsverdeelingen' in vlakken 

.op eenigen afstand voor de schroef. Om toch tot een oP: 
loising te geraken moet voor dit,geval daarom nog een vec- 
dnderstelling worden ingevoerd, die een veel grooteren in- 
vloed op de uitkomsten van het onderioek kan hebben dan 
de overige. $ 

Hiervoor werd gekozen de snelheidsverdeeling in  het 
scheidingsvlak, 'dus. op eenigen afstand poor de  schroef, 
omdat het mogelijk is daarvan ecnige voorstclling te vor- , 
men op grond van physisch goed gefundeerde, doch voor- 
loopig voor berekening ontoegankelijke overwegingen. Om 
de mogelijkheid te hebben deze veronderstelling aan de 

. werkeliikbeid aan t e  passen is in den aan de snelheidsver- 

~ ~ 

I) Dee1 I van dit onderzoek is gegeven als rapport A 589, 
j , '. dat bet geval hehandelt, wvaarbij de sehroef opgesteld is in het \ 

seheidingsvlnk tusschen gesloten en vrijstraalgedeelte. ver. 
slagen en, Verhandelingen Dee1 VIII, bh. 117. 

, zi. Algemem. 
De akemeene onderste!pngm, die w n a a k t  zijn om het ,' 

vraagstuk voor beiekening toegankelij? te maken, zijn in 
" 

I 
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Fig. .I .  'Aangenomen snelheidsverdeeling in het scheidingsvlak en notaties. Teekening N.L.L. _i, ,_ 
lit. ];punt 2 beschreven'en.lniden;aangevuldmet'het oog ling afhankelijk is v? din afstand o tusschen schroef en 
op het hier 'beschouwde geval, 'in:het :kart: scheidingsvlak, daar deze nog niet voorkomt in de alge- 

.a) de tnnneldoorsnede .is cirkelvormig, meene vergelijkingen, .die ~kunnen worden opgestcld (zie 
b) de hartlijnen'.van schroef en tunnel wllen barnin, ' punt 3) en toch zeker ,hvloed zal .hebben op de tunnel: 
c) de schroef wordt vervangen. gedacht 'door edn dunne .correctie:Voor x = 0,is.deze corectie namelijk niet gelijk 

schijf, waarineen over bet schroehlakgelijkmatig verdcelde nul (zie Zit. 1) en V O O ~  x = -.N (schroef in onbegrensdep 
dniksprong optreedt, doch.rle.snelheid. onveranderd blijft. vrijstraal) wel. 

d )  de invloed van raaiale en .tangentieele snelheden , Toor dit doe1 wordt het scheidingsvlak in drie concentri-' 
wordt verwaarloosd, , ' sche gebieden verdeeld gedacht (zie fig. 1): 

(loodrecht op de hartliin),, behalve in het 'scheidingsvlak, 
-e) iniiedere te  beschouwen doorsneae van de strooming a.  , g e b i k d  b i n n e n  d e n  s l ips t loom,  

hebben, sonwel biMen ais ,buiten den slipstroom,'de aruk De diameter hiervan wordt gelijk, geste1.d Ban, dien'van 
en.de axiale sndheid een constante'waarde.'In.deze gebie. de scbroef (d ) ;  de snelheid v,* in dit gebied wordt constant 

, d i n  kunnen die waarden echter nnderling verscbillen. In verondersteld en alleen afhankelijk van de verhouding 
het scheidingsvlak g$dt dezeonderstelling slechts VOOI zoo. van den schroefstraal tot  den afstand van de schroef tot  
ver gebieden binnen en  hniten de, om den slipstroom 'ge. bet sckeidingsvlak, van de snelheid uo ver voof de schroef 

. dachte overgangslaag word& beschouwd. In  deze over- en van de snelheid vLa in!het schroefvlak. Voor bet verband 
gangslnag .wordt een lineair 'met den straal vetloopen& wnrdt dat gekozen, dat ,bij .de vrij opgestelde schroef he- 

' 

. 
. .  

' snelheid amgenomen '(zie fig, 'I), - staat.nl. (zie h.v. lit..3): 
I J )  ?Ie invlaed van wrijving en samendrukbaarheid wordt i X 
venvaarloosd. ulb = yo  .= + ivp, -.u,)a. (1) 

22. De kelheidsuerdeeling in  het scheidingsulak. ' 

Zooals in punt 1 reeds,is verme1d;mnest nogeen aanname 
worden. gedaan teneiride voldoende vergelijkingen t e  ver- 
krijgen om het 3rVgstuk % lrunnen oplo~sen.'~aarvoor 

-.w~rd~de-snelheidsverdeeling~in,!hetscbeidingsv~lak.gek~~. 
Dwe:vero+erstilling:moet ,modanigzijn,.dat die-.v&rdee; 

Voor il: = 0 krijgt !b de waarde us. en voor x = -,N de 

b. 'he t  b u i t e n  de'n s l i p s t r o o m  e n  d e ' o v e r g a n g s -  

De snelheid daarin is constant en gelijk aan U.t. 

wanrde v0, zooals vereisrht is. 

1 n ag_g,e 1 ege  n g e  b i e d .  

, r .  

. 
.r' I ., ' 

/ 

' 'I 
. .  L 

, I .  



.c., d e  . o v e r g a n g s l a a g  :met  b i < n e n s l r a a l  r -en 

In dit randgebied wordt dc snelhcid verodderstcld line- 
air van v,. tot  v ,  t e  vcrloopen, dus bij gebruik van de in 
fig. 1 gegeven notaties volgens :de formule: 

b u i l e n s l r a a l  R,. , , . ~ . ,. 

. 

Zooals nit p y t  21 blijkt, is;aangenomen;dat dit rand- 
gebiedter plaatse van de schroef emverder stroomafwaarts 
niet meer aanwezig is. 

De buitenstraal R,-van het randgebied h n  nog hetrek-i, 
kclijk.willekcurig worden gekozen, zij moet.echter aan.een 
aantal voonvaarden voldoen en wel: 
1. R, moet voor iedere waardc, van x en T gelijk zijn aan of 

grooter zijn dan r en gelijk Ban of.klGier dan.R; ' ' 

2. voor r = 0, dns oneindigkleine schroef, zal de snelheids- 
.verstoring in'het scheidingsvlak gelijk nul, dus.R, = 0, 
'moeten zijn; 

3. voor r = R, dus schroef even groot als de tunne1;zal 
ook de straal R, even groot als de tnnnelstraal .moeten 
worden (R, = R); 

4. indicn de 'schroef in het scheidingsvlak is opgesteld, 
moet de overgangslaag een dikte nul hebhen verkregen, 
dus R, = r VOOI x = 0 ; 

5.  staat de schroef oneindig .ver wcg, dan moet de strraal 
R, zoo groot mogelijk, dus gelijk aan.den tunnelstraal 
zijn, derhalve R,=R voor x = - cv. 

Verder moet dc.straal R, een zoodanige functie van T en 
xt.zijn, dat  R, met.? ongcveer lineair toeneemt en met x 
evenecns toeneemt, doch zeker nict lineair. .Een functie, 
die aan deze voorwaardei voldoet,en boveodien nog een 
. te kiezen constante c bevat, die de snelheid van aangrocien 
van.Rjmet.x hepaklt, is de volgende: 

' 1 

I 

~. 

. 
A 

, 1--xc R 

R 
,C = 0 pecft.het geval, anarbij gecn overgangslaag aan-' 

wezig is; dan is R, =-r:Een, waarde van c, waarbij de toe- 
name van R, met x en T redelijk lijkt is c = 1. Dit is t e  zien 
in f i g 4  waarin R, voor & n  waarde van T ,  doch verschil- 
knde  van t e n  c is gegeven. , , . 

R, = R (X<O). (3) . 
I . . . R - - x c ~  

Fig. 2. Verandering van den buitenstrasl R, van de 
'avergaogslaag met de" afstand .I van sehmef tot 
scheidingsvlak en .met den te  kiezen .parameter c. 

, ,Het 'blijft iechter gewenscht experimented na  ' te 'gam, 
wclke snelheidspmfielcn ,in het scheidingsvlak bij 'ver- 
schillende waarden van x en rpptreden. Met deze gegcvens 
zou voor c een waarde kunnen worden bepaald, die de 
&rkelijkheid zooveel moelijk benadert. ' . . 

' 3. De vergelijkimgen t e r  bepaling van  d e  snelheden. 

31. .Eenige eenvoudige bedrekkingen en nolaties. 

Uit de wet van BERNOULLI volgt bij toepassing op de 
strooming tusschen eenige. K~ de in fjg. !.gegeve,n.,~oo:,: 

I '  

sneden de gelijkheid van een aantal drukken en,snelheden. 
Hiervan .is bij het teekenen van die figuur reeds gebruik 

,gemaakt. 

oppervlakken, .drukken en snelheden gebruikte notaties 
toegelicht; zij zijn voorzien van indices, die gelijk zijn aan 
het nummer van de beschouwde doorsnede : of van .die 

treedt. Bovendien zijn de grootheden, die ?p de strooming 
.himen den slipstroam "betrekking hehben, nag roorzien 
van den index s. 

V = gecorrigeerde snelheid, 1 

T 

i 

; 
'In deze figuur'zijnwerder de,voor de stralcn, diameters, , I 

.. 

doorsneae, waarin bedoeldc grootheid voor bet ecrst op- ~ '. 

, 

Verder worden dc volgende notaties .gebruikt: ' 

= schroeftrek (positief, indien hij i.egen de strooming I 

in gerieht is), I 
= afstand van het  schroefvlak tot  bet scheidingsvlak 

(ncgatief, indien de schroef 'in den vrijstiaal is op- 
gesteld), 

p 
c = een te kiezen .constante. 

volgende dimensielooze parameters ingcvoerd: ~ 

.= , massadichtheid van de lucht, 

'Bij 'het oplossen van de vergelijkingcn worden no i  de . 

I .  .. 

- 

memielooze groothcid 
Tenslotte wordt de onbekende ut, uitgedrukt in de di. 

. 
32. Het opslellen van de vergelijkingen. 

. .  
, 'Het opsteIlen.van de v&gelijkin&, die hct vraagstnk 
beheerschen, geschiedt geheel overeenkomytig den in lit. 1, 
punt 3c gevolgden gang van zaken. Dit leidt tot  de volgendc. 
nitko'msten. 

De wet.van BERNOULLI tokgepast op de strooming bui- 
ten den .slipstroom: 

,. 

Po-P, = &p (v21-+J. (4) , '  

P0-PQ = 6p (vn,l- v:), 

/ Dezelfde wbt tocgepest. op den slipstroom en wcl afzon- 
derlijk in de gedeelten- vMr en achter de schroef: 

(5 )  

P S 8 P ,  = . I p  (v4,l- 21183. . ' (6) 
. .  

. De -druksprong in .de schfoef Ceroorzaakt den schroef: 
trek, dus: -.. 

Verder levert de continuiteitsvergelijking, toegepast van 
vlak.0 tot vlak 2: 1 

en dezeifde vergelijking, toegepast van vlak 0 tot  vlak 1: 

00, = (0-0,)~i +.SO,,. + ZMI ~ 3 ,  drx. ., (9) 

., 1 (P3. - P4) = T. (7) 
1 

I OD, = (O,?)V, + sa,, .. (8) f 

., 

7 ,  r : k 

t 

.. 

Tenslotte geeft de impulsvergelijking: 

Voor de tbelichting van deze ,laatste vergelijking .zij in 
' psu,,v,,+p (Oz4)u,a-pOv0* = T+O(P,-P,). (10) 

het,bijzonder,vcrwezen naar.punt.3c v e n i t :  1: , 
' 



4 .  Oplossing der vergdijkingen. 

41,.  Eliminatie van hlle onbekenden op Xdn na. 

Substitueert men ut, !lit (2) in (9) dan verkrijgt deze laat! 
ste'vergelijking na uitvoering van de integratie den'vorm: 

Elimineert men vervolgens de drnkken p , ,  p,, p,, en p,,, 
die tezamen voor drie onbexenden tellen, omdat alleen 

.hnn verschillen van belang zijn, de snelbeden v,, ula en uII1 
en het oppervlak Os uit de vergelijkingen'(l), (4)  tjm. (a), 
(10) en (11) dan blijft een vergelijking in de onbekende 

,v&) over. D&e luidt, indien bovendien de in punt 31 Be- 
definieerde dimensielooze grootheden l, p, 8 en z worden 

' ingevoerd: , 

- . \ .  
U . T V l  = (u,*-u,)y. i. (11) 

,'. 

. .  , 

) I ,  
" .  s y 4 p ) +  + 4Syp_+3ps-8*)2* + 2{~tcs~-zpS-zp) + ' 

+ 6 2 ( 3 S q j % 4 ~ ) } 2 2  + 4(13tf82)(p+138-8a)2 +, 
Deze vergelijking is in gesloten vorm niet oplwhaar, 

zoodat zij 'voor ieder geval afzonderlijk nnmeriek moet 
worden opgelost. AUeen de wortel, die ongeveer gelijk is 
aan . +(l + i/i?T, en overeenkomt met V N vo is van be- 
lang voor het hierbeschonwde .vraagstnk. 

Uit de aldus- bepaalde onbekende z = uzs/uo volgt ten- 
slotte de voor tnnnelwandinvloed gecorrigeerde snelbeid V 
(verz. lit. 1, punt 4 )  met 

~- .. + ( p t + ~ * ~  =, 0. (12) 
j 

, .  
. .  

. 
, I 

(18) 

Het'bewijs van de juistheid van deze fnrmule geschiedt 
op dezelfde wijze als in Zit. 1.  Dat oak dezelfde nitkomst 
wordt verkregen, vindt zijn oorzaak daarin, dat  ervoor ge- 
zorgd is, dat  de vcrgelijkjng, die het verband tusschen vs;en 
t i n  de onbegrensdestronming geeft, in beide gevallen gelijk 

, . 

is-(zie punt 42). \ 

" ' 

i~ .. 

. . 

, 42. ContrGle 05 uergeiijking (12). 

A'ergelijking (12) kan gecontroleerd worden door na te  
gaan, welke wortels zij geeft voor enkele bijzondere waar; 
den van 8, S en t dus van x, r en t en deze uitkomst'te ver. 

' gelijken m$t die,, welke voor'deze (meer eenvoudige),ge-, 
vallen reeds langs 'anderen weg werden bepaald. 

~ . 

I .  

Genal a: Sehroef in onbegrensden vrijstaal; x = - N, 
r + 0, t i  0. Voors = - N is a = 0en dusook S = 0: daar 

i ! 

I .  

Tunnelroand&wloed op een schroef, 
.. 1 ,  8 .  

v x  
Verband tusschen -en -voor ' 

uo R 
T : 

" *I " , t = +i,o ; - = 0,4 R 

--OJ 
,' 4 , 2 '  

' I  ' .  .-0,4, 
-0,5 
-0.8 

.~ -1,o 
-V 
-1,5 
-1,6' 
4 0  
-2,4 
-3,n 

' J ,  , 

- 

c = o  

0,9754 

0,9833 
0,9899 

0,096n 

0,9980 

n,9989 
n , 9 m  
0,9994 

c = l  

0,9754. 
I 0,9782 

0,9816 

n,woO 
0,9041 
0,9956 

0,9& 

0,9984 

0,9991 

c = 10 

I !  
0,975h 

r .  

0,9873 

4 

I 

k 1. (y-is alleen gelijk aan 1 als, 7 R is, welk geval , 
buiten beschouwing wordt gelaten, dam het geen reeele 

.beteekenis heeft). Verder zijn @ en t +  0. Vergelijking (12) 
, gaat daardoor over, in I 

__ 
en 2 =, 6 % \* dl + 1, 

betgeen' inderdaad de uitkomst is, die bij de sehroef in 
onbegrensden vrijstraal wordt verkregen. 

Geval b: Schroef in 'scheidingsvlak van een glmengde 

Voor x = 0 is a = 1; R, = r ;  y = j3 dns S - Voert 

men deze warden  in in vcrg. (12), dan wordt na vermenig- 
vuldiging met (1-p)' en deeling door /lS9 betgeen toelaat- 
.baar is o_idat p f 0 en p + 1, verkregen: 

8' (4p-3)++4p (1-2832'+2 { t  ( 3 p ~ 2 )  (lLp)'+p (2pa+ 

' ,Aan deze vergelijking moet voldaan worden door de in 
lit.(l verkregen wortel 

' tunnel; x = 0, r + 0, t f 0. , 

. 1-8' 

, 

+5&4)}2*+4 (1--2p){t(i--~)a+p}z +{t(i--B)X+p)1=0. ' 

waarbij het verbind tusschen h en p luidt: l/ha = 1-p. 
j Het bewijs, da t  dit een wortel van bovenstaande verge- ' 
lijking is, ,wor$t het eenvoudigst verkregen door. ook de 
drie andere wortels zi t/m z, van d& vergelijkingen (E), (13) 
en (15) uit lit. 1 te  berekenen en het product (2-2,) (Z-ZJ ' 
(z-z3) (2-23 t e  bepalen. Dit blijkt'dan op een constantcn 
factor na gelijk te  zijn aan het linkerlid van de bovenstaan- 
de vergelijking. 

Geual c:  Schroef .in onbegrensde strooming; x = wille- 
keurig, r = 0 (of R = w), t + 0. ' 

In di t  geval wordt ,de vrij apgestelde schr&f verkregen 
door den straal van de tunnel tot  N te laten naderen of 
w i t  op hetzelfde neerkomt, die van de seliroef tot  nul. Dan 
worden evenwel a, p en S alle nul. Om dit geval te  kunnen , 
bckijken, moet dus eerst nagegaan worden, welken vorm 
(12) aanneemt voor kleine'waarden van r .  Daartoe moet S , 

'. 

, 
~ , , 

, I  
. I  

, , 

TABEL 1 .  
estrld in he1 vriistranlmfeelte van e& eemenede tunnel. 

.' , Verband tusschen ,' 

v r r '  - en - voor 
no R 

a! 
t = +i,o ; - = -0,2 R 

I 

1 , W  1". 
0,9998 ,0,9997 
0,9977 0,9974 , 

0,9839 ~ .0,9816 
0,9924 0,9915 

1 

Verband tusschen 
V 
- en t VOOI 

C = O  c = l  

1. 
i .  



a + i  (a)*,, 
r" 0 

7 x c  

r' 0 

Yo 
en dus eerst a,.? en R, worden ontwikkeld in maehtreeksen 
van r.  Dit geeft als uitkomst: 

I 

, 05 I 

Wordt deze waarde van 8 en die van ,6 = (r/R)s in (12) 
ingevoerd, dan kan door - 4 t ( r / R ) d  worden gedeeld. Wordt 
daarna 7 = 0 gesteld, dan blijft de volgende tweede-graads- 

%2-%- - = 0. 
vorm in z over: t 

4 
Dit is dezelfde rergelijking, die in geval (I werd ver- 

kregen, hetgeen dus juist-'is. 
. Geual d :  Niet trekkende schroif; x =. willekeurii, 7 = 
willrkeurig, f = 0. Voert men f = 0 in (12) in, dun wordt 
een vierde-graadsvergclijking in z verkregen, welke inder- 
daad een wortel z.= 1 (o<ereenkorr;ende met Vjv, = 1) 
blijkt t e  bezitten. 

5.  Resultaten. 

Met behulp van de biervoor afgeleide formules is de 
corrcctiefactor V/u, bij enkele waarden van de verander- 
lijken 1 ,  x / R  en r /R berckend. Tclkens zijn tivee van deze 
grootlieden constant gehouden en is de derde gevnrieerd: 
Bovendien is voor de te' kiezen constante e (zie punt 22) 
zoowel de waarde 0 als 1 en in een enkel geial de aaarde  
10 gekozen, om te bepalen, mlke,n invloed deze c op de 
uitkomsten van de berekening heeft. 

De.resultaten zijn ver;ameld in tabel 1 en uitgezet in 
figuur 3. In een volgend rapport zullen de correcties be- 
rekend morden voor all< praktisch voorkomende combina- 
ties van de variabelen a, r en t. 

IIet verloop t a n  de correctie met de veranderlijken geeft 
weinig aanleiding tot  opmerkingen. De grootte is voor 
extreme waarden van de onafhankelijke variabelen (t =, 1; 
r /R  = 0,4; xjR = 0) enkele procenten van de ongestoorde 
snelheia. Voor normale gevallen (b.v. t = 0,6; r /R  .= 0,4; 
E/R = -1,O) is de correctie evenwel veel kleiner, nl. enkele 
tiende deelen van procenten van vo. 

De invloed van de grootte van de te kiezen eonstante c 
op de oorrectie is niet groot; de verschillen voor de eor- 
recties bij c =*O en c = 1 zijn in de bier beschouwde ge- 
vailen hoogstens 0,3 % van uo. Voor c = 10 worden de 
curwetics vrij veel grooter. Men dient hierbij cchtcr t c  be- 
denken dat c = 10 een geval voorstelt, waarbij het door de 
schroef versnelde gebied v66r de sehroef overdreven groote 
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mixed windtunnel. 
11. The propeller i n  the free jet  part  of the mixed 

windtunnel. 

,Summary. 
a. Extend of the problem lreated her; (point I). 

The behaviour of B propeller in B windtunnel is discussed 
for the care in which the flow is partly constrained by B cylin- 
drical fixed wall and partly hounded by a surface of constant 
pressure. The propeller is situated at nn arbitrary point of 
the axis i s  the latter part of the tunnel (fig. 11. 

b. Velocity equations (point 2, 3, 42).  
By application of the axial momentum theory the relations 

(4) till (IO) between velocities and pressures in the sections 
indicated in fii. 1 are obtained. In the problem treated hcrc 

T h e  wall interference for a propeller in a?. . - .. 

' 

7 M k m i n g N . L . L .  
Fig.-& De voor tunnelnandinvloed gccorrigecrde snelheid V 

bij enkele wasrden van de grootheden 1, T ,  x en c. 

afmetingen heeft. In het in tabel 1 bescbouaddgeval(t = 1,O;  
r /R  = 0,4; x/R = 4 , R )  bedraagt liet verschil tusscben de 
eorrectie,voor c = 0 en c = 10 ongeveer 0,R yo van a,,, De 
correctie zal in werkelijklieid tusschen die voor deze twee 
extreme gevallen in liggen en vermoedelijk het dichtste bij 
die voor c = 0. De fout, die gemaakt zal worden, indien de 
correcties berekend worden met c = 1, zal dsn ook voor 
groote scliroeven met grnoten trek zeer waarschijnlijk 
hoogst,ens 0,3 % van u0 kn vcor kleinere schroeren meeital 
kleiner dan 0,l Yo van uo zijn. 

Op grand hiervan kan de  gekozen methode, hoewel 
daarbij een ruwe aanname is gedaan over de snelbeids- 
verdeeling in het scheidingsvlak, als bruipbaar voor het 
corrigeeren van windtunnelnietingen. worden beschouwd. 

6. Literal". 
1. RONING, C.: De tunnelcorrectie voor ecn scbroef in een 

,,gemengde" tunnel. Verslagen en I'erhandelingen X.L.L. 
Dee1 VIII, blz. 117. 

2. GLAUERT, H.: Airplane prop6llers in Durand: Aerodynamic , 
Theory, Dee1 IV, biz. 296. 

3. KONINO, C.: Influence of the propeller on other parts of 
the airplane structurc irr Durand: Aerodynamic Theory, 
Dee1 IV, blz. 307. 

Afgesloten November 1842. 
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Die -Windkanalkorrektur fur eine Lut t schraube  in 
e inem ,,gemischten" Windkanal.  

gemischten Kanals. 
11. Die Schrauhe im Freistrahlteil des 

zusammenjassung. 
Q. Vmfmg des behandellen Problem (Punkt I ) .  

Die Jyirkung einer Luftschraube in einem Windkanal, der 
zum Teil von einer festen kreiszylindrischen Wand und zum 
Teil von einer Oberflaehe konstanten Druckes begrenzt w i d ,  
wird hetrachtet. Die Luftsehraube steht an einer willkiirlirhen 
Stelle in der Aehse des letztgenannten .Kanalteiles (Abb. I). 

b. Oleichungen ZUT B&timmung der Geschwindigkeiten (Punk6 

Die Bernoulli'schen Gleichung und die Kontinuitats- und 
Impulsbedingungen gibcn den Zusammenhang zwiaehen den 

2, 3, 42). 
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the number of unknowns'is one more than the number of 
equations. To get a solution it is necessary to make B suppo- 
sition from which the missing equation can he derived. This 
'supposition concerns the velocities in the section between the 
fixed wall and the free air part and leads with ( I ) ,  (2) and (0) 
to  (11). Elimination of the pressures and of all velocities but 
one leads to (12), the solution of-which can be obtained only 
numerically. . ,,Trennungsfliche" des Kanals (siehe Ahb. 1) und fiihrt mit , 

e. Correction for w a ' ~  interference (point 41). 
The c6rrection is obtained in the form of an equivalent free 

air speed divided by the velocity in the tunnel f h  in front of 

Geschwlndigkeiten und Driieken in dkn ih Abh. 1 angedeuteten 
Querschnitten (Gleiehungen (4 )  b/e (10)). Die Anzahl der Un- 
.bekhnnte ist im hier behnndelten Fall um Eins grosser als die 
Anzahl dieser 'Gleiehungen. Um doch eine Lasung erhnlten 
zu konncn ist es also notwendig einen Ansatz zu maehen mittels 
dem die noch fehlend; Gleichung abgeleitet werden. kann. 
Dieser Ansatz betrifft die Geschwindigkeitsverteilung in der 

(l) ,  (2) und (9) zu der Gleichung (11). Durch Elimination der 
Driieke und der Geschwindigkeiten his auf eine wird sehliess- 
lieh Gleiehung (12) erhalten, deren I;Bsung nur zahlenmissig 
gesohehen kann. 

c.  Windkanalkorrektur (Punk1 41). 
Die Korrektur wird bestimht in die Form'einer aequiva- 

lenten Geschwindigkeit der unendlich ausgedehnten Stromung 
V dividiert dureh die Kadalgesehnindigkeit vo weit strorn- . , ' 

The tunnelcorrection depends on r / R ;  +/R; 1 and a para- , ilufwiirts der ,,TrennungsflPche". Sie wird dumb Gleichung(l3) 
gegeben. 

' , 

, 

. .  

' 

' the propeller and given by <&ation (13). 

d. Discusion of lhe.'results (point 5).  

meter c, which is introduced in the .supposition about the 
velocities in the section between the f i y d  wall and the free 
jet part. 

The value of c is chose'n ( c  = 1 )  and sode  figures to show 
the relition between Vju,; r /R;  z / R  and 1 are given. V/o, 
.draws quickly near to  1, when the popeller stands further 
downstreams of the fixed wall section. 

e .  Notations (see jig.. I and point 31) .  

The symbols used in this report have the following meaning. 
R = radius of the tunnel. \ 

r = radius of the propeller. ; , 
S 
a 

v = axial velocity. 
V = equivalent free air spekd. 
p I pressure. 

' d. Bespl-echung der Ergebnisse (Punkt 5) .  
Die Windkanalkorrektur hingt ab \.on r/R; n/R; 1 und van 

einem Parameter c, der mit dem Ansatz iiber die Geschwindig- 
keitsverteilung in der Trennungsfliiebe eingefiihrt wurde. Der 
Wert von e wird gewihlt (c = 1) uhd einige Abbildungen um 
die Abhingigkeit der Korrektur V/u,  von T/R,  +/R und t zu 
zeigen sind gegeben. V/u, nihert siclischnel1.m 1, wen" der 
Propeller sieh von der TrennungsflLche entfernt. 

e, Formelzeichen (siehe aueh 

1 = Radius der Schraube. 
S = wr8 = Schraubenkreisfli.che. . 
g = Entfernung des Propellers 

I 
.~ 

. .  

I und Punkl d l ) ,  _. 
' R = Radius des Ksnsls. 

= ma = area of the propeller disc. 
= distance between the propeller and the end of the fixed 

wall (negntive, when the propeller stands downstreams). der Trennungsflii&. 
(negativ, wenn der Propeller stromahwirts steht). 

'u = 'Axialgeschwindigkeit. 
V = komigierte Geschwindigkeit. 
p = Druek. 
,p '= Massendiehte der Luft. p 5 mass density of air. .. 

1 - - =  2T reduzierter-&hub. t =-- 2T - reduced thrust. . -  
PUZ0S 

PU,ZS 
T = Sehub. 1 ' ' T = thrust. . .  

Suffices: Zeiger: 
0 = fa; upstreoms of the propeller. 
1 = in the tunnelseetion between fixed wall and free jet .  
2 = just upstreams of the propeller. 
3 = just' downstreams of the propeller. 
4 = far downstreams of thc propeller. 

. .  0 = weit stromaufwirts der Trennungsfliche. 
1 = in der Trennungsfliche. 
2 =, stromaufwirts unendlich dicht bei dem Propeller. 
3 = stromsbwiks unendlich dieht bei dem Propeller. , 
4 = weit stromabwirts,von dem Propeller. 

, 

, 
s = in the'slipstream. s = im. SehraubenstraN. \ 

. .  \ .  
, 

. .  
I 

, .  

. 

I . 

, I 
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TeekmingN.L.L.  
Fig. 8. iijnen van constante tunnelcorrectie voor d e .  ge. 

sloten tunnel. 

gegeven. Zij zullen hier niet worden herhaald; slechts zij 
opgemerkt, da t  zij op de volgende plaatsen kunnen worden 
gevonden: 

exact hlz. 298, form. 2.12 
voor gesloten tunnel: lit. 1 I henaderd hlz. 299, form. 2.15 
en voor gemengde tunnel: lit. 3, punt 41, form: 12 en13. 

Bij de hier gegeven resultaten is van de volgende nota- 
ties, welke gelijk zijn aan die toegepast in lit. 3, gehruik 
gemaakt : 

x = afstand 'van schroef tot  scheidingsvlak (negatief, 
indien de schroef in het vrijstraalgedeelte staat), 

r = 'straal van den schroefcirkel, 
S = oppervlak van den schroefcirkel, 
R = tunnelstraal, 
t = gereduceerde schroeftrek = T/qS, 
T = schmeftrek (positief, indien.hij tegengesteld gericht 

q. = stuwdruk van de ongestoorde tunnelsnelheid (ver 

uo = ongestoorde tunnelsnelheid (ver voor de schroef), 
V = gccorriceerde tunnelsnelheid = snelheid op grooten 

afstand voor de schroef in een onhegrensde stroo- 
ming. 

De correcties ( Vh-l ) ,  welke tcngevolge van den tnnnel- 
wandinvloed op de tuunelsnelheid moeten worden aange- 

1) Deze formules kunnen zonder veel moeite tot  de volgende 

t jm 2.14 ') 

is a n  de windsnelheid), 

voor de schroef), 

ecnvoudiger en averziehtelijker vorm worden herleid: 
v ' (I (I--w(I)a - ( l a )  (1-u) e" 

00 (l--wo){ (I-W-2 (1-1 ( I - 4 )  
- _  - 

Hierin is: . 
0, 0 4  - .  , w =-ii-; 0, = oppervlak van de slipstraamdoor- 0 -  

snede ver achter de schroef; S = oppervlak van den schroef- 
cirkel; 0 = oppervlak van de tunneldoarsnede. 

Taahaning N.L.L.  
Fig. 4. Lijnen voor tunnelcorrectie = f 0,2 % voor de ge- 

mengde tunnel; 

hracht, zijn herekend voor de volgende waarden van de 
parameters x, T en t 

x/2i = 0; 4 , l ;  43;  i A 4 ;  -0,7; -1,O; -1,5 en -3,O; 

r/R = O,2; 0,3; 0,4 en 0,5. 

t = -1,O; 4 : R :  --0,6, enz. tot +,O,s; + 1 ,O.  

De correctie rerloopt voor kleine waarden van x sneller 
met x dan hij groote waarden. Daarom werden zoodanige 
waarden van x gekozen, dat hun verschillrn toenemen met 
den afstand van de schroef tot  het scheidingsvlak. In cen 
tunnel heeft hct vrijstraalgedeelte zclden een grootere 
lengte dan 4 & 5 mad den tunnelstraal; bovendien zal de 
sfstand van schroef t o t  uitstroomtuit als regel niet veel 
grooter zijn dan de helft van de vrijstraallengtc. Op deze 
gronden leek het onnoodig voor den afstand van scliroef 
t o t  tuit  grootere waarden t e  kiezen dan 3 R. 

Owrigens is de correctie bij deze groote afstanden reeds 
zoo klein, dat  bet ook op grond daarvan geen zin beeft nog 
grootere afstanden t e  beschouwen. 

Voor de bovengrens van den schroefstraal werd dc halve 
tunnelstraal gekozen. Deze grens zal vrijwel no0 i t  worden. 
overschreden, omdat anders de tunnelcorrcctie zoo groot 
zou worden, dat het de vraag is of liet dan nog toelaathaar 
is. deze correctie te,berekenen met een methode, waarhij een 
aantal vereenvoudigeride veronderstellingen is gedaan. 
Voor een schroefstraal kleiner dan 0,2 R werd de correctie 
niet berekend, omdat deze dan verwaarloosbaar klein is in  
het geheele gebied van x en 1, dat hescliouwd is. 

Voor den gereduceerden trek werden de grenzen + 1,O 
en -1,0 gekozen, omdat t in verreweg de meeste gevallen 
tusschen deze grenzen zal liggen. Alleen bij schroefproeven 
bij lage waarden van V/nD l a n  1 boven de grens + l ,O  
komen. 

3.' Resultaten. 
,. De herckende correcties zijn gigeven in tabel 1 en 2 en 
Litgezet in fig. 1 en 2. Zij zijn opgegeven tot  in 0,001 uo 
nauwkeurig; di t  zal als- regel ruimschoots .voldoende zijn: 
De berekening is evenwel met grootere nauwkeurigheid 
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, .  
uitgevoerd; zoodat naunkeuriger cijfers desgewenscht bij 
het N.L.L. verkrijgbaar zijn. ' behoort. - 

De corredie is 'voor de schroef in den gesloten straal 
grooter dnn voor de schroef in bet scheidingsvlak van een 

. gemengde tunnel; vooral bij negatieve trekken is het ver- 
schil aanzicnlijk. In  den open straal neemt zij stcrk,af bij 
toenemenden afstand van schroef tot  uitstroomtuit. Zij 
verloopt verder regelmat,ig met den schroeftrek - bijna 
lineair - en met den straal van de schroef - ongeveer 
kwadratisch. 

De benaderentie-berekeqing voor de schroef in de geslo- 
ten tunnel geeft bij positieve trekken, zooals in Zit. 1 ook 

tieve trekken in de omgeving van t = -1,O is de overeen-' 
stemming tusschen de uitkomsten van de benaderende en 
de exacte berekening slecht. Het is dan ook niet toelaat- 
baar de bennderende berekening in dat gebied te gebrui~e& 

eens gegeven en we1 op zoodanige wijze, dat  gemakkelijk 
hn worden overzien, bij welke combinaties de para- 
meters de correctie beneden een zekere waarde In 
fig, zijn daartoe voor de geslaten tunnel ,ijnen vooL' een 
aantal constante waarden van'de correctie geteekend. In  
.bet gebied van t e n  r links van een dergelijke lijn is de cor- 

rectie kleiner dan het getal, dat bij de beschouwde kromme 

Voar de iemengde tunnel kunnen dergelijke gebieden' 
niet ap,dezelfde wijze worden aangegeven, omtiat daarbij 
liet aantal onafhankelijk veranderlijken Ben grooter is. In  
fig. 4 is evenwel een bundel krommen gegeven, waaivoor 
de correctie & 0,002 vo bedraagt en waarbij iedere kromme 
geldt voor een constante waarde van den straal T van de 
schrcef. In  het gebicd van z en !, dat iechts van een der 
krommen ligt is de correctie voor de maarde van r gegeven 
bij de beschouwde kromnie kleiner dan 0,002 no. 

' 

I reeds werd geconcludeerd, vrij goede nitkomsten; bij nega- 4. Literatuuropgave. , . 
1. ~ L ~ U E R T ,  H:: Airplane propellers in Durand: Aeradyna- 

,,,io Theory, Val. D, 296, 

2. KONINC, C.: 'De tunnelcorreetie voor een schroef in een 
In fig. en zijn de resultaten .ian de berekeningen ,,gemengde" tunnel. Verslagen en Verhandelingen N.L.L. 

Dee1 VIII, blz. 117. 

3. BOELEN, A. en SLOTBOOX, J. G.: De tunnelcorreetie voor 
:en schroef in een ,,gemengde" tunnil. 11. De sobroef, op- 
ges tWin  het Wstraakedeelte van de gemengde tunnel 
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TABEL 1. 

De funnelconcctie ( z  - 1) uoor schroeven in em pesloten'tunnet. 

I Benaderende berekening 

0,2 1 0,3 I 0,4 1 0,5 

, I 

-1 ,0 
-0,3 

, -0,G 
4 , 4  
-0,2 

' . ' +0,2 

0.6 
0,4 

0,s 
1,0 

\ 

N 
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0,009 
0,005 
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4 , 0 0 2  
4 , 0 0 3  
4 , 0 0 5  
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4 , 0 0 7 ,  

. - N  
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-0,004 
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I I 
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TABEL 2. 

De t:nnnelcorrictie ( - u: - 1) .uoor sc/womim i n  em gemengde tunnel. ' 

0 4 4  -1,j 

0 
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0 

0 
0 

r O  
0 

n 

n 

0,002 
0,001 
0,001 
n 
0 
n 
n' 
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, 0  
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Report 929. . . 
The tunnelwall interference on propellers. 

. .  Summmy. 
, .  

By using formulae, partlygiven in literature (lit. l), partly 
derived by N.L.L. (lit. 2 and 3 ) ,  the tunnelwall interference an 
propellers.has been calculated both for the propeller in 8 

closed tunnel and for one a t  marbitrary section of the open 
jet of amixed tunnel. The tunnelcorrection has been calculated 
numerically Cor those values of the reduced thrust and of the 
propellerradius; that  tiill normally occur in windtunneltests. 
The usefulness of an approximating formula proposed. in 

lit .  I is discussed. The approximation shows to  be bad for big 

. 

' , negativ thrusts (t c: - 0,s). 

Notations: 
x . ' =  distanc; of the propeller from the plane in which the 

closed part of the tunnel ebds (negativ, when the pro- 
peller stands in  the free je t  p+). 

I: = radius' of the propeller. 
R = radius of the tunnel. 
S = area of the propellerdisc. 
V = aquivalent frec air speed. 
vg = axial velocity in the tunnel far upstreams of the pro- 
J peller. 
t 
,T = thrust. \ 

q 

E T/qS = reduced thrust% 

= dynamic pressure of the velocity uo. 

. .  

. .  0 = 0,jS. 

w = 0,jo. . .  
0, = area of the slipstream cross section far behind the 

propeller. - 

- ,  Bericht A. 929. 

Der Eanalwandeinflusz auf Propellern. 

Zusammenfossung. 

Mit Hilfe von teilkise in 'der Literatur (Lit. 1) gegebencn, 
teilweise heim N.L.L. (Lit. 2 und 3) abgeleiteten Formeln ist 
der Kqdalwandeinflusz auf Propellern herechnet sowohl fur 
den Propeller in einem geschlossenen Kanal, wie fiir den Pro- 
peller an einer willkiirliehen Stelle im Freistrahlteil eines ge- 
misehten Windkanals. Die Windkanalkorrektur is t  zablen- 
miszig herechnet fur die in normalen Fiillen bei Windkanal- 
untersuchungen vorkommenden Schubzahlen und Propeller: 
gram". 

Die Zuliissigkeit der Anwendung einer in Lit. 1 gegebenen 
N5herungsConnel. zur Bestinimung der Windkanalkorrektur 
im geskhlossenen liana1 wird betraehtet. Die Verwendung der 
Niherungsformel ist nicht zulnssig fiir grosze negative Schub- 
zahlen ( t . <  - 0 , s ) ~  

Formelm'chen: 

, 

. ' 

2 

I = Propellerhalbmesser. 
R = Halbmesser des Kannlquerschnittes. 
S = Oherfliiche ,de8 Propeller~rises. 
V .  = kdrrigierte Gesehwindigkeit. 
vo 

t = T/qS = reduzierter Schub. 
T = Schub., 
q = Staudruck der ungestarten Iianalgeschwindigkeit. , 

= Entfernung des Propellers yon\ der T?&ungsflii.che 
(negativ, wenn der Propell& im Freistrahlteil steht). 

= ungestarte Kanalgeschwindigkeit (weit stromaufwnrts 
"om Propeller). 

(r' =. OJS. ~. 
0 = area of the tunnel cross section. . 

. .  

. .  

, 

, .  

. .  

, 

w = ado. 
0, =) Oberfliche des Schrauhenstrahlquerschnittes weit 

stromahwiirts vom, Propeller. 
, 0 = Oberfliiche des Kanalquersehnittes. , ' , .  

. .  
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. .  'De invloed,. van elastische ribvervormingen op de spannings- 
verdeeling in vleugels met twee liggers en 
- . elastisch vervormbare bekleeding . 

. I 

' 
. ' door 

ir. W. T. KOITER en dr. ir. A. VAN DER NEUT. 

. ,  Overzicht. ,' 

De. spanningsverdeeling hij torsiehelasting wordt herekend voor een aantal vleugels, die-onderling sleehts 
verschillen in afsehuifstijfheid der ribben: De hedoeling van dit onderzoek is vast t e  stellen in how& 

' . verwaarloozing van de ribvervormingen onnauwkeurigheden geeft.van toelaatbare grootte. Op grond van de 
bcrekeningsresultaten zijn enkele minimumvoorwaarden vow de ribstijfheid opgesteld, waaman voldaan zal moe- 

ten zijn om in de berekening de ribvervormingen buiten besehouwing te kunnen Isten. 

Indeellng. daarom van beteekenis kunnen zijn voor de kraehtsverdee- 
* 1. Inleiding. 

2. De vergelijkingen van de spanningsverdeeling. 
8. De beschouwde 'vleugelconstrueties. 
4. De helastingen. , 
5.  De resultaten van de herekeuingen. ' ' 

0. Onderlinge vergelljking der resultaten en conclnsies, 
61. De' continu verdeelde torsiehelssting. 
02. De geconcentreerde torsiehelssting. 
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13 figuren. 

1. Inleiding. 

ontwikkeld voor de berekening Tan vleugels, hestaande uit  
twee evenwijdige liggem en bekleed met een weerstand- 

, biedenden huid. De vomnaamste veronderstellingen, die 

In  de N.L.L.-rapporten (Zit. I, 2, 3) werd een methode , 

'. aau deze berekening ten grondslag lagen, waren: 

le.  de ribhen zijn oneindig stijf in h u i  eigen vlak; 

2e. de rihben zijn continu verdeeld. 
Voor de vroeger gevolgde bouwwijze van houten vleugels 

waren deze veronderstellingen gerechtvaardigd, zooals 
bleek uit de goede overeenstemming met belastingsproeven 
(lit:. 4) en ook uit eenige uitgevoerde contrrileberekeningen, 
waarbij de rihafscbuiving globaal in rekening werd ge- 
bracht. 

Bij de huidige pouten vlcugelconstructies, waarhij , het 
bekleedingstriplex diagonaalsgewijs wordt aangehracht, is 
de torsiestijfheid ongeveer 4 m a d  zoo groot als bij gebruik ' van normaal triplex. De krachten in den vleugellmid zijn 
dan ook ongeveer in  dezelfde verhouding grooter geworden 
en dienovereenkomstig is het ribverhand zwaarder belast 
voor wat hetreft de overdracht van dwarskrachteu uit  de 
liggers naar de bekleeding. Deze grootere ribbelasting 
maakt, dat, de vervormingen van de ribben grooter zijn en 

l) Verkorte, inhoud van een uitgebreid intern N.L.L.- 
rapport S. 132. I . . . . . . . I - 

ling in den vleugel. 
In  dit  rapport wordt met het oog hierop de onder le. ge- 

noemde veronderstelling uitgescbakeld en wordt de invloed 
van de vervormhaarheid der ribhen onderzocht. De rib- 
vervorming zal hoofdzakelijk uit  afscbuiving van de rihben 
bestaan, omdat de riblien bij de kracbtsoverdracht, die bier 
in geding is, slechts in geringe mate op huiging worden be- 
last; derhalve wordt alleen de ribafschuiving in rekening 
gebracht. 

Bij ,discontinuiteiten in de dikte van de bekleeding, op 
plaatsen, waar torsiemomenten worden ingeleid, enz., 
moeten de ribben geconcentreerde krachten' overhrengen 
van de liggers naar de bekleeding. Omdat eontinu ver- 
deelde, vervormbare ribben geen geconcentreerde krachten 
kunnen overhrengen, moeten, op dergelijke plaatsen in de 
berekening geconcentreerde ribben worden verondersteld. 

Eveneens moeten geconcentreerde rihben gedacht war- 
den op plaatsen, waar de ribben stijver zijn uitgevoerd, 
indien deze stijvere ribben niet op regelmatige afstanden 
langs de geheele vleugelbreedte voorkomcn. 

Resumeerend wordt dus ten aanzien van de stijfheid der 
ribben hr t  volgende aangenomen: 

l e ,  de ribben zijn in hun.eigen vlak oneindig stijf tegen- 
, over buiging, doch vervormbaar tegenover af- 

schuiving; 

Ze. de rihben zijn continu verdeeld in de gehieden, 
waarin de stijfheden e n  de torsiemomenten continu 
verloopen; 

3e. waar dikontinuiteiten in de stijfheden Of in de tor- 
siemomenten aanwezig zijn, bevinden zicb gecon- 
centreerde ribben; 

4e. waar om constructieve redenen een zware rib is 
aangebracht, wordt, indien deze constructie zich 
op regelmatige afstanden langs de vleugelbreedte 
niet herhaalt, eveneens niet geconcentreerde ribhen 
gerekend. 

Op grond van deze veronderstellingen en van nog 
eenige. andere, die in dit  verhand van osdergeschikt 
helang zijn, zijs de differentiaalvergelijkingen en hun 

, 
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randvoorwaarden afgeleid, die het vraagstuk beheer- 
schen. Deze differentiaalvergclijkingen bevatten slechts 
&n onbekende functie, namelijk het statiseh onbepaalde 
buigende moment X in de liggers, en zij latten een directe 
oplossing toe. Bij de vroeger gevolgde mcthode van aflei- 
ding der vergelijkingen traden als onbekenden de ligger- 
doorbuigingen y en de liggerafschuivingen u op en verkreeg 

~ men een-systeem van vier simultane vergelijkingen, die 
alleen met een iteratieproces tot  oplossing konden worden 
gebracht (Zit. 1, 2, 3).  Het belangrijke voordeel van de 
enkele vergelijking in X kon bereikt worden door de vroeger 
gevolgde methode van afleiding, waarbij de geometrische 
voorwaarden, voor aaneensluiting van de onderdeelen de 
gezochte , hetrekkingen leverden, te  vervangen door d i ,  
energetische voorwaarde voor aaneensluiting der onder-' 
deelen: namelijk, dat de variatie der inwcndige .energic 
bij variatie van de statisclr onbepaalde grootheid gelijk 
nul is. Voor dergelijke gecompliceerde constructies als 
vleugels zijn, vooral als daarbij ook nog de vervormhaar-. 
heid der ribben in acht genomen wordt, is deze energetische 
methode zeer veel eenvoudiger te  banteeren dan de geome- 
trische. a. . . . .  

Hoewel de volledige weergave van de afleiding; die van 
den eerstgenoemden schrijver afkomstig is, op zichzelf zeer 
zeker zin zou hebben, wordt zij hier in verband met plaats- 
gebrek en om een nog nader te  noemen reden achterwege 
gelaten. Van directe practische beteekenis is de methode 
namelijk niet meer, omdat de combinatie van continue en 
geconcentreerde ribben, die hier verondersteld is, bijzon- 
dere complicaties invoert, welke vermeden worden wan- 
neer nitsluitend geconcentreerde ribben worden aange- 
nomen. Deze laatste schematiseering is in Zit. 5 veronder- 
steld, en daar wordt de theorie, die langs denzelfden ge- 
dachtengang verloopt, geheel . uitgewerkt , u.eergegeven. 
Bovendien is deze afleiding van meer algemeene strekking, 
doordat lret vleugelschema meer algemeen is. In  verband 
hiermee, wordt de'afleiding in ,d i t  rapport achterwege ge- 
laten en wordt slechts haar resultaat vermeld (punt 2). 

De bedoeling van dit rapport is ecn indruk te  geven van 
de beteekenis, die de' ribvervorming voor de krachtsver- 
deeling in vleugels heeft. D e r t o e  zijn herekeningen uit- 
gevoerd over een vleugel met diagonaaltriplex bekleeding, 
voor een continu verdeeld torsiemoment en voor een 
geconcentreerd torsiemoment. Een achttal mogelijkheden 
voor de ribstijfheden is onderzocht en de resultaten 
worden onderling vergeleken. Daarbij blijkt, dat bij zekere 
rih+i.ifheden de invloed van de ribvervormingen op de 
krachtsverdeeling belangrijk is. I n  den regel zal men echter. 
de ribconstructie zoodanig kunnen nitvoeren, dat de af- 
-4kingen in, de krachtsverdeeling van de verdeeling, die 
hij oneindig stijve ribben zou volgen, van ondergeschikte 
heteekenis zijn. De eischen, die daartoe aan de ribcon-, 
structie te stellen zijn, worden aangegeven. Indien aldus 
lvordt geconstrueerd, zal de invloed 'der ribvervormingen 
in de berekening buiten beschouwing kunnen worden 
gelaten. 

, 

. 

. .  

. 

Over de eerste veronderstelling wordt opgemerkt, dat 
reeds bij vleugcls met normaaltriplex was gebleken, dat 
de normaalspanningen in de bekleeding van ondergeschikt 
belang zijn en dat de schuifspanningen in de bekleeding 
bij torsie vrijwel constant zijn (zic fit. 3). Bij vleugels met 
bekleedingen van diagonaaltriplex neemt de beteekenis 
van de normaalspanningen nog :verder af, omdat de 
elasticiteitsmodulus van diagonaaltriplex slechts '1, van 
de elasticiteitsmodulus van gewoon triplex is. 

Over de tweede veronderstelling wordt opgemerkt, dat 
het gebruikelijk is het aiagonaaltriplex alleeh tusschen de 
liggers aan te brengen. De eigen 'torsiestijfheid der liggers 
is dan slechts een gering percentage van de totale torsie- 
stijfleid, zoodat zij van sterk ondergeschikte beteekenis is. 

Voorts is de vleugeldoorsnede geschematiseerd zooals aan- 
'gegeven is in fig. 1. De liggergordingen zijir geconcentreerd 
'gedacht in hun awaartepunt en de bekleeding wordt ge- 
dacht tot  a m  de.zwaartepunten der liggergordingen door te 
loopen; de gedeelten 'hb-h van dk bekleeding zijn daarbij 
oneindig stijf tegenover afschuiving verondersteld. 

I . .  2 , 

Tcekeniig N.L.L. 
Krachten in de vleugeldaorsnede I op het deel van Fig. 1. 

den vleugel binnen 5, (Do = -Mu'). 

De krachten, die in een vleugeldoorsnede x op het binnen 
x gelegen deel van den vleugel werken, zijn in fig. 1 aan- 
gegeven; bet zijn de liggernromenten M, en M2, de dwars- 
krachten in de liggers D, en D, en de dwarskrachten per 
lengte-eenhd van de bekleeding tb  en to.  Als men de be- 
kleeding van de ligders losgemaakt denkt, is de construc- 
tie statisch bepaald en de dan optredende krachtenver: 
dceling M,O, .Rl~~,-D,o,  D,O (zie fig, 1) kan op eenvoudige 
wiize uit de uitwendiee belastine worden berekend. De " I ~ 

. 
2. D e  vergelijkingen van d e  spanningsverdeellng. 

Behalve de veronderstellingen over de rihstijfheid, die in 
de inleiding zijn bcsproken, worden ter vereenvoudiging 

Deze zijn in liet verband van dit onderzoek, dat den invloed 
der ribvervormingen betreft, niet van essenticel belang en 
zij mogen dus zander bezwaar ter vereenvoudiging worden 
gehruikt. 

met 0 gcindiceerde grootheden representeeren dus de ge- 
geven belasting. Tusschcn deze grootheden en de inwendige 
belastingen in de vleugeldoorsnede bestaan de \rolgende 
betrekkingen: 

van het probleem nog eenige veronderstellingen ingevoerd. M ,  e MIo + X, (1) 

(2) 

(3) 

(4) 

( 5 )  

M ,  = Mpo - X, 

Net zijn: 

le. de normaalspanningen in de bekleeding worden ver- 
waarloosd; hieruit volgt, dat  de schnifspanning in de 
bekleeding in a-richting constant is; 

Ze. de torsiestijfheid van de liggers wordt verwaar- 
loosd. 

Ter motiveering van deze verondersteliingen. dient nog 

' X '  
tb  = - t o  5 1 = 

hw + hw'  
In  deze vergelijkingen treedt een belastingsfunctie X op, 

die als statisch onbepklde grootheid mag worden Opgevat. 
het volgende. . . . . . , : . . . .  De dwarskrachten, dik de lijfplaat van de ribben be- 



Teehaning N . L . L .  
Fig. 2. Inwendigc rihlielnsting. 

lasten (fig. Z), bedragen voor de continu \-erdeeldc ribben: 

' in de geconrentreerdr rih i 

Hierin zijn W , <  en &V,, de torsiemoyientcn, die bij rib i 
gemnoeutrwrd up den vlcug?l aangrijpen (fig. 3). 

s ='O : X ' = O ,  . (Qa) 
( g b ,  e) 

(9d) 

,@e, f )  

s == L : .  x = X'= 0. 
Yoorts gelden ter plaatse.ii de.overgangsvoorwaarden 

x'= 22.: : X , _  = x i + ,  
'X = .xi ': .[ii(Z'' + QX')] ,- = [SZ(X,' + ax'j] <+ .= 

= , [ K ( d X '  + .P)],, 
h,,' i- 1 ~ ~ ~ '  

, + h a , '  
a = - - -  waafin 

.De oplossini der differentiaalvdgelijking verkrijgt men 
op ,principieel dezelfde nijze,a+ inilit. 8, punt'4b, c is aan- 
gegcven voor de dam behandelde 'Z-vergelijking. 

,Opmerking. . . I  

De in het kervolg besproken herekeningen, die alle ge- 
valkn van symmetrisclie belasting betreffe,n, gingen uit 
?an formptes, die bij een w e g c r e  &leiding geu'nnden waren 

w21 ~ en die niet volkomen juist waren. Het verschil .bestond 

geroerd. Danrmce wordt ten 'opzichte van bepaalde groot- 

beden een .foot gemaekt van .de ' o d e  -:Dei;e fouten 

rijn van geringr heteekenis, zoodat de resultsten *8er uit- 
gevoerde .berekeningen ,ais voldoende nauwkeurig niogen 
worden beschouwd; vooral ook, onidat het hier beoogde 
doel em onderlinge vergelijking is .van verschillende be- . . 
rekeningsresult,aten, die systernatiseh sdezdfae kleine fout 
bevatten. , 

, 

'. 
. . . ~  hicrin,' dat soins in plaats van h, de liggerlioogte h was in- . 

' b,-h ' T e d m : n f N . L . L *  
11 

wii (--7-----:., 
Fig. 4. Uitwendige .belasting van rib.i .  . . 

De dnarskraeliten i n  de liggerivanden bedragen 

h,' D,, = D,  ;t M - , 

D,, = .DE + filt,y ~. 

. '  '('a) 

i(4a) 

' h, 
h;l 

. .  1 3. De beschouwtie vleugelconstucties. 
:De .integra-differentiaalvergelijking waaraan X moet' De vleiigeleonstructie, wasrop de I;ier,te ibespreken be- 

volrlonn i s  vnorwpmcrrischr O d m l i ~ g  rrkeningen betrekcinp hehben, is,gcgei.cn in fig. 4. ' 

. L - < , O  I 
ij 

X,J+i. I 

T6arCm ing 'N.L.L. 
Fig. 4. Vleugeleonrtrubtie met nfmetingen (mi). Alle wanden zijn van diagonaal triplex. 

http://is,gcgei.cn
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Tnssehen de rompbeslagen (x, s 60 em) ontbreekt de 
bekleeding. Liggefwmden en bekleeding bestaan uit 
diagdnaaltriplex; zij hebben discontinniteiten in dikte bij 
ire = 140 cm, xQ = 260 cm. 

' 

De afmetingen: liggerhoogte, gordingbreedte en gording- 
dikte verloopen lineair van x, = 60 cm tot BL = 510 cm. 

De volgende materiaalconstanten zijn aangenomen: 
E = 133.000 kg/cmP, 
G = 9.000 kg/cmz voor normaal triplex; 
G = 44.OOO kg/cm* voor diagonaal triplex. 

TABEL 1. 
Ribstijjheden Gd. ' 

5,266 
6,823 
9,043 
9,056 

12,20 
2421 
24,07 
55.44 

l& 

@n 
60 

50 

40 

30 

20 

I O  

0 

2,596 
- 2,985 

3,401 
5,028 

, 5,86 
8 3 9  
12,02 
18.62 

I 
I1 

I11 
I V  
V 

VI  
VI1 

VI11 

m 
40 
40 
40 
40 
40 

120 
120 

- 
2.160 
8.000 
8.000 
2.160 

24.000 
6.480 

21:ooo 

- 
900 
900 

8.000 
24.000 
24.000' 
24.000 
24.000 

- 
900 
900 
900 

900 
2.700 
2.700 

, 900 

I I I I 
TABEL 2. 

Dikle en mort der geconcentreerde ribben. 

G,d, kg/cm 1 Triplexsoort 

Teemnig N.L.L.  
'Fig. 5. Buigings- en afsehuifstijflieid .van de liggers. 

vleugels VI1 en VI11 zijn de continu verdeelde ribben van 
diagonaaltriplex gedacbt, tenvijl de ribdikte tot 0,075 cm 
is verminderd. 

De geconcentreerde ribben 1,. 2 en 3 in de pnnten a!,, 
is en hebben onderling verschillende stijfheden. De a m -  
genomen ribdikten zijn in tabel 2 vermeld. 

De buigings- en afschuivings-stijfheden van de liggers 
zijn in fig. 5 gegeven; de voornaamste stijfheidsfactoren, die 
in de berekening voorkomen, alsmede hun samenstellende 
'deelen, zijn in tabel 3 gegeven. Daaruit blijkt voorts, dat 
met Eoede henadering mag worden gesteld 

900 
2.100 

6.480 
8.000 

24.000 

2.700 

normaal 
normaal 
diagonaal 
diagonaal 
normaal 

'diagonaal 

O J  . I 

0.24 

'De ribstijfheden zijn aangegeven in tabel 1. Daarbij is 
verschil gcmaakt tusschen de acht vleugels I t /m  VIII, die 
elk weer een andere combinatie van ribstijfheden weer- 

' geven. Door vergelijking van de resnltaten voor deze ver- 
schillende vleugels wordt een inzicht verkregeo in de be-, 

.teekenis ,der'  ribvervormingen. Vlengel I heeft oneindig 
stijve ribben en vertegenwoordigt dus de berekeningswijze, 
waarbij de ribvervormingen worden verwaarloosd. Bij de 
vleugels 11 t /m VI  zijn de continu verdeelde ribben van 
normaal triplex gedacht en afgeleid uit een ribafstand van 

27 cm met 0,12 cm ribdikte = 40); bij .de  

4. De belastingen. 
De berekeningen hebben betrekking ap symmetrische 

belastingsgevallen, waarbij in iedere vleugeldoorsnede 
slechtseenulingend moment optreedt, aoodat D,o = - 4 0  = 
-DO 3 1 -  a -  M 0 - -M 0 - MO, - 

TABEL 3. 
Slijfheidsjactoren. . . . .  . .  

lO-;O kg-1 em-2 1 10-8 kx-' 
= 

cm 

X 
(G,d, = 40) (G,d, = 120) 
' T  I T  

0-60 
100 
140- 
140+ 
180 
260- 
260+ 
340 
420 
510 - 

5,262 
6,830 - 
9,040 
9,040 

12,21 
24,18 ' 

24,18 j 

55,49 
162,5 . 

, 962 

2,559 
2,909 

4,969 
5,78 
8,25 

11,88 
1834 
3239 
91,21 

3,342 

2,584 
' 2,940 ' 

3,381 
5,008 
5,83 
8 3 4  ' 

11,97 
18,53 
33,37 
93,68 

1,152 
.1,242 
1,340 
1,874 
2,05 
2,51 
5,Ol 
6,47 
9,14 

i7,Ol 
33,61 
94,91 
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Fig. G s .  Continu verdeelde torsiebelasting (belasting a). 

P .  I t  , / , ~ ~ f l l o o k q ;  IOOhg ' . /  
TpcKpning N.L.L: 

Fig. Ob. Geconeentreerde torsiebelasting (belasting b). 

Twee -belastingSgevallen worden onderzocht: 

a) Een continu verdeelde liggerbelasting over de geheele 
vleugelbreedte buiten de rompbeslagen; zij bedraagt 
ter plaatse E, = 6O'cm 1 kg/cm en ter plaatse XI. = 
510 em 0,s kg/cm cn verandert tusschen x, en X L  
lineair. De reactics worden in E, geleverd (fig. sa). 

' b) Een geconcentreerde liggerbelasting ter plaatse 
z2 = ,140 em van 100 kg. De reacties worden in ,E, 

geleverd (fig. 6b). 
De belasting a) vertegenwoordigt het .belastingtype, dat ' 

het gevolg is van lueht!aa,chten; de belasting b) vertegen- 
woordigt de torsiebelastingen, die het gevolg zijn van 
landingsstooten (fig. 7a), van traagheidskrachten bij adn- 
wezigheid vawzijmntoren (fig. 7b), of van knikken in de 
zz-projectie van de liggers (fig. 7c). 

5. D e  resul ta ten van de berekenlngen. 
De resultaten van de berekeningen zijn gegeven in.fig. 

S t/m 10 en tabel 4 voor belasting a) en in fig. 11 t/m 13 
en tabel 5 voor behisting bj. Deze figuren en tabellen 
vermelden de buigende momenten in de liggers (M). de 
dwarskracht in den liggerwand (DJ, de dwarskraclit in.de 
bekleeding per lengte-eenheid (t), de  dwarskrachten in de 
cantinu verdeelde ribben per oppervlakte-eenheid (1,) en de 
dwarskrachten in de geconcentreerde ribben per lengte- 
eenheid (ti) .  

h,' h ' h' 
Omdat ,bel = hbE = h,, verder cmdat - = 2 = - 

hi  hn h 
kn wegens de onder punt 2 reeds geno'emde fout worden 
deze grootbeden gegeven door de.volgende formules 

(10) M ,  = -M, = Af = M o  + X,' . 

x ,  
1 = -  

2h,' 

Fig. 7a. Torsic door landingsstoot., 

Fig. 71,. Tor& door massakrachten van den zijmoloor. 

! : 

M z  - - -  
I Teekming N.L.L. 

Fig. 7U.. Torsiembment W door knik in de xz-projeetie van 
de vlrugelliggers. 

. , .  . . .  . . . . .  .. ~ 

Naast D,, resp. t ,  is ook vermeld, welke grootte de dwars- 
kracht in de liggers, rcsp. de  dwnrskracht in de bekleeding 
zou hebben volgens de elementaire wringingstbeorie, 
waarbij M = 0 (D, = Do/2, 1 = DO/!hb). Hieruit blijkt, 
dat de elementaire tlieorie een vrij goede benadering geeft in 
bet geval van continu yerdeelde torsiebelasting (a), be- 
1iah.c in het gedeelte van den vlcugel, dat  in de omgeving 
van de rompbeslagen ligt (;e< ZOO). In  dit gedeelte doet zieli 
de invloed van de discontinuiteit in dc belasting bij I, = 60 
gevoelen. De elementaire theorie geeeft echter vwr be- 
lasting b) groote verschillen met de nauwkeurige berekening. 

6. 0nderiinge.vergelijking de r  resul ta ten en ConClu- 

De berekening voor ribben met oneindig groote stijfheid 
is minder bewerkelijk dan de berekening voor vervormbare 
ribben. In  verband daarmee is bet van. belang n a  t e  gaan 
in hoeverre de verwaarloozing der ribvervormingen toe- 
laatbaar is en van welke ribben de stijfheid belangrijken 

sies; 

invloed heeft op de krachtenverdeeling. ' . I .. 



Teekening N . L  L. Fig. 8. Buigende momenten (M) bij belasting a. , 

61. D e  continu verdeelde tursiebelasting. 614. Invloed van slijfhfheidscerandering uan de continu 

De gevalkn VI en VI11 verschillen alleen in stijfheid van 
de continue ribben en van rib 3. Daar de stijfheidsveran- 
deri?g vBo r ib  3 niet van beteekenis is, kan het verschil 
tussehen V I  en VI11 worden opgevat als alleen t e  zijn ver- 
oorzaakt door het verschil in stijfheid der continue ribben. 
Dit verschil is vour M, D, en 1 gering. Hct blijkt dus, dat de 

' stijfheid der continue rihben nie.t belangrijk is, althans 
indien, zooals in de gevallen VI  en VIII ,  rib 1 een graote 

, verdeelde ribben. 
611. Inuloed uan stijfheidsuerandering uan r i b  I. . 

Uit de vergelijking van 11 met. 111, V met W e n  VI1 met 
VIII, welke gevallen onderling slechts verscbikn in stijf- 
heid van rib 1, blijkt, dat de stijfheid van.rib 1 een be- 
langrijken indeed beeft UP , M,, 0, en t in kt gebicd 
B O <  n< 140. 

' , 

612. Inlrloed van slijfheidsuerandm'ng van r i b  2. . . .  
Uit de vergelijking,van 11 met V en 111 met.IV, welke stijfheid 

stijf is, is de vergclijking van IV met VI1 van bclang. De 

\ 
gevallen "nderling sle&ts versehillen in svjfhcid yan rib 2, , Om den invl?ed van stijftieiasverandering der cantinu 

verdeelde ribben na te gaan voor hetgeval, dat  rib 1 minder 

verschillen in stijfheid van rib 2 en 3 zijn bl i jkns punt 
612 en 613 van ondergeschiktc beteekenis. Het verschil in 
stijflrcid van rib 1 is gering; VOOT mover het invloed heeft, 
heeft het de neiging deninvloedvan het verschil in stijfheid 
van de continue ribben te compenseeren. €let-blijkt nu, 
dat  de verschillen in IM, D, en t belangrijker rijn dan in de 
vergelijking van VI met VIII. Als de stijfheid van rib 1 nog 

blijkt, dat de stijfheid van rib 2 een zeer ondergeschikten 

ring als tusschen I1 en V hecft nauwelijks invloed. 
heeft op M ,  D, en t ,  Zelfs een zeel groote 

613. Inuloed can stijflvzidsueranderingg van rib 3. 
Orndat M, D, en t bij x l  260 weinig van elkaar ver- 

schillen, is de invloed van de stijfheid van rib 3 eveneens 
van ondergeschikte beteekenis. 

, .  
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verder zOU afnemen, moet dus verwacht warden, dat  de ' zal men dug, inits rib 1 zeer stijf is, in de berekening onejndig 
stijfheid der continue ribben nog meer beteekeuis krijgt. . stijve ribhen mogen veronderstellen. Natuurlijk kan, ook 

wanneer rib 1 minder stijP is, een berekening, waarhij on- 
eindig stijve rihhen zijn verondersteld, voldoenge betrouw- 

M, D, en t zijn tkj vleugels met vervormliare.Sibben in baar zijn, of zelfs kan dit het geval zijn met een berekcning, 
het gebied x > 180 onderling naginoeg gelijk en eveneen~ ' die de elementaire torsietheorie toepast, indien de tprsie- 
vrijwel gelijk aan deze graotheden bij 1. Een berekening, belasting in vergelijking tot  andere belastingen onbe- 
die oneindig stijve ribben veronderstelt, is voor dit gebied langrijk is of indieu de minder nauwkeurigc berekening een 
in den regel voldoende nauwkeurig. ' veilige benadering geeft. \ 

Voor a! < 180 zijn de versehillen ten opzichte van I 
kleiner, naarmate rib 1 en de continu verdeelde ribben 62. De geconcentreerde torsiebelasting. 
stijver zijn. Indien rib 1 ongeveer dubhel zoo %tijf is de 
bekleeding, (Gd),  N 2 (Gd)beneeding, hlijven deze ver- 
sehillen in M (in x = O), 0. en 1 kleiner'dan 15 %. Veelal 

615. Sammnaattende ioflclusies. 

' 021. Iflvloed van stijfheidsveraflderiflg van rib 1. 
Uit de vergelijking van I1 met 111, V met V I  en VI1 met 

VIII, w l k e  gevallen onderling slechts versehillen in stijf- 
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Terkening N . L . L .  Fig. 10. Dwarskracht per lenge-eenheid der bekleeding(1) bij helasting a. 

heid van rib 1, hlijla, dat  d~ stijfheid van rib 1 e m  helang- 
rijken invloed kan hebhen op M, ps en 1 in het gehied ' 
00 < x < 140. Deze invloed is het minst sterk op, M en het 
sterkst op 1. Het blijkt, da t  de stijfheid van deze rib meer 
invloed heeft naarmate rib 2 stijver en de continue ribben 
slapper zijn. , 

622. Inuloed van slijfheidmerandering van ,rib 2.' 
Uit de vergelijking van 11-met V en I l l  met IV, welke 

gevsllen onderling slechts verschillen in stijfheid van rib 
2, blijkt, dat  de stijfheid van rib 2 een ondergeschikten in- 
vloed heeft op M, weinig invloed heeft op D, en van veel 

beteekenis kan zijn voor t .  Deze invloed Iijkt belangrijker 
te zijn, naarmate rib 1 minder stijf is. 

Dit geldt voor wat betreft D, en t voor het gchied 
binnen rib 2. Bniten rib 2 heeft de stijfheids-verandering 
van rib 2 grooten invloed op de dwarskrachtenverdeeling, 
doch hier zijn de spinningen lager ditn in fret .deel hinnen 
rib 2 ,  soodat in den regel met een minder nauwkeurige 
kennis van de spanning genoegen kan warden genomen. 

- 

~:, 1;;Orndat de krachten in de omgeving van rib 3 zeer klein 

.' 623. Inuloed van stijfheidsaerandTing oan rib 3 ,  
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Fig. 11. Buigende momenten 

zijn geworden, is de invloed van de stijfheid van rib 3 
eveneens van geringe beteekenis. 

624. Inuloed van stijfheidmerandering van' de continu 

Omdat in de vergelijking tusschen VI en VI11 M e n  D, 
vrijwel niets en 1 zeer weinig verschillen, mag om dezelfde 
redenen a l i  onder punt 014 uiteengezet zijn, geconcludeerd 
worden, dat de stijfheid van de continue ribben niet be- 
langrijk.is, mits de ribben l en 2 een groote stijfheid be- 
zitten. Over den invloed van een verandering van de stijf- 
heid der continue ribben bij minder ptijve ribben 1 en 2 
zijn geen berekeningen uitgevoerd. Echter moet op grond 
van de vergelijking met I, waar de continue ribhen oneindig 
stijf zijn en de geconcentrcerde ribben elke willekeurige 
stijfheid kunnen hebben, verwacht worden, dat de betecke- 
nis van de stijfheid der continue ribben voor M, Ds en, t 
toeneemt naarmate de ribben 1 en 2 dapper zijn. 

verdeelde ribban. 

i 

625. Samenvatlende ;onclm'es. 
Op eenigen afstand buiten het aangrijpingspnnt van de 

belasting (x > 180) zijn M, D. en 1 klein, zoodat zii in den 
regel verwaarloosbaar zijn. 

De verschillen tusschen M, D, en 1 bij I en bij vleugels 
met vervormbare ribben zijn kleiner naarmate rib 1 en 2 
en de continu verdeelde ribben stijver zijn. Indien de rib- 
ben l . e n  2 ongeveer dubbel zoo stijf zijn als de bekleeding 
blijven deze verschillen in M (x = 0); D, en 1 resp. kleiner 
dan 20, 5 en 10 yo. Veelal zal men dus, mits de ribben 1 en 2 

. . .... .~ ... .. ... . . . . 

. , .  .. . . . .  

1 Cm 

, bij belasting b. Twkening N.L.L 

zeer stijf zijn,'in de berekeningoneindigstijveribben mogen 
veronderstellen. Voor het geval, dat de ribben 1 en 2 min- 
der stijf zijn, is een berekening, waarbij de ribvervorming 
wordt verwaarloosd, of een berekening volgens de elemen- 
taire torsietheorie voldoende betrouwbaar, wanneer de 
torsiebelasting in vergelijking tot  andere belastingen gering 
is of indien de minder nauwkeurige berekening een veilige 
benadering geeft. 

7. Stijfheidseischen vwr de ribben. 

Indien men de vleugelconstructie zoodanig wil uitvoeren, 
dat de verwaarloozing van de ribvervormingen geen be- 
langrijke onnauwkeurigheid in de berekende krachtsver- 
deeling tengevolge heeft, moet men sommige ribben groote 
afschuifstijfheid geven. 

71. I n  het bijzonder zijn nit dit oogpunt de ribben van 
belang, die zich bevinden op plaatsen, waar groote torsie- 
momenten worden ingeleid, zooals bij de rompbeslagen van 
den vleugel en bij bevestigingspunteli van onderstellen en 
motorbokken of ter plaatse van knikken in de zz-projectie 
van de liggers. Naarmate dew ribben stijver worden ge- 
maakt, zijn de afwijkingen tusSchen de herekende krachts- 
verdeelingen bij verwaarloozing van de ribvervormingen 
en bij in rekening brengen van deze vervormingen kleiner. 
In  den regel is de graad van nauwkeurigheid der bereke- 
ning, waarbij oneindig stijve ribben worden verondersteld, 
voldoende (zie punt 015 en G25), indien de gezamen!ijke 
stijfheid 2 (Cd) ,  der ribben in de nsaste nmgeving van een 
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discontinuiteit in torsicmomcnt in hct punt i voldoct ann 
de voorwaarde 

. I  " "  " "  
Hierbij wordt D t  gelijk genomen 'aan die' xbaarde van 

Do in de punten xi- en a!;+;welke in absoluten zin de 
gruotste is. 

72. In  punten, ur;Lar de  stijflieid der beklecding discon- 
tinu wrloopt en m a r  geen torsiemoment aangrijpt, soliijnt 
het niet steeds noodig te zijn voor groote ribstijflieid zorg t e  
drxgen. Het verdient evenwel banbcvcling de ribben op 
dergclijke plaatsen zoo stijf te,maken, dat voldaan wordt aan 
de voorwaardc: 

2(Gd),>;l F' 4 , ' f I - (  ,1 4 . .'(1G) 
I - 
G,d, i+ Gad, "q,. i- 

73. S i j  vleugcls met .diagonaaltriplex-bekleeding kun- 
hen, jndien 'bovengenoemdc voorwaayden in acht. genoTen 
zijn, de overigc ribben bij'de gebruik&jke constiuctiekijzc 
.in normaaltriplex worden pitgevoerd. 

8 .  Samenvatting. 
' ' Over een llouten vleugel van.de.in fig. 4 aangegever1:con- 
structie zijn bcrckeningen nitgevocrd met hct doel o m  na 

* 

te.gaan van welkcn invloed;de ribvervormingen zijn op de 
kractttsvcrdeeling bij' tbrsiebelasting. Daartoe zijn mast 
clkaar eenige, ribuitvoeringen ondcrzocht, namclijk. ecn 
vleugel {I) met ,oneindig stijve ribben en ,worts ,  aevcn 
vleugels (I1 tot  VIII) met uiteenloopende stijfheid, der con-' 
tinu verdeelde ribbcn en der geconcentreerde ribbcn, die op 
plaatsen voorkomen, waar ex- discontinuiteiten zijn in be- 
kleedingsdikte of in torsiemomcnt. Een overziclit van de 
stijfhcid dezcr ribbcn c i  van bun constrnitic gevcn de 
tatiellen 1 en 2. . 

De bFrckcningswijze wordt in dit rappoit niet uitvocrig 
'tocgelicht, onidat zij inniiddels vervangenk door ccn,andere 
van meer ,algemeene strekking, wanrbij de vleugel zonder 
continu verdeelde en uitsluitend .met geconcentreerde 
ribben gedacht is(lit. 5). De resultaten der berekeningcn zijn 
gegeven : 

a) voor ccn continu verdcclde .torsiebclasting volgens 
fig. Fa in fig. 8 en 10 en &bel 4; 

b) vom 'ecn :geconientre&d ,aangrijpend torsiemoment 

Het blijkt, dat  de stijftieid der ribben bij,de in.bonte6n- 
structie gebruikdlijke uitvoer'ingen van :geen ,bilang is 
voor de spanningen. in .die eonstructiedeclen, die op meer 
'dan 2 a 3b afstand.liggen van ccn plaats, n'aar een'aanzien- 
:lijke .discontinui'teit 'in bet belastende torsiemomect op- 
'trecdt (geval'a%ij rib.1; gevalb bij rib' 1 .en'2). De ribver- 

_vormingen zullen domgaans kerwaarloosd kumen worden 

. .  , volgens'fig. Gb iri'fig.11 tot 13'entahel5. 
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(fouten omtreeks 10 yo), indien de stijfheid van de rib ter 
piaatse van of 'nabij een discontinuiteit in het tonie- 
moment voldoet aan het door (15) geformuleerde criterium. 
In dat geval kan de berekening worden uitgevoerd met de 
veronderstelling, dat  de ribben volknmen stijf aijn. Inpun- 
ten, waar de stiifheid der bekleedine discontinu'verlnoot 

i 
t, ,  to ,  ti =awirskracht per .lengte:eenbeid resp. in de 

bovenbekleeding, de onderbekleeding en in de 
lijfplaat van r ib  i; 

= scliuifspanning in de continu verdeelde ribben; 

= volgnummer van de geeoncentreerdd ribben; 

. 
tr 

~ ~~~ ~. 
en waar geen iorsiemoment sangrijpt, schijnt het niet B, . ., - _  - 
steeds noodig t e  zijn voor groote ribstijfheid zorg te  dragen 
'om te bereiken, dat de ribvervormingen in de berekening 
verwanrloosd mogen worden. Het verdient echter aan- 
beveling de ribben op dergelijke plaatsen w o  stijf t e  maken, 
dat voldaan wordt aan het door (16) geformuleerde cri- 
terium. 

CI 

EX,. , - - 
(1 + h , ' Y '  

il 9. Notaties. 

0 .  als index ( )O, duidt op de krachtsverdeeling bij 
afwezigheid van de bekleeding(fig. 1); 

1 als index,'duidt op den voorligger; 
2 als index, duidt>p den achterligger; . 
b,db,d,,d,h,hh,, l~,;x,zzijng~efinieerdinfig.l;  
d ,  
d ,  

e alsindex( ),,, dnidtopde doorsnedex = 0; 

' 

= wanddikte van rib i; 
= wanddikte van de continu verdeelde ribben per 

lengte-eenheid van den vleugel; 

S*l = G,d,h,; 
B,, C,, S,,, S,, als vorige, doch 1 en 2 cyciiscb venvisseld; 
D = dwarskracht in de liggers [fig. 1); 

0,. = dwarskracht in den wand van de liggers, resp. 
van rib i (fig. 2); 

0 8 ,  = dwarskracht in den wand van de eontinu ver- 
deelde ribben per lengte-eenheid van den vleu- 
gel; . .  

! 

E 
G, Gi, G, = glijdingsmodulus van het wandmateriaal resp. 

van.liggers, geconcentreerde en continu ver- 
deelde ribhen; 

= elasticiteitsmodulus van het liggermateriaal; 
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TABEL 4. 
&arskrachlen in'de rihhen, belasting a: 'continue ribben.per oppervlakle-eenheid tJ10-2 kg/cmP); peconcenlreerde ribben per 

lengte-eenheid t i  (kggjcm). 

I 

4 3 5  4 , 5 G  

-],GO '-1,62 I 
4 , 9 5  I 4 , 9 7  

x cm ' /-- 
. I  

4 3 6  -0,W' -0,51 
4 , 9 7  * 4 , 9 5  4 , 9 9  
-1,59 -1,GO -1,57 

60+ a r, 68 
100 1,26 
140- . , 0,96 

140 (tn) 1 -1,14 

GO+ , . I  0,418 
100 I 4 , 0 6 4 -  

4 , 4 1 8  140- i 

. .  
140+ 0,66 

0,25 
' 260- 0,05 

. 260 ( t8)  4 , 3 8  

' 260+ I 4 3 0  

., 420 -1,50 , 

I .  - 

. .  310 4 , 9 0  

I :  
0,765 ' 0,315 5,350 0,862 0,141 1,14 0,406 
0,0.55 0,308 . 0,094 ' 0,374 0,566 ' ' 0,230 0,086 

. 4 , 4 8 6  ' 4 , 5 6 7  4 , 2 3 8  4 , 0 8 7  1 4 , 1 1 1  . 4 , 3 0 8  4 , 3 1 0  

Vleugel 

I1 I 111 I IV I V I VI 

2,25 ' 3,5G 1 2,28 1 4,13 

4,30 I 1,79 1,70 4,23 0,69 

0,2G 0,02 0,09 1 -0,03 
1,08 2,14 I 0,60 

I '  I 
> I  I 

I 
1 

I 
I 

0,26 ' 0,os 0,02 0,09 
0,Ol j 0,oo' 1 4 , O l  

4 , 6 5  4 , 5 G  4 , 5 6  I I 4 , 6 7  4 , 5 1  
I 1 I '  I I 

I I I I '  
I ,I 

2,84 

5,48 
1,77 

4 , 1 8  

4 , 3 5  

4 , 1 8  
0,14 

4 8 5  

4 , 1 5  

4 , 6 5  
-0,89 
-1,5G 

VI11 

3,91 I 

1,9G 
1,09 

4 , 2 0  

4 , 2 0  
4 , l l  
4 , 2 5  

4 , O G  

, 
4 , 2 <  
-1,28 
-1,29 

TABEL 5 .  1 

L = hah als index, duidt op het ,punt juist binnen x l ;  
alsjndex, duidt op het punt jnist buiten Xi; 

.e vleugelbreedte; ' I -  

= bnigend moment in de liggers (fig. 1); i+ M 

, 

. .  . 



I' 

,c 

2. 

'3. 

. "  

s 13 

v. n. NEUT, A. De invloed van het ribverband en de be- 
kleeding ap de sterkte van vliegtuigvleugels. 11. 
R.S.L.-rapport S. 67, Verslagen en Verhandelingen R.S.L., 
Deel VII, hlz. 5 6 6 5 .  (1934). 

KOXINC, C.en V. n. NEUT, A , D e  invlaedvanhetribverbaud 
en de hekleeding op de sterkte van vliegtuigvleugels. 111. 
R.S.L.-rapport S. 68, Verslagen en Verhandelingen R.S.L., 
Deel VII, hlz. 87-97. (1934). 

4. 

5 .  

v. n. NEUT, A. D e  invloed van bet ribverband en de he- 
kleeding op de sterkte van viiegtuigvleugels. IV. 
R.S.L.-rapport S. 70. Verslagen en Verhandelingen R.S.L., 
Deel VII ,  blz. 99-120. (1934). 
v. n. NEUT, A. De spanningsverdeeling in vleogels met twee 
niet-evenwijdige liggers verbonden door olastisch yeworm- 
bare ribben en bekleeding. 
N.L.L.-rapport S. 251, Verslagen enverbanddingen X.L.L., 
deel XII, hlz. S 15-32 (1943). 

Afgesloten April 1940. 

Report S. 278. 
The 'effect of elastic rlh shear  on stresses In two-spar- 

wings wlth stressed skin. 

Bericht S. 278. 

Der Einfluss von Schubveiformung de r  Rippen auf die 
Spannungsverteilung in bcplankten Zwelholmenflugeln. 

Summary. 

of the structure indicated in fig. 4 in order to  study the effect 
-of rib distortions on Stresses induced by torque. Several types 
of ribs are investigated: the ribs of wing I are completely rigid; 
the ribs of wing I1 to VI11 have different rigidities, the can- 
tinuous ribs as well as the ,,local" ribs, that are located a t  
discontinuities in thickness of skin or in torsional moment. A 
survey of the assumed stiffness and thickness of the ribs is 
given in tables 1 and 2. 

The method how to deal with this wing system has not been 
explained in detail in this report, this method being replaced 
meanwhile by another of more general application for wings 
without continuous ribs but merely with local ribs (ref. 5). The 
numerical results me given for: 
e) a continuous torque load by fig. Ga in the figs. 8 to 10 and 

The stress analysis h a  heen carried out for a wooden wing ' 

' 

. , 
table 4: 

b) n concentrated torque load by fig. Ob in the figs. 11 to 13 
and table 5: *. 

The stiffness of ribs of the design.usue.1 for wooden strut- 
tures proves to  he of no importance Cor the stresses in those 
parts of the structures situated a t  2 to 3b or more distance from 
places where considerable discontinuities of torsional moment 
occur (ease a a t  rib 1, case b a t  rib 1 and 2). As a rule the 
rib shear will he negligible (errors about 10 %),if the stiffness of 
the rib a t  or near the discontinuity of torsional moment 
satisfies the criterion (15). In that ease the wing ~ a y  be analysed 
on the assumption of completely ricid ribs. In  those points, 
where the skin stiffness changes discontinu and no change in 
torsional moment occurs, it appears to he not always neces- 
sary to  have a large rib stiffness in order to allow for the neglect 
of rib shear. However it is advisable to design ribs a t  those 
places so, that the criterion (16) is satisfied: 

As far as the meaning of the notations used is not apparent 
from the figures, the formulas, convention 01 the list of 
notations in nr. 9 they are explained here: 

. 

O0 
( ) o  

d, = wch thiclrness of rib i; 
dr = web thickness of the continuous ribs per unit of length 

ti = shear load per unit of length in the web of rib i; 
= shear strcss in the continuous ribs; 

refers to the point x = 0 ;  
refers to the stress distribution for the wing without 
skin; 

' of 02; 

t r  
X 

Zusammenfassung. 
Fiir einen halzernen Fliigel der in Ahh. 4 dargestellten 

Zusammensetzung sind Berschnungen durchgefiihrt worden 
zur Feststeliung des Einflusaes der Rippenverformungen auf 
die Spannungsverteiliiiig unter Verdrehbelastung. Einige 
Rippenausfiihrungen sind untersueht worden: die Rippen von 
Fliigel I sind starr; die Rippen der Fliigel I1 bis VI11 sind vel- 
sehieden steif, sowohl die stetig verteilten Rippen als aueh die 
diskreten Rippen, die in Unstetigkcitsstellen der Beplankungs- 
stiirke und des Verdrehmomcntes vorkommcn. Die Tafcln 1 
und 2 eeben cine Uebersiclrt der aneennmmenen Steifiekeiten 
und f&dstiirken. 

I " 

Die Berechminesweise ist in diesem Bericht nieht erisutert - 
worden, weil sie inzwiscben durch eine nnderc mit allgcmeine- 
rer Anwendbarkeit ersetzt wxden ist; dabei hat der Fliigel 
keine stetig verteilten Rippen sondernnur diskrete Rippen [ 5 ] .  
Die Berechnungsergehnisse sind gegehcn worden fiir: 
a) ,cine stetig verteiite Vcrdrehbelastung nsch Abb.' Oa in ' 

Ahb. 8 bis 10 und Tafel 4; 

b) ein konzentriertes Verdrehmoment nnch Abh. Gb in Abb. 

Es stellt sieh heraus, dasqdie Rippensteifigkeit hei den im 
Holzbau iihlichen Rippenkonstruktionen keinen merkliehen 
Einflusz hat auf die Spannmgen in Konstruktionsteilen auf 
2 bis 3b oder mehr Abstand ran der Stelle, wb eine hetracht; 
liche .Unstetigkeit des Verdrehmoments auftritt (Fall Q hei 
Rippe 1, Fnli b hei Rippen 1 und 2). Die Rippenverformungen 
Rind gewiihnlirh vcmnchliiasigbar (F'ehler etwa 10 V. €1.) 
wenn die Steifigkeit der Rippe in oder in de? Niihe von einer 
Unstetigkeitsstelle des Verdrehmoments der Bedingung (15) 
geniigt. In  diesem F'alle darf die Bereehnung die Rippen sls 
vollkommen stnrr voraussctzen. An den Stellen, TO die Jteifig- 
keit der Beplankung unstetig ist, TO aber das Verdrehmomcnt 
stetig ist, braueht man offenbar nicht immer eine steife Rippe 
zu hahen damit die Vernachlassigung der Rippenverformun- 
gen zulassig ist. Es ist abcr empfehlenswert die Rippen in 
solohen Stellen derart steif zu hemessen, dam die Bcdingung 
(1G) hefriedigt wird. 

Insoweit die Bedeutung der Formelzeichen nieht hcr- 
vorgeht aus den Abbildungen, den Formeln, dem Formel- 
verzeiehnis (Nr. 9) oder der Konvcntion entspricht, ist sie im 
folgenden gegeben worden: 

( )o 
( )o 

11 bis 13 und Tafel 5.  
' . 

bezieht sieh nuf den Punkt x = 0;  
bezieht sieh auf die Spanningsverteilung im Fliigel ahne 
Beplankung; . .  

= statically indeterminate quantity. di = Wnndstarke der Rippe i; 
d, = WandstQrke der stetig verteilten Rippen pro Lingen- 

ti = Querkraft im Rippensteg i pro Langeneinheit; 
t r  = Schubspannung in den stetig vcceiltcn Rippen; 
X = statisch unbestimmte Gr6sse. 

. .  
einheit vqn I; 
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K W a O  . 



1 , 

, 

. I 

I 

. 
. .  

I .  



, .  
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ribben en bekleeding 
door 

dr.' ir. A. VAN DER NEUT 
. ,  
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.Oi. Inleiding. 
In Zit. 1 tjm. 4') is een berekeningsmethode en een +e- 

.rimenteele verifieatie daarvan gegeven voor bet probleem 
van de spanningsverdeeling in houten vleugels met 2 even- 

.wijdige liggers, verbonden door continu verdeelde, in bun 
eigen vlak volkomen stijve ribben en vervormbare be- 
kleeding. 

Bij meer moderne vleugelconstructics, zobwel van hout 
als van metaal, kan zich bet geval voordoen, dat de af- 

\ 
') Verwijzingen nasr punt 13; Literatuuropgwve, worden met 

.,lit." aangeduid. 

schuifstijfheid van de bekleeding in verhouding tot  die 
van de ribben zoo groat is, dat de,vervormingen der ribben 
van beteekenis worden voor de spanningsverdeeling in den 
vleugel. Deze uitbreiding van het vraagstuk, waarbij de 
vervormbaarheid der ribben in'aanmerking is genomen, is 

'hehandeld in lit. 5.  Het ribsysteem is daar gedaclit als een 
continu ribverband tezamen met gcconcentreerde ribben 
op plaatsen, waar discontinuiteiten optreden in de torsie- 
belasting, in de bekleedingsdikte of de ribstijfheid. Tevens 
.werden enkele schematiseeringen van ondergeschikt be- 
'lang ingevoerd, die hct mogelijk maakten allc onbekenden 
in ken enkele functie X ( x )  uit t e  drukken, de differentiaal- 
vergelijking met de randvoorwaarde de?er functie af t e  
leiden en een directe oplossingsmethode aan t e  geven. 

h d i t  rapport wordt het onderzock uitgebreid tot  vleu- 
gels. met niet-evenwijdide liggers, waarbij bovcndien de 
torsieeentra der liggers buiten de liggervlakken liggen. Daar- 
bij worden dezelfde veronderstellingen ingevoerd en wordt 
in weze? dezelfde afleidingsmethode gevolgd als in Zit. 5 
hebben gedicnd. Er wordt echter een belangrijke verande- 
ring in de wijze van schematiseering van de vleugelcon- 
strnctie gebracht, die niet moet worden'opgevat als een 
gevolg van de omstandigheid, dat de liggers niet meer 
evenwijdig ann elkaar zijn, doch die voortvloeit uit de in 
lit. 5 gevonden resultaten. 

In  Zit. 5 worden nanielijk de resultaten medegedeeld 
over berekeningen betreffende een aantal constructies, 
waarbij de ribstijfheden onderling vcrschildcn. Hieruit 

' blijkt, dat het voornamelijk de ribben in bet midden- 
gedeelte van den vleugel zijn, die groote krachten door- 
leiden en welker aanwezigheid,mitsdien van beteekenis is. 
Daar zich hier bovendien gewoonlijk stijvere ribben bevin- 
den, zooals de rompwand, de afscheidingen van tank. 
ruimen en de motorbok- of onderstelribben, concentreert 
zich de krachtsdoorlciding voornamelijk in deze stijvere 
ribben. Ook hebben in dit deel van den vleugel de regel- 
matig verdeelde ribben veelal een sterk verminderde stijf. 
heid in verband met de ruimte, welke voor brandstoftanks 
of intrekbaar onderstel bescliikbaar moet Fijn. 

Deze overwegingen doen de gedachtc opkomen, dat wel- 
Iicbt ecn bruikbare schematiseering, verkregen wordt, in- 
dien inplaats van het systeem van continu verdeelde en 
geconcentreerde ribben een ander systeem wordt gesteld 
dat sleclrts uit geconcentreerde ribben bestaat. In  principe 
benadert dit  systeem de aerkelijklreid m e a  dan het vorige, 
daar het ribsysteem immers in werkelijkhcid geen couti- 

I .  , . .  
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nuum is. Een berekeningsmethode echter, die met zooveel 
geconcentreerde ribben rekening zou houden als er in 
welkelijkheid voorkomen, schiet wegens het groote aantal 
ribben haar doel voorbij. Indien zij practisch bruikbaar wil, 
zijn, moet zij het weikelijke ribsysteem schematiseeren to t  
een systeem met een hepeikt aantal iibben. Een dergelijk 
stelsel van ribben iS in het volgende' verondersteld. 

Punt 02 bespreekt de eigenschappen van bet veronder- 
stelde systeem van liggers, ribben en bekleeding; punt 03 
to t  07 geven vervolgens de afleiding van de recursieverge- 
lijkingcn, w k u i t  de statisch onbepaalde groothcden nume- 
riek kunnen worden opgelost; de wijze van oplossing geeft 
punt  10. In  punt 08 wolden zooveel mogelijk vereenvoudi- 
gingen van voldoende nauwkeurigheid gegeven. voor de 
over het algemeen gecompliceerde uitdrukkingen voor de 
coefficiEnten der recursievergclijkingen. Voor enkele veel 
voorkomende bijzondere gevallen van vleugelsamenstelling 
worden de vergelijkingen in punt OS'gcgeven, die uiteraard 
van eenvoudiger gedaante zijn dan de meer algemeene 
vergelijkingen volgens punt 07; daarbij worden hesproken, 

lo. de vleugel, waarvan de ribben zoo stijf zijn, dat hun 
vervormingen verwaarloosbaar zijn; 

2O. de vleugel, waarvan de' liggerwanden aoodanig ge- 
vormd zij?, dat d e  torsieccntrd der liggers in de 
liggervlakken vallen; 

8O. de vleugel met evenwijdige liggers: 
Ten'behoeve van de numerieke toepassing zijn in de bij- 

lage beuadcringsformules gegeven VOOI de integralen, die 
in de diverse mEffici8nten der vergelijkjngen voorkomen. 

Teekming N.L.L. 
Wig, 2. Constructie van den pschemstiseerden liggerwand. 

kan yerondersteld worden, dat de vleugelvlakken van beide 
liggers samenvallen a). 

Tusschen 2 opeenvolgende ribben zijn de zwaartelijneu 
der gordingdoorsneden recht; daar zij in. het algemeen niet 
evenwijdig ann het vleugelvlak verloopen, hehben de nor- 
maalkrachten in beide gordingen van een ligger samen een 
eomponente D, in y-richting; die een.dee1 vertegenwoordigt 
van de door den ligger op t e  nenien dwarskracht. Het  res- 
teerende deel Ds van de dwarskracbt belast de liggerwanden 
op afsebuiving; het giijpt aan in liet torsiecentrum. 

Als de liggerwand met het liggervlak samenvalt, 'ligt 
het  torsiecentrum in liet liggervlak. Echter aord t  veelal 
de dwarskracht ten deele door den liggerwand en ten deele 
door een hulpligger in samenwerking met de vleugelbe- 
kleeding opgenomen; bet toriiecentrum valt dan buiten 
het liggervlak; zijn Iigging kan volgens de in lit. 6 ontwik- 
kelde methode worden berekend. In fig. 1 is zulk een geval 
weergegeven, waarbij de dwarskracbt van den voor- 
ligger wardt opgenomen door het samenstel van liggemand 
I_ 

'mkming N.L .L .  en neusbekleedkg en waarbij de achterliggerwmd samen- 
werkt met een hulpligger en de bekleeding acbter den' 
achteriigger. Inplaats van de onderdeelen, die bij den wer- 
kelijken samengestelden ligger de dwarskracht opnemen, 
kan nu een enkcle wand u.orden ingevoerd (fig. 2), die bet 

Fig. 1. Vleugeldoorsnede. 

, 02. Het schema v m  den vleugel. 
De beschouwde vleugelconstructie heeft 2 liggers, per 

vleugelhelft n ribben, terwijl zich tusschen de liggers een 
plaatbekleeding bevindt, die met deze .Jiggers en de ribben 
is verbonden. 

, .  

02.1. De Ziggbs. 
De plaats van de,liggers in het systeem wordt uiteraard 

bepb ld  door de werklijnen der krachten, die zij opnemen. 
Deze krachten bestaan uit dwarskrachten in de ligger- 
ivanden en buigende momenten, die door de liggergordin- 

, , gen als norm?alkrachten. op de gordingdoorsnede worden 
opgenomen. 

De normaalkrachten grijpen aan in het zwaartepunt 
v jn  de liggergording; het vlak door de zwaartepunten van 
boven- en ondergording u.ordt in het  vervolg ,,liggenhk" 
genoemd en de afstand van de zwaartepunten onderling 
,,liggerhoogte" (h,, h2j. Ieder liggerdak is tusschen 2 
opeenvolgende rihbcn een plat vlak. Ter plaatse van 
een rib kan het liggervlak geknikt zijn om de snijlijn met 
het ribvlak., De zwaartepunten van de  liggerdoorsneden 
liggen natuurlijk in het liggervlak; het vlak door deze 
zwanrtepunten loodrecht op het liggervlak is een plat vlak 
dat in het volgende bet ,,vleugelvlak" wordt genoemd. De 
snijlijn van liet vleugelvlak met het symmetrievlak van 
bet vliegtuig is z-as; de asrichting in hetvleugelvlak, lood- 
recht op de z-as, is I-as; de asrichting loodrecht op het vleu: 
gelvlak is y- as.^ Van hcide liggers zijn de vleugelvlakken 
evenwijdig aan elkaar, zoodat de doorsnijdingen van de 
liggervlakken met elk yz-vlak evenwijdige lijncn zijn. 
Zonder dat daarmee eenige beperking wordt ingevoerd, 

torsiecentrum verbindt met de zwaartepunten der gordin- 
gen; deze moet een hepaalde dikte hehben on! de gezamen- 
lijke stijfbeid van de wanden te representeeren. Deze dikte 
zal echter in het vervolg'niet ais wanddikte worden in- 
gevoerd; als zoodanig wordt de dikte ( d ,  of dJ ingevoerd, 
die &en in het liggervlak gelegen wand zou moeten bezitten 
om gelijke afschuifstijfheid t e  bieden als de gezamenlijke 
wanden van den ligger. 

Het  torsiecentrum kan discontinu van plaats verande- 
ren door verandering van de onderlinge verhouding der 
wanddikten of door plotselinge besindiging van de hulp- 
liggerconstructie, zooals in de nabijheid van motorgondels. 
In  het veronderstelde vleugelschema is deze mogelijkheid 
opengelaten; in dergelijke pnntcn is een rib gedacht (fig. 3). 

Zooals uit het voorgaande reeds blijkt, hebben de liggers 
een cindige, stijfheid tegenover afschuiving en tegenover 
bu ig iq  in lrun vlak; voorts zijn zij volkomen slap gedacht 
tegenover momenten, wclkcr vector in het liggervlak ligt. 
In  werkelijkheid hebben samengeste!de ligkers van het in 
fig. 1 bedoelde type ?en niet geheel verwaarloosbafe torsie- 
stijfbeid. De invoering van deze stijfheid als afionderlijke 

8) AIS, hetgeen doorgaans het geval is ,bij een werkelijken 
vleugel, het vlak door de zwaartepunten van beide liggers 
(vleugelvlak) knikken vertao?t, kan de werkelijke vleugel ver- 
vangen gedacht warden door een vleugel, die a m  het schema 
beantwoordt' en die mechanisch gelijkwsardig is met den 
werkelijken vleugel. Daartae is sleehts noodig, dat Ban de wer- 
kelijke uitwendige vleugelbelasting in de knikpunten beponlde 
belastingen. worden toegovoegd. Op do berekening van deze , 
in te voeren uitwendige belastingen wordt hier niet nader 
ingegnan. 

i 
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Fig. 8. Geschematiseerde vleugel. 

grootheid beteekent ecbter ccn dusdanige compli&tie van 
de berekening, dut zij hier wordt vermeden. Zoolang de 
torsiestijfheid van de liggers klein is in.vergelijking met die 
van de buis gevormd door liggerwanden en bekleeding, 
brengt men haar invloed voldoende nauwkeurig in rekening 
door de torsiestijfheid van de buis te  verhoogen met die 
van de liggers. Wanneer de torsiestijfheid der liggers groot 
is in verhouding tot  die van de buis tusschen de liggers, 
kan men te  werk gaan volgens de in lit. 7 ontwikkelde 
methode., ' 

02.2. De ribb&. 
De iibhen liggen in vlakken cvenwijdig aan het yz-vlak; 

zij zijn volwandig tusschen de bekleeding van boven- en 
onderzijde van den vleugel. In  het gedeelte tussehen de 
liggervlakken hebben zij een eindige afschuifstijfheid, uit- 
gedrnkt door de d i k e  d. Deze afschuifstijfheid,represen- 
teert - en moet dns gelijk zijn aan - de gezamenlijke 
stijfbeid van de groep werkelijke ribben, die de rib van het 
schema vervangt. De plaats van de ribben is blijkens het 
voorgaande gefixeerd door het optreden van knikken in de 
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Fig. 4. Schema ,der vleugeldoorsncde met er op aangrijpende uitwendige kraehten (D,O, Doo, Mo)  en daarmee gelijkwaardigc 
elastische krachten [D*, U,, 1, M). 

I 
~ . I  

liggeNlakke@ of van discontinuIteiten in de ligging van 

.punt 1 gegeven beschonwingen over de plaatsen der voor- De bekleeding is &an de liggers en de ribben bevestigd in 
naamste krachtsdoorleiding hiervoor van belang. Men zal de snijlijn van het vlak der bekleeding met de ligger- en 
in di t  opzicht goed 'doen rihben t e  veronderstellen op die rihvlakken; zij wordt ' behalve door de .ribbe? ook nog 
plaatsen, waar de werkelijke vleugel stijve .ribben heeft ondersteund door een in fig. 3 niet weergegeven continn 
(rompwaod, wanden van tankmimen, motorbok- of onder: systeem van ,,lijsten". Deze lijsten zijn gelegen in vlakken 
stelribben, diasgrihben van roersteunen), op plaatsen waar evcnwijdig aan de rihvlakken; zij zijn scharnierend met de 
de dikte der bekleeding discontinu verandert en ter plaatse liggers verbonden. Bij den werkelijken vleugel treden de 
van geconcentreerde belastingen. ' 

lijsten op in den vorm van de. ribben en spanten, die in bet 
In  het gedeelte tusschen het liggervlak en den bijbelioo- algemeen in grooten getale aanwezig zijn teF.verzekering 

renden geschematiseerden liggerwand loopt de rib door; van den juisten profielvorm. 
zij is echter in d i t  deel volkomen.afschuifstijf gedacht. De De bekleeding mist eigeri buigihgs- of torsiestijfheid; zij 
verbinding van ligger en rib heeft plaats op de doorsnijding ' heeft een eindigeafschuifstijfbeid en is volkomen slap tegen- 
van het ribvlak en den gesehematiseerden ligperwand. De over normaalspanningen op het yz-vlak. De lijsten zijn 
afmetingen van rib i worden betrokken op de doorsnijding volkomen stijf tegenover in hun vlak weikende krachten. 
van het ribvlak i met de liggerwanden juist buiten het In het veronderstelde vleugelschema zijn de ingevoerde 
punt ITy (fig. 3 en' 7). lijsten n o d $  om kraehten uit de bekleeding op te nemen, 

De rihben zijn volkomen stijf tegenover momenten, die bet gevolg zijn van het verschil in vorm tusschen de 
waarvan de vector loodrecht op het ribvlak staat;  zij doorsneoen der bekleeding ter plaatse x en z + dz, en die 
zijn volkomen slap tegenover momenten, welker vector in de bekleeding zelf nict kan verwerken in verband met het 
het ribvlak ligt. . 'gelijk a8n nul zijn van bepaalde stijfheden. , 

02.3. De bekleeding. 
het torsiecentrum' van de liggers. Voorts zijn. de onder * , 

, 
, .  



03. De evenwichtsvoorwaarden 8). 

03.1. De uitwendige en inwendige belastingen. 
De uitwendige bclasting hestaat uit continu verdeclde 

krachten p en geconcentreerde krachten P loodrecht op 
het vlengelvlak, die door de ribben, en de lijsten naar de 
torsiecentra der liggers worden overgebracht, en uit  ge- 
concentreerde momenten in het yz-vlak W,+ WE,  t.0.v. 
de torsiecentra van de liggers, die als paren van evenwijdig 
am de z-as geriehte krachten op rib i aangrijpen (fig. 8). 
De genoemde kraehten loodrecht op het vleugelvlak ver- 
tegenwoordigen lucht- en massakrschten. De  momenten 
' W, zijn afkomstig van massakrachten van motorgondels, 

onderstelbelastingen, scharnierreacties van rolroeren, enz. . 
Over de belastende kraehten, die in' het vleugelvlak 

herekening bij hct  heschouwde vleugelschema voor deze 
belastingen volgens een bekende methode plaats heeft 

De genoemde uitwendige helastingen kunnen worden 
gegevcn als dwarskrachten D,,Oen D,,o in de torsiecentra der 
liggers, als momenten M,O sec a, en M.0 sec a, in de ligger- 
vlakken en als met dcze momenten samenhangende dwars- 

en momenten worden gedefinieerd als inwendige belastin, 
gen van het hoofdsysteem van liggers en ribben, d s t  sta- ' tisch bepaal? is gemaakt door weglating van de bekleeding. 
Zii kunnen d r s  direct .uit evenwichtsvoorwaarden worden 

werken, wordt hier niet gesproken, omdat de spannings- , I 

'i ( I f f .  6). 
' 

i . ~ krachten Dg,Q en D,,Q in de liggervlakken. Dczc krachten ' 
4 L ___-_I ----'x 

Teehrning N.L.L. 

' . Fig. 13. n e t  verband tusschen M,,en Do,. 

I 
, i  gevonden. 

in de torsiecentra de dwarskrachten D,,, DSs; in de ligger- 

samenliangende dwarskiachten Do,, Do%; in de bekleeding 
van boven- en onderzijde .de dwarskrachten per lengte- 
eenheid t b ,  I, (zie.fig. 4). 

,De werkelijk optredende inwendige. belastingen zijn: D~~ = D,, a + D,, (a-ep) + D,, e,-2 (ob, ,-,o;,) + 

+ M ,  t g  a, - M, tg 'a, , (sa) 
en evenzqo voor het ivenwicht der momenten om de x-as 
door het torsie-centrum van den achterligger 

D(a-2,) D,, a + D g I ( a ~ J  + Dbs e, + 21 (0,s + OoJ- 

vlakken de momenten M, sec a,: M,.sec aa en de daarmee . ,  

- M I  t g  a, + Mz tg,%. (3b) , 
Het evenwicht van de momenten om de 2-86 voor een 

element van den voorligger (fig. 5)  levert 

I D,, + D,, - lh, + M,' = 0 (44 - 
en evenzoo volet voor het evenwicht van een element van 
den achterliggr , . 

' , DiIs + ,Dia + iha + Ma' = 0. (4b) 

Uit fig. 6 hlijkt, dat  de normaalkrachten in de voorligger- 

I 

h u t  D3:x , l # + g d x  . gordingcn, hehhen M ,  ' die uit het moment M, volgen, MI als x-componente. ' !  

- en als gezamenlijke y-coqonente  - hl', zoodat (ver- 
h, 4- 
gelijk fig. 5 )  

h '  

' h, 
D .= -fif I (53) 

, 
.1 

en evenzoo voor den achterligger - 
h '  

. 

D = - M L .  . 

De vergelijkingen (2), (3) en (4) zijn onderling afhankelijk: 

immers geeft de optelling; [(3a) + (3b) - (4a) + (4b)l als 

nog gehruik wordt gemnakt van de omstandigheid, dat  

2 (Obi +".O,,) + ah, = 2 (Ob% + OoE) + ah, = 2 0, 

idx 
x d x  

- ,  
(5b) 

I,* 0% Tedhming N.L.4. . .  
Fig. 5: Liggerelemmt van den vaorligger met'er op werkende . . 

kracbten. 
1 

03.2. De belastingen o m  liggers en bekkeeding. 
In figuur 4 zijn de krachten en momenten aangegdben, 

die in een willekeurige vleugeldoorsnede q weiken op het 
binnen x gelegeir gedeelte. 

de vergelijking 
D = -(M 1 + MJ'? 

Uit het evenwicht der krachten in z-richting'volgt 

(l) welke hetrekking ook uit (2) volgt. io = -lo = 1. 

Het evenwicbt der momenten om de Cas levert De overblijvende 6 onafhankelijke. vergelijkingen zijn 
niet voldoende om de 7 onhekenden D,,, D,*, M,, M., D,,,. 
D,, en t t e  hepalkn. Een dezer grootheden, of een anders 
gedefinieerde hulpgrootheid X, fungeert als statisch onbe- 

AIS devleugelhekleeding zou onthreken, zou 1 gelijk Ban nul 
zijn en zouden de evenwichtsvergelijkingem (2) t o t  ( 5 )  de 
onbekenden ondubbelzinnig bepalen, d.w.2. de dan Op- 

M = M ,  + M2,  

Uit hct evenwicht der momenten om de mas door het 
torsiecentrum van den voorligger volgt met hehulp van (1) paalde grootheid. ' ' 

s, Voar de heteekenis der gebruikte notsties wordt hier en 
vervolgens veraezen naar pant 12 ,,Sotaties". 

I 
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Fig. 7. Geschematiseerde rib. Teehening N.L.L. 
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TeekPning N.L.L. 
Fig. 8. Krachten werkende op een rib; de uitwendige belastingen P,, P,, W;, W,; de overige krachten worden door de 

vleugeleonstructie binnen en buiten de rib op deze laatste uitgeoefend. .. 

tredende krachten D*,o, D8.0, M,O, Mpo, Do,o, Dgl0 zijn - statisch hepaald: De werkelijk optredende inwendige be- 
lastingen kunnen nu in de vorige grnotheden worden nit- 
gedrukt door invoering van de statisch onhepaalde groot- 
heid.X volgens de definitie 

en MsQ is bepaald door (2 )  

M.0 = M- M,O. (7d) 

qierna kunnen de werkelijke inwendige krachten ge- 

, .  
geven worden in den vorm 

ab 
2 0  ( 8 4  t = - X ' +  X b X ,  b X ~ =  M ,  - MIo. (6) 

Daarna volgt uit  (2) tot  ( 5 )  . 
t = -  D ( a  z D ) + M  e l - t g a ,  D *l - - Da,O L a,bX'- bX 

h' 
;Ob ' -  ( ' h ,  

1 b' h,' 
[ b  ha 

Da2 = D,,O + a,bX' + bX - -- -ha h , (8C) 

M I  = M,O + b X ,  
M I  = M,O - bX.  

Met X = 0 volgen hieruit de belastingen van het sta- 
tisch bepaalde hoofdsysteem, 

D,,O = -M,O'+ M ' O I t ? l  h,' (7a) 

(7b) 
h '  

~ - - M  0' + M 0 d ; ' 
a h, 

M,O volgt nit de omstandigheid, da t  in het statisch be- 
paalde hoofdsysteem io = 0, 

De bnven- en onderzijde van de ribben zijn in het alge- 
meen slechts flauw gekromd. Ter vermijding van over- 
matige complicaties voor de berekening worden zij, voor 
zoover het de berekening van den vormveranderingsarbeid 
der ribben betreft, benaderd door 's  rechte lijnen op ZOO- 
danige wijze, dat  het oppervlak 0 gelijk blijft aan hkt wer- 
kelijk omsloten oppervlak van de vleugeldoorsnede (fig. 7). 
De invloed, die deze benadering op den vervormingsarbeid 
van de ribhen heeft, is zeker verwaarloosbaar, temeer om- 
dat een kleine verandering van de ribstijfheid slechts een 
Zeer kleine verandering in de spanningsverdeeling van den 
vleugel ten gevolge heeft. 

De ribgordingen vallen Samen met de genoemde 2 rechte 
lijnen. 

In  fig. 8 zijn de kraehten aangegeven, die op een rib 
aangrijpen. Daarbij is de rib opgevat als een constructie-ele- 

. n  , 
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. ,  Fig. 10. Krachten werkende op een liggerelement. 
\ '  btb'dx 

r -, 

ment dat de liggers onderbreekt, zoodat de dwarskrachten 
uit de liggerd ter weerszijden van de rib er op worden af- 
gezet. Krachten afkomstig van bet deel van den vleugel 
buiten rib i zijn van den index ,+ voorzien, de krachten 
van het deel binnen rib i hebben den index -; het verschil 
dezer krachten wordt met 'het symbool A aangeduid. 

Omdat de schuifspanningen in den ribwand to t  ver- 
vormingen aanleiding geven, moet de dwarskracht bere- 
kend worden, die door den ribwand wordt opgenomen. 
Indien ter plaatse z de dwarskracht en het moment D en W 
bedragen, is onder de ve=onderstelling, dat alleen de rib- 
gordingen aan de opneming van bet buigend moment deel- 
nemen, blijkcns fig, 8 de dwarskracht, waarmee de rib- 
wand belast is, 

I ' 

, .  

W dh . 
D * = I ) + - ' -  \ h dz' (9) 

De dwarskracht D,en het moment W worden, zooals uit 
fig. 7 en 8 blijkt, gegeven,door 

D = -(P t a,l+ - -Ds,- + AD d ) - At ( h  - h I ,  ) 

- W ,  +M, Atgct-e  -) - Ds,-Ae,] + 
W = (P, + DSl+ - Ds1- + AD,,) z - 

[ (  ' hi 

. .  
Ah,' 

, + 2At (ob$ + OA. 
Uit het momentenevenwicht van de rib om het torsie- 

centrum van den achterligger volgt 

PI + D.f - D,,- .+ AD,,  = . 
~ 

1 Ah,' 
a 
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nog krachten in yrichting uit op de liggers; zij gnjpen aan 
in de doorsn$de over de bekleeding volgens het xy-vlak; 
zij zijn in figuur 10 niet weergegeven; omdat zij voor het 
te  beschouwen momentenevenwici? om de e-as door het 
zwaartepunt van den ligger niet essentieel zijn. 
. De momentenvergelijking wordt voluit, gegeven; iedere iLo 
term is verantwoord in fig. 10. 

\ 

\ 

-D,,e, + ( D , ,  + Ds,’dx)(e, + el’dx-tga,dx)- 
--(Dol + Do,’ W t g  a, dz + M,tg a, - 

- (*11 + M,’ dx) tg a, + N ,  h,, dx - t tg a,hc,dx - 
- [t (kc l  - h,) + { 1 (ha;. -‘hl)} dxl tg a, dx - 

- 1  hc,’ dx tg aL dx 4- e,p, dx = 0. 

Hieruit volgt 
N ,  = 21 tg a, - 

1 ‘ e  
-<{(D,,s), - tga ,  ( D ~ , , ,  + ~, , - - th ,  + M , ’ ) }  - p  %L, -?; 

welke iitdrukking in verband met (4s) orergaat in 
1 e, 

hC1 . hot 
N, = 2 t tg a1 - - (D8, e,)’ - - p , .  (lza) 

Indien de bekleedjng met de lijstdn ontbreekt, is de 
spanningsverdeeling die van het statisch bepaalde hoofd- 
systeem, waarbij to = N o  = 0. 
Vergelijking (12a).levert dan 

-(D,,oe,)’-e,p, = 0. (12bj 

Hierna gaat (12a) oyer in 
I .  

N, = 2 t tg~ , - f [ (D , -D , ,~ )  e,]’. ( 1 3 ~ )  

Met behulp van symmetrie-overwegingen volgt uit (la) 
als voonvaarde voor bet momentenevenwicht van den 
achterligger ten opzichte van,de x-as door zijn zwaartepunt 

C L  

b 1 
N , = - 2 t t g a 2 - 2  [(D,,-DO,.a)el]’. (13b) K - h , ’  ’ h,‘ -ha%’ hc2‘ , zoodat h = 0 en - evenals - - 

b hi h, h,, has h,l ‘%, 
De veigelijkingen (13) substitueerend in (11) volgt h 

1 1 .  
- (fb*)’ + - [(D,,-D,io) ell‘- 
6 h C L  

1 ‘  

hca 
_ -  KD,P -Do.,‘) ell’ =, 0. (14) 

04. De differentiaalvergelijking d e r  statisch onbe- 

Met (8% b, c) gaat de evenwichtsvergelijking (14.) over in 

paalde grootheid. 

’ Deze homogene lineaire differentiaalvergelijking van de 
Zde ord: in X ge!dt voor het deel van den vleugel tusichen 
2 opeenvolgende ribbcn i en i + 1. Indien X bekend is ter 
plaatse van deze ribben,’is met (14) X in ieder punt tus- 
sehen xi en ondubbelzinnig bepaald. Daarmee is de 
aard van de statisch onbepaalde grootheid X nader om- 
schreven; zij is namelijk.niet als funetie van x statisch on- 
bepaald, zooals dat bij continu verdeelde ribben het geval 
is, doch daar (14) in wezen een evenwicbtsvergelijking is be- 
perkt zich de statische-onbepaaldheid .tot de functie- 
waarden van X in de punten xi. 

Per vleugelhelft zijn e r ’n  ribben. Bij de buitenste ribben 
is ‘het buigend moment in den, ligger gelijk aan het uit- 
wendig daarop uitgeoefende moment (M, = MIo), zoodat 
X ,  = 0. Bij ceu willekeurige niet bij voorbaat symmetri- 
sche of antimetrisehe bclasting zijn er dus 2 (n-1)waarden 
v h  . ,  Xi, die niet door evenwichtsvergelijkingen hepasld 

v . .  . .  

Te9hLnlng N.L.L 
’ Fig. 11. Notntie voor deribbeni = 1, 2,. . , . . n. 

zijn. De constructie is in het algemeen 2 (n-1)-voudig 
statisch onbepaald. 

Bij symmetrische en antimetrische belastingen zijn de 
statisch onbepaalden in een punt en zijn spiegelbeeld af- 
hankelijk, zoodat het aanhal statisch onhepaalden tot  n-1 
afneemt. . .  

De oplossing van (14) heeft, omdat de vergelijking in X 
lineair is, den vorm 

X i < X < Z < + l :  X = ‘ppi(x) Xi + #i(x) Xi+l ,  (15) 

waarin ‘p en # functies van x zijn, die in xi resp. de waarden 
1 en 0 en in x(+, de waarden 0 en 1 hebben. De bepaling 
van ‘p en # vereischt de oplossing van (14). De coSffici&nten 
van X en haar afgeleiden, die deze vergelijking bevat, zijn 
doorgaans verauderlijk met e, zoodat de oplossing van (14) 
in het algemeen bijzondere moeilijkheden baart. 

In  het bijzondere’geval, waarin de vlengeldoorsnede bij 
toenemende x gelijkvormig verandert, heeft de oplossing 
een eenvondige gedaante. In  dat geval geldt namelijk 

. 

’. 

” 
5;- een constante is; (14) gaat nu over in 
‘”0 e, ‘ X’ ’ 

---a ab i --,? e,  
2 0  ’h, ,  ‘ h C 8  -)] _= (F) = 0, (16) 

met als oplossing 

X i + l  X 

1 X r i d x  = Xi/ Hdx + Xi+, / ffdz ; 

xi x xi 
zoodat 

x i < x < x i + , :  X = ’pixi + *Ji+,,\ 

z 

, Deze oplossing kan als benaderingsoplossing voor het 
meer algemeene geval, waarin de vleugeldoorsnede niet 
gelijkvormig verandert, worden aangenomen. Daarbij 
wordt een verloop van X verondersteld, da t  in tigenspraak 
is met (14), dus eveneens met de evenwichtsvergelijking(11). 
Om het evenwicht der bekleeding te herstellen zijn er nu  
eontinu verdeelde krachten Z in z-richting per lengtb-em- 
heid van x nwdig, zoodanig dat (11) wordt vervangen door, 

1’6-N, + Nz + Z = 0. 
Hieruit volgt \I 

.. 
2 = z, + z, + z,, 

\ 
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waarin (zie 14) De hoogtk-afmetingen naderen in het algemeen-sneller tot  
nul dan de liggerafstand. Daarom is X zoo groot mogelijk 
als b' = 0. 

b' h z - - at e,bx' + e , * ~  (-- - 2 - h , ~ ) ] ' ,  . 
- h,, ' I  b hi I . '  

I' ,' .~ . .. 
6' h,' Bedenkt men nu verder d a t  a,, a2, ,r, - en 

CI hcs 
h b + . e h  e h "  

1 ab' 1- 2 0  ' ' + a a over een ribafstand nagenoeg constant 

zullen zijn, dan kan men ui t  de vorige formules de orde Z ,  = -- [F X"+ Ab'X]'. 
r,, . .  , b LO 
"I 

Een gelijke en tegengesteld gerichte kracht .is noodig op van grootte van 2 voor het geval b' = 0 berekenen. Het  

resultaat van de hier ter bekorting niet weergegeven be- 
, 

de bekleeding van de vleugelonderzijde. De krachten, van 

om de &as per lengte-eenheid van 5. Op'de geheele vlengel- 

wt 

boven- en onderzijde tezamen geven een moment - dW, rekening is 

doorsnede werkt dit moment niet. omdat de in Dunt 03.2 

e, + e, 1 ,. .dx 5.- - h ' - -  w, h a '  
besproken evenwichtsvoorwaarden ongerept blijven;. di t  
is alleen mogelijii, doordat op d e  liggers 2 gelijke en tegen- 
gesteld gerichte krachtkn Y in, y-richting aangrijpen, die 

per lengte-eenheid het moment, - - dWz opleveren. De 

ove; een ribafstand continu verdeelde krachten Y en Z 
worden met'elkaar in evenwicht gebracht door de ribben i 
en i+l, die dsarbij op afschuiving helast worden. 

De vraag in hoeverre de belastingen Y e n  Z verwaarloos- 
baar zijn kau. worden onderzocht door het moment W , ,  
dat in de bekleeding ten gevolge van Z optreedt, t e  verge- 
lijken met h,et moment W,, dat in iie bekleeding door de 
schuifkracht I wordt opgenomen. 

De kracht Z geeft in de bekleeding,,cen over z constante 
sehuifspanning. Het moment vafi Z :  om het torsiecentrum 

dx 

. .  

. -  z 
b 

van den voorligger is dus - 2 0 a,; het kan eveueens gelijk 

gesteld worden Ban 
dWS -- ~ Z,h,, + Gh, ,  + Z,h, . dx 

waarin h een gemiddelde hoogte van den vleugel tussche? 
de liggers is. 

Daar - h,, en h,, over een ribafstand evenredig aan elkaar 

kunnen,worden gesteld is h eveneens evenredig met -,em. 

De orde van grootte van W, is, omdat Z door de aan. 
grenzende ribben wordt opgeheven, 

W ,  5 / %, dx =, [ (ale; + '.,e,) bX' + [ 2.0  - e,h, L 

0 
b.' 0 '  

- b  

xi+, 

6 
X i  

W 
Naarmate de ribafstand 1 kleiner is, nadert? meer t o t  

nul. Bij een ribafstand gelijk aan den liggerafstand '- het- 
geen als normaal kan worden beschound - is, omdat 

e, + e,'wel niet grooter dan h is, 2 van de orde van 

grootte h', dat is ongeveer 5 %. Dit wll nog niet zeggen, da t  
de verwaarloozing van de krachten Z mok een fout in de 
statisch onbepaalde berekening teweeg brengt van dezelfde 
orde van grootte. 

De vervorming van de bekleeding, die het gevolg is van 
de krachten Z, is gemiddeld namelijk ongeveer gelijk aan 
nul. De krachten Z worden immers door de aan het veld 
grenzende ribben uit de bekleeding afgevoerd. De resul- 
teerendc dwarskrachteu in de bekleeding uit Z en de rib- 
reacties zullen dus binnen een veld van teeken wisselen en 
de gemiddelde waarde van deze dwarskracht zal een o d e  
van grootte kleiner zijn dan de uit W ,  volgende maxi- 
male waarde. Ditzelfde geldt voor den invloed der krachten 
Y op de liggervervorming. De krachten Y en Z zullen voor- 
na-melijk van belang zijn- voor de ribvervorming. Bij vol- 
komen stijve ribben is derhalve te  verwachten,. dat  de ver- 
onderstelling (16) tot  een uiterst kleine fout voert. Doch 
ook bij 'hinder stijve ribben mag worden-verwacht, dat  de :Q 
veronderstelling (10) een verwaarloosbaren ' invloed heeft 
op de bepaling der statisch onbepaalden Xi. De vervor- . 
mingsarbeid van de ribben is immers,slGhts van onder- 
geschikt belang in vergelijking niet de vervormingsarbeid 
der andere constructiedeelen. 

05. De vormveranderingsarbeid. ' ' 

Daar het de bedoeling is symmetrische en.&timetrische 
belastineen afzonderliik te  bebandelen. wordt in het vol- 

wt 

W 
w< I 

. 

i 

, 
gende get arbeidsveimogen per bleugelhelft beschouwd.' 

Het arbeidsvermogen in de liggers kan worden Samen- 

dc gordingen verbonden is, en het deel -48, dat met. de 
schuifspanningen in d6n liggerwand samenhangt. De nor- 

dx. ' I gesteld uit het deel A,, d a t  met de normaalspanningen in 

tezamen met de dwarskracht Do;  de schuifspanningen 

)' 
X ' t l  

rt1 h ab3 - -/ ($ x' +' xb8, 
xi / 

Substitutie van (16) in de integrant van het 2de lid en maalspanningen worden opgewekt door het moment M a 
daarop volgendi partieele integratie geeft 

+ (2 0-hb-e,h,--e,h,) 

xi 
Voorts is het moment van 1 ten opzichte van het torsie. 

centrum van den voorligger 

wordeu opgewep door de dwarskiacht .Ds. 

L L 

. (17b) 1 dx 
A,  = -/=- 2 S,, cos a, + Cora,' 

0 0 

Het arbeidsvermogen in de bekleeding is 

0 - W ,  = 2 a, 0 1 = a, (abX' + 2 OAbX). Het arbeidsvermogen in de ribwanden bedmagt 
In  bet geval van gelijkvormig veranderende vleugel- b 
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Het gezamenlijke arbeidsvermogen per vleugelhelft is 

Blijkens (17a) en (8d,' e) bevat de integrant van A, de 

.XI 
aA A = A, + A, + A, + AR.  

0 
fnnctie X; blijkens (17b) en (8b, c)  bevat de iiitegrant van 

(17c)en(Sa)deintegrantvan Ac A~isb l i j kens (17d) (10)  + f ( p V  + ' E ' P ' ) d x  
en (Ea, b, c) bepnald door Xi, d,X' en Xi'-. 

differentieerbare .functies in het gebied tnsschen 2 opeen- 
volgende ribben; X is negens de evenwichtsvoorwaarde 
(&lJi- = ( M J i +  continu ter plaatse xd, 'doch X' kan ter 

onderscheid te maken tnsschen X'- en X'+. 

.-(%, 'Po'),( + 8x1 I/($ 4 + & +") dx + 
xz 

A, de functies X en X'; dezelfde fnncties bepalen blijkens aJ a J  aA aA + 
De fnncties X en X' zijn blijkens punt 04 continue' en 

plaatse x i  discontinu zijn. In verband hiermee is bet noodig 

"I 
aA 

De nrbeid kan n u  worden geschreven als 
Xi+, 

n 
A =  1J J (z, X, X')  dx + ,Z A , ( X ,  X'-, AX'). (18) 

Hierin zijn xo = 0 en x,+, = L. Bij deze notatie zijn 
er in de punten x 5 0 en x = L geen ribben veronder- 
steld (fig. 11). AIS er in het midden en aan de vlengeltippen 
we1 ribben voorkomen, beteekent dit, dat x, = 0 en x" = L 
zoodat de intervallen xo - x, en x,,- x*+~ de lengte nul 
hebben. 

06. De voorwaarde  voor mhimale , vormverande- 

p l g e n s  de stelling van CASSTIGLIANO moet het arbeids- 
vermogen minimaal zijn, waaruit volgt, dat  de eerste 
variatie van A bij iedere variatie van X, en de daarmee 

- samenhangende variatie van X', die aan de evenwichts- 
voorwaarde (15) voldoet, nul moet zijn. 

i=O i-I , 
xi 

rhgsa rbe id .  

De eerste variatie van A is blijkens (18) 
X i i .  

I , -  

S A  = ,k /("JX ax 
.XI  

+ g, '8X')dz + , 
'-0 

 xi'- + +~~ix ' ) .  a A .  

> .  

De in verband met bet evenwicht mogelijke variaties 
zijn volgens (le) voor xi( x( xi+l 

3 X.='vPi ax, + * i  6 xi+,. (203 
* S X' = Vi' ax,,+ *'% XI+, 

SdiX' = -'(@ ,--l')i sx,, + r-(*i-l')i + (v")J sxi + 
+ (h')' S,Xi+,. ' . . (20c) 

en 

Na substitutie :an (20) in (19) volgt 

i- (+<')I xi+l]\. 
, Ordenend naar S X ,  en in aanmerking nemend, dnt 

= I  en ($hi), = 0, volgt als voorwaarde voor liet mini- 
maal zijn der vormveranderingsarbeid, i 

Omdat de variaties SXi (i = 2, 3.. . . .n-1) onafhanke- 
lijk van elkaar iedere willekeurige waarde kunnen aan- 
nemen, moeten alle coiifficienten dezer SX, op zichzelf nul 
zijn, opdat Qan (21) voldaan zal zijn. Voor iedere i = 2, 
3 . . . . .n-1 gelden dus de vergelijkingen 

In  het punt x = L zijn de bnigmomenten in de liggers 
gelijk aan die van de nitwendige belasting, waaruit volgt 

Dan is echter SX,,+, =/= 0 onmogelijk en stelt (21) geen 
naderen eisch ten opzicbte van den coefficiht vali SX,,+,. 
Ditzelfde is het geval met den coiiffieient van SX,. Immers 
is de schuifspanning in de bekleeding ter plaatse x '=  e,+, 
wegens het ontbreken van een rib n + 1 (fig. 11) gelijk aan 
nul, zoodat volgens (Sa) ook (X')*+, = 0, hetgeen in ver- 
band met (15) en (23) beteekent 

x, = 0 .  . 2 (24) 

Voor de coiifficienten van SX, en SX, moet onderscheid 
gemaaw worden tnsschen symmetrische en--antimetrische 
belastingen. 

Daar er bij x=O g e k  rib aanwezig is (fig. 11) en de-span- 

x,+, = 0. (23) 

i 
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ningstoestand bij synmehische be!asting eveneens symme- 
trisch is, is de schuifspanning in de bekleeding ter plaatse 
x=O in dat geval gelijk aan nul. Het ontbreken van een rib 
beteekent ook, dat b' = h,' = h,' = hGl' = h,,'= 0, zoo- 
dat (16) en (lea) exact gelden binnen rib 1 en blijkens (sa) 

' 

X,' = 0.  
Substitutie van (15) in X,'.= 0 geeft 

('pp0')O xo + (*O')O XI = 0, 
of in verband met (16a) 

x, = x , .  (254 
De variaties ,SX, en 6 X ,  mneten dan ook aan elkaar ge- 

lijk zijn, zoodat(21) oplevert, dat de som van de coefficien- 
ten van SX, en SX, nul moet zijn: 

waarin de coefficienten 7 uitgedrukt kunnen worden in de 
symbolen B, C,, C,, V, A, K,, men  q, die de in de natatie- 
lijst (punt 12) vermelde beteekenis hebben: 

7, = m, 
?a = B - tb* (Ci + C d ' ,  

' ? a = - b ' ( C i + C J + A ,  
K.' 

7 4  = - x' q. 

,A= f a 
qs = v. 

Hiermee vylgt na substitutie van (15) 

01 , ' xi X'+1 

E*-, Xi\. 

0 

= J' (?I# + ?d') dx +' J' (lll'p + 7 , ~ ' )  dx + 

+ X i - I  I((?; - 73') 'p+ + 76 ~'6) dx + I 

+ X i ]  7 ((7% - 78') P + 7: #'*) dx + 

+ J'.((?,-, 73') ' p a  + qS y") dx - Ai?,( + 

1 
aA aA 

In  het algemeen is in het punt x = 0 ook :bij anlimebi- 

Het in punt 03.1 gedefinieerde hoofdsysteem is dan niet 
vormvast. Eden kan dit systeem gecompleteerd denken door 

x = 0 met elkaar verbindt en zorgt, dat  de momenten 
(M,o)o en ( f i ~ ' ~ ~ ) ~  elkaar opheffen. ii'a aanbrenging van het 
stelsel statisch onbepaalden X ,  aord t  deze veer belast 
door een wringmoment 2[ (M,% + bX,] = c W ,  waarin c 
de veerstijfheid is en w de specifieke hoekverdraaiing van 
de veer. Uit de limietvoorwaarde e -+ 0 volgt dan 

MO x. =-( 2) . " , ja5b) 

(21) ten opzichte van den coefficient van SX, geen 'eisch 
stelt. , .  

sche belasting het buigende moment M,O = .--'M,o =I= 0. a i  

, eeu torsieveer, die de voor- en acbterliggerdoorsneden xi-, 

xc-1 , 
Xi+l  

xi . 0 .  
Uit deze evenwicbtsvoorwaarde volgt SX. = 0, zoodat 

Uit (21) volgt nu, dat de'coeffieient van SX, nul is: 

X i + l  

xi 
Vervolgens de benadering dan 'p en $ oiereenkomstig 

(loa) invoerend volgt (zie notatielijst en bijlage) 

Xf . . xi+, ' 

XI / (E#+= aJ 

__ ad ' = [+I' + mi tqpl [ii + qi  PI + 

0 

aA aA 
.ai-, xi 

+ 1 g- - 'pl, = 0. ' (26b) 

Den-2vergelijkingen(Z?)en de vergelijkingen (23);(24)r 
(25a of b) en (263 ofb) vormen een systeem van n+2  verge- 
lijkingen ter bepaling van de n + 2  grootbeden &, X , ,  . . . . 
het karakter van vormveranderingsvoorwaarden; zij VOI- 

men een systeem van n-1 vergelijkingen, die de n-1 sta- 
' 

tisch onbepaalden X,, X, . :. . . Xn-, bepalen. De groot- 
heden X,,  X ,  en X,+ ,  worden door de randvoorwaarden 

' (28)). (24) en (25),  die bet karakter hebben van'evenwichts- 
voorwaarden, bepaald. 

07. De momentenvergelijkingen. 

' ?j + Xi-1 (Bi-i [?$I - Vi-, VI + Ai-> tv4l') + 
+ X , , ( B , - ,  [p] + B, [vz] + Vi-L [i] + V i  [i] + 
, 

Evenzoo volgt voor liet [geval van symmehische bclasting 

+ [$'I' + A ,  ['p']' + bi2  A i  (C,  + CJ) + 
X,+,.  Van deze vergelijkingen hebben alleen ("2) en (26) +xi+, (4 [?$I - vi PI + 4?$4') .  Pf3 

XI X* 
' 

, ,, XI 

= mo P I  + m, [TI + !?I PI  + + x, (Bo P I  + B, t'p7 +' VI t11 + A,  ['pal ' + 
07.1. De intcgraJm cy112 de D w ~ w r Q + 7 & ~ ~ g e J +  + 6,f(C, t C,),) t X*(B, ['p$] - V, [ I ]  + A ,  [&3 '1, (29s) 

en voor het geval van antimelrische belasting De vormveranderingsvergclijkingen (22) en (26) bevatten 

aJ a i  ~ aJ 
integralen over J. Het arbeidsvermogen per lengte-eenheid 
van a, J ,  is door,de vergelijkingen (17 a, b, e) en (8) bekend aJ- 
alsfunctie van X en X'. De in (22) en (26) optredende diffe- [(E 

2' rentiaalquntienten - en -, blijken gelijk te  zijn aan 

kingen. 

x* : . .  , 

$+Y 4') dx + /(? 'p f = , ( P I )  dx = 

= m0 [$I + m, tql-q, [I] + q1 [I1 -1.' 

a x  
., aJ aJ 0 

ax ax 
aJ 

aJ + At ['p*I: + (G+CA)  + 
+ xo ( B o  t'p*l- v o  P I )  + + Xl.(DO [@I i Bl [@I t v, [I] + v, [I1 + 

.'+ x, (B, 1~61- v,.r11 + 4, WI'). 

a 2  = 71 + 7SX +'?SX', 

E = 74 + 'Is x + 7 J ' .  
( 2 9 ~  



07.2 De ribterm? van de uormveranderlngsuergelij- 

De definitie (10) voor Di* gaat na substitutie van (8) 

kingen. 

over in 

en vervolgens (15) invoerend is 
p,* = (e +'PIX + Ax'- + B&'), I (30) 

Di* = R j  +(Fa-Bdj'pi-i'iXi-i + 

= R ,  + cSi X i_ ,  + C;,X, + c l ,  X,+,, . . 

+ (Bli + (B2-j%),4,-l,, + B 3 j  'pi' i)  x ,  + 8 3 ,  $i,i X,+l = 

(30a) 
waarin E , , ,  c2,, c l ,  en R ,  de in de notatielijst (punt 12) ge- 
geven beteekenis ,hebben. 

, ,  

. .  Blijkens (17d) en (30) geldt 

worden van de momenten-vergelijkingen, di: bet probleem 
bebeerschen. Zij hebben den vorm 

Ui, i -aXi- ,  + us,*-, xi-1 + % X i  + ui,,+, x i + ,  + 
+ U ~ , , + ~ X , + ~  = U ,  VOOI i = 2 , s . .  . . . n-1 (33) 

(%a, b) 

en 
: ul, XI + "13 X, + ulS X, = U, .  

. . ,  Hierin is voor iedere i . ,  
uj , '=  Bi-, [$*I.+ Bi [?*I + Vi<, [I1 + V i  [ I ]  + .+ [VI' + A ,  1 ~ ~ 1 '  + b i g  A i  (C, + CJ + 

$. (kCIP)i-I + (kcc,')$ + (7CczE)i+1, ' ' 

1 .  Ui,i+i = ni+e,i' = (kc,.cJi+i,' 

ui = - m , ~ ' p l + ~ i - , [ l l - ~ , ~ ~ l - ~ ~ ~ ~ ~ ~ i - ~ -  . 

bebalve voor u,,, ,ult en U,, die in':het geval van gymmefri- 
sche belasting gegeven worden 'door, 

' .  - . (kc&i - (kcaR)i+i, 

I '  .. 

I 

= BO [I1 '+ B, [y21 + V ,  [I1 + dl [@I' + 
+ biz (C, + CJx + (kys7i + (kc,%, 

nIs =. B, [rp$] - I', 111 + A, l'p41' + (kc,.YP),'. + 
u, = -mo [I1 [rpl -q, P I  - (ky,R), - (kc3R), 

(344 
+ (kCpC3m ' 

en voor u , ~  en U,, die in 'het  geval van antimetrische be- 
lasting gegeven worden door 

%1'= Bo lvl + B, 1.97 t LO [11 + VI [ll + 
+ A, ['p*]' + bi2(Ct + CJI -t (/cc~*)L + (kc,*),, 
U ,  = -m, [$I -ml [rp] t , q e  111 . ,  -'q, 111 -(kc2R)1-. (34h) 

M a  
-(k+)* + (+,) (B, wi - v ~ 1 1  + (kc,c,),). 

De coeffieienten u en de belastingstermen U zijn alle 
bekend bij een gegeven vleugel met gegeven belasting. De 
vergelijkingen (33) en (34) vormen dus een systeem van 
lineaire recursievergelijkingen in de onbekenden. X , ;  in- 
dien X bekend is tot  het punt zi+,, kan XC+,  berekend 
worden uit  de 5-momentenvegelijking voor a. 

De coiffificienten van de momentenvergelijkhgen vormen 
een matrix, die symmetrisch is ten opzichte van de hoofd- 
diagonaali ' 

, 

ul, tiIB u,3 0 0 0 0 !, 
un %a %? 0 0 0 ~ 

us, %I . %3 %A us5 0 0 j 
0 %z U'? n.1 U4s %e 0 i. j I  
0 0 ' . % 3  Us, uas Y s  Us, j 
......................................... ................................. 

Een uitzondering schijnt t e  worden gevormd door den 
coefficient Ul1 voor het geval van symmetrische belasting, 
die door de vervanging van cl, door yn, angelijk is aan 
n... Indien men echter in de vergelijking voor i = 2 _. - .  - 

UP0 xo + u*Lxl,.+ U*aX, + % X ,  + = u, 
: (32a) invoert X, = x,, verkrijgt men als,coefficient van X ,  de 

grootheid ulo ,+ us,, die, omdat binnen rib 1 'po' = -$o' 
(zie punt OO), gelijk is aan uLp4). De coefficienten van de 
vergelijkingen in X ,  X,. . . . .X,-, vormen dus;inderdaad 
een symmetrische matrix. 

08. Vereenvoudiging vBn d e  CoEfflCienterI d e r  mo- 

De in punt 12 gegeven formnles voor b*, H e n  c kunnen 
worden benaderd dopr de volgende nitdru&ingen, die 
eenvoudiger numeriek berekend kunnen worden: 

geyoegd bij hettwee.de lid, omdnt X, geen onbekeode 18. 

+ b*b A A ( ,  + cI1 
" 

! 
, 

07.3. De momenlenuergelzj'lcingn. ' 

Door samenvoeging van de in punt 07.1 en 07.2 verkre- 
gen resultaten gaan de vormveranderingsvergelijkingen 
(22) en (26a of b) over in de volgende vergelijkingen, die 
telkens 5 opeenvolgende statisch onbepaalde grootheden 

Omdat deze grwtheden blijkens (8d, e) Zeer nauw ver- 
band houden met de overgangsmomenten in de liggers ter 
plaatse van de ribben en omdat uit de theorie der door- 
gaande balken op veerende steunpunten bet begrip A- 
momenten-vergelijking" bekend is, zal hier ook gesproken 

mentenvergelijkingen. 
' . bebatten! Xi-1 ,  X,+,, X i ,  Xi+l  en Xi+,.  

t 
a) Bij antimetrische belasting kan de term u2,Xu worden 

, 
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. 2 0  
"= 

ab3 ( 1  '+)' 

king 
u,, x, + U18 x*' = u,, (39) 
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dan.voor de integralen B [$*I, B [?*I, A [$a]'  en A [pi' 
(zie bijlage). 

1 09. Toepassing 03 bijzondere g e v a l l h .  

09.1. De vleugu met uolkomen stijue ribba. 
Bij den vleogel met volkomen stijve ribben worden de 

coefficienten k en daarmee u,:,+# en gdijk aan' nul, 
zoodat de 5-momentenvergelijking (33) overgaat in een 
3-momentenvergelijking van den vorm 

%,+, x*-, + U i J ,  + ui.*+l xi+, - ui 

u.  ut+^ : = U i + w  = Bi [pi$] - Vj  [ll + A; [&J's 

Ui i  = - ( u i,i--l + ui,1+3 + B;-,[$I + B' ['pl' + 
. . + Al-1 [$'I + A; [?'I + bil.o,(Ci+CJ, 

voor i = 2 , 3 .  . . . .n-1, I (38) 
35). , 

. waarin ,, 

uj = -mi-l [#I -m, [ T I  '+ qi-, [I1 -qe [ I ] .  ' 

Verdelijking (34) gaat over in een 2-momentenvergelij- 

* 
id over een ribafstand is - ongevoelig voor een fout in H. 2 0  

ab8' ' 
' H = - I  . I  K 

1 
e e, Een eonstante fout in H verkrijgt men, indien.: en 
" " 

I constant zijn. In  den regel zal dit  inderdaad het geval zijn 
of, indien dit niet bet geval is, is de afwijking zoo gering 
da t  de fout in H slechts weinig van een constant percentage 
zal afwiiken. 

. .  ~ *------ . . De grootste fouten in cgi en cai treden op bij de groote 

waarden van.> en - De berekining is dan e c h t z  in prin- 
b e e, . c , ~ = - ( c ,  + cI + - i t g a ,  hD1 + 

b b '  
cipe reeds minder nauwkeurig, omdat bij deze groote waar- 

den van en de verwaarloasde ribvervormingen in het 

deel bniten de liggervlakken belangrijker worden. In  ver- 
band hiermee verliest een grootere nauwkeurigheid haar 
zin. Bovendien is een kleine verandering van de ribstijfheid, 
91s boedanig een fout in c kan worden opgevat, van ver- 
waarloosbaren invloed op de Spanningsverdeeling in den 

4euge l .  
Rcn anderr vereenvoudiging, die echter niet de nanwkeu, 

rigbeid vermindert, wordt bereiktedwr u j i  volgens (33) te  . 
vervangen donr 
i = 2 , 3 . .  . . n-'1: uii - - -(u;,**+u+, + %+, + Ui,<+J + 

+ Bi-i [$I + Bi [TI + Ai-, [$'I + Ai [pi'] + 
en u,, volgens (3% b) te  vervangen voor symmelrische be- 
,lasting door ' 

uii = 4um + %) + Bo [ I ]  + B,' [?I + Ai [?'I + 

e e  
I b b  

' 

+ bia Ai(C,+CJ + (kc,c,),_, + (kc,cJ+   kc,^,),+^ .(36) . 

+ b ,* (C ,+G) ,  i ( k w J ,  + (Jw,X . (37a) 
en voor anlinielrikhe bela3ting door 

%i = -(uii+%J + Bi [PI +'B,  [ T I  4 Vo [I1 +'A, ['p'l. + 
+ bta .(c,+cJ~ + [~CZ(CL-C~IZ + (kc&. (37b) 

Hierin is ci F c, + c, + cI. 
Deze uitdrukkingen zijn voor numerieke berekening 

eenvouiliger dan die, welke onder (33) en (34),zijn gegeven, 
le ,  omdat c, bij veel ribben nul is door bet ontbreken 

van discontinuiteiten in tg a,, tg a,, h,', h i ,  e ,  en e,, 
' 

2e. omdat voor de integralen B [+I, B ['p], A[$'] en 
d ['p'] eenvoudiger uitdrukkingen kunnen worden gegeven 

' 

, 

terwijl de A-termen in C,, C,, B,, B, en B vervallen. 
' De momentenvergelijlringen behouden de in (33) en (34) 
gegeven algemeene gedaante; hun coefficienten (zie ook 
(36) en (37)) worden in zooverre vereenvoudigd, dat de A- 
termen komen te  vervallen. 

09.3: De dellgel met eveizwijdige Iiggers. 
Bij vleugels met evenwijdige liggervlakken is t g  a, = 

= tg at = b' = 0. 
Dit inoet worden ingevberd bij de berekening der coeffi- 

cienten, die t g  a,, tg  az of b' bevatten; hun gedaante ver- 
andert echter zoo aeinig, da t  het overbodig mag worden 
geacht ze explicite weer t e  geven. 

10. De oplossingsmethode d e r  momentenvergeli j-  

- , 

, 

kingen. 

10.1. De vleugei zondrr eindrib. 

(m), (34) wordt als.volgt samengesteld: 
De oplnssing van bet systeem van lineaire vergelijkingen 

X = Xn; f r F h ,  + rnXh,.. (41) 



waarin X , ,  de oplossing is van 'de niet-ho&ogene verge-' 
Iijkingen met zekere willekeurige beginwaarden in z, en xa, 
X,,, en X,$; X,, en X,, zijn onderling onafhankelijke 
Oplossingen, van de homogene vergelijkingen ( U i  = 0) 
met zekere onderling onafhankelijke willekeurige begin- 
waardenX,en X,, b.v. (X,,), = 1, (XhJn = 0 en (X,& = 0, 

I ,  en rl zijn constanten, die ioodanig worden bepaald, 
dat  de resulteerende oplossing 'X voldoet aan de even- 
,wichtsvoorwaarden (23) en (24). I '  

Bij vleugcls met volkomen stijve ribben (punt 09.1) 
volgt nit (30), dat in de oplossingen X,, en X, slechts, 
.+An waarde van X, namelijk X,, willekeurig kan worden 
gekoken. Er is dns slechts een oplossing van de homogene 
vergelijking mogelijk en de resulteerende oplossing X volgt 
uit (24) 

( X h A  = 

(4'4 X" = (Xn,In + r(xjJ" = 0. 
Bij antimetrisehe belasting geldt voor de pplossing der 

niet-homogene vergelijkingen de randvoorwaarde ('5b). 
Voor de oplossing der homogene vergelijkingen moet be- 
dacht warden, dat deze overeenkomen met een ,,eigen- 
spanningstoestand", dus zonder nitw.endige belastingen. 
In  (25b) moet daaromworden gesteld(M,O), = 0, zoodat de 
randvooru-aarde wordt X,= 0. ' 

10.2. De vleugd met eindrib. 
, Indien ke vlcuge! ,bij de n-de rib eindigt, is X,+, steeds 
gelijk-am X ,  en de twee evenwichtsvoorwaarden (23) en 
(24) zijn niet meer onafhankdijk van elkaar. Bij den 

. vleugel met vervormbare ribben is de oplossingsmethode 
volgens punt 10.1 ,dan niet meer direct hruikhaar. Om 
deze ' moeilijkheid tot  oplossing te  . brengen wordt bet 
volgende opgemerkt. 

De n-1-ste vergelijking luidt 

un-l."--3 + u"-,,%-% x"-* + %-bn-1 Xn-1 + 
+ % - h X n  + %-*,*+I x,t, = u"-*. 

a"-k-I = - (%-Ln-3 + %I,"-z + + %-1."+J + '+ B,, [#I + B,, [$I + An-% Wl + A,, [v'l 3- 
+ ~ b n - l a A n - l  (C,+CJ + (kc?c,),-, + (kc,c,),-, + 

, . 
Substitueert men hierin volgens (36) 

\ + (kC&Jn9 
' dan vindt men , 

%-lin-8 ( X d  -X"-J + U,-l,"'P (&-% 4 - J  + 
+ (%I,* + u"--l,n+l) (X"-Xn-,) + 
+{a,-, [#I + Ba-l [rpl'+ An-* [$'I + An-, [rp'l + + LIZ A,,-l (C,+CJ + kc,),, + (kc,c,),-,l+ 

, '  

(X,+, 4) + 

. t (kC3C3,}X,-, 2 Un-1. 

De coEffici&nten, van Xn-Xn-,, X *+I.. -X,  en X,,:, 
moeten nader onderzoeht worden, omdat ZIJ mede betrek-, 
king hebben op de constructie buiten rib n. 

~ ~ - 1 , ~  + nm-i,n+l= B=-L [ d l  - Pi-, P1 + 4 - 1  [?+I ' + 
+ (kC,C,),-, + Ik (c.--cl)c.l,. 

U"-Ln+l = (kc,cJ,. 

[k (c~-c&In2 ('cc,~,), en (kc,cA,. 

Volgens (33) geldt 

De onbefiaaldheid van. de genoemde coSCficiEnten be- 
vindt zich resp. in 

- 
\De vleugelconstruetie, die bij rib n eindigt, wordt nu 

buiten rib n over een willekeurigen afstand 6 voortgezet 
gedaeht, zoodanig, dat A, tg a, = A, tg a, = Ah.', = 
= Ah,' = de, = de, = 0. Onder deze omstandigheden 
is 'c,, = 0 en neenrt can een bepaalde eindige waarde aan; 
daarenteeen is c,.. afhankeli.ik van z, omdat K, van E 
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iVadatX,_,,X,~,,X,_,enX,berekendzijnu~tdemomen- 
tenvergelijkingen tot  i = n-2, levert de n-1-ste momenten- 
vergelijking dus een bepaalde eindige waarde op voor 

2. 

0 

, die onafhinkelijk is van de constrnhie huiten 

rib n. Indien rib. n eindrib is, is K ,  = c = 0 en volgt het 
triviale resultaat X,,, X,. De beteekenis van de n-1-ste 
vergelijking ligt dan ook niet hierin, dat  zij de waarde van 
X,+, levert, maar in de omstandigheid, dat zij de waarde 

van Xn+'-Xn geeft. Deze waarde mOet aan een bepaalde 

voorwaarde voldoen; hoe zij luidt wordt duidelijk als de 
lengte van het n-de veld tot nul nadert. In  dat geval is 
K,, = H,,e en de n-1-ste vergelijking geeft een eindige d 

waarde voor bn-- Xn+L-Xn . Deze grootheid vu is de sta- 

tis& onbepaalde dwalfskracht, die juist buiten rib n in de 
liggers werkt. Aangezien de krachtsverdeeling buiten de 
eindrib statisch bepaald is, mdet deze statisch onhepaalde 
divarskracht nul zijn en moet dus voor iedere e de voor- 
waarde zelden ., 

X*+l-X" 
K ,  

K, 

(43) 

De voorwaarde (43), die in de plaats komt van de even- 
wichtsvoorwaarde (23) is gelijkelijk van toepassing op den 
vleugel die buiten de n-de rib doorloopt en op den vleugel 
die bij den-derib eindigt. Daar de n-1-ste momentenverge- 

lijking de waarde van xfl+l-Xn levert, ionder dat daarop 

de constructie van den vleugel buiten rib n invloedheeft, 
kan men bij d" berekening veronderstellen, dat  de vleugel 
buiten rib n met een willekeurig stuk is verlengd. Voor de 
practische uitvoering i3 het dan van eenig voordeel te  
stellen K ,  = K,_,..De n-1-ste vergelijking levert dan een 
waarde voor X,,,, die in het algemeen ongelijk is aan X ,  
en de evenwichtsvoorwaarden (23) en (24) kunnen weer 
wordeh gebruikt voor de hepaling der constanten r, en r,. 

K n  

10.3. Benadwing de7 optredende integralen. 
. De in de momentenvergelijkingen optredende integralen 

kunnen met voldoende nauwkeurigheid worden berekend 
in de veronderstelling, dat  de iptegrant in het besehouwde 
interval bp een bepaalde eenvoudige wijze verloopt tus- 
schen de waarden, die hij aan beide einden van het inter- 
val bezit. 

Voor de functies B, V, m en p wordt een paraboliseh 
verloop verondersteld, zoodat zij geheel bepaald zijn door 
de 3 waarden aan de randen zt en zi+, en i n  het midden 
van het interval. De functie A geeft onder Uj hijdragen, 
die een orde van grootte kleiner zijn dan de bijdragen van 
de funetie B. Bovendien' verloopt A over een interval 
slechts weinig in waarde. Het is daarom voldoende nauw- 
keurig, indien A als lineaire functie gedacht wordt door de 
waarden aan de randen. 

Ook van de functie €I geldt, dat zij over een interval- 
lengte slechts weinig in waarde verandert; H wordt daar- 
om ook door een lineaire functie tussehen haar randwnar- 
den benaderd. De fout in de waarden van Ki, die op deze 
wijae worden berekend, is in extreme gevallen niet grooter 
dan enkele procenten. 

Onder de genoemde veronderstellingen kunnen de op- 
tredende integralen norden herekend, waarbij in de uit- 
komst alleen de functiewaarden in de punten zi en xi+, 
en eventueel die in bet midden van bet interval voorkomen. 
De formules zijn gegeven in de bijlage. 

11. Samenvatting. 
' . De vleugel is gedacht te  bestaan uit twee liggers, ver- 

honden door n onderling evenwijdige ribben per vleugel- 
helft. Tusschen de ribben zijn de gardingen en de verbin'- 
dingslijnen van de torsiecentra van iederen ligger reeht; 
bij de rib,kn kunnen de gordingen geknikt zijn en kunuen 
de torsiecentra verspringen (fig. 3). Tusschen de liggers en 
met deze en de ribben verbondCn bevindt zich de bcklee- 
ding, die behalve door de ribben gesteuqd wordt door een 
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systeem van continu verdeelde lijsten in vlakken evenwijdig 
aan de ribvlaldten. 

De liggers hebben een eindige stijfheid tegenover bui- 
ging en afschuiving; de ribben en de bekleeding hebben 
eindige afschuifstijfheid; de lijsten zijn in bun vlak vol- 
komen stijf. Tegenover momenten, waarvan de vector resp. 
in hetvlakvanliggers, ribben(1ijsten)en bekleedingligt, zijn 
deze constructie-elementen volkomen slap; ook tegenover 
normaalspanningen in de richting loodrecht op de rib- 
vlakken is de bekleeding volkonien slap. 

Voor dit systeem, belast door kracht.en loodrecht op het 
vleugelvlak, worden de n-1 vormveranderingsvoorwaarden 
voor de n-1 statiscb onbepaalde groatheden X,, X ,  . . . . , 
Xn-l opgesteld (vergelijkingen (33) en (34)). Dit zijn in het 
algemeen 5-momentenvergelijkingen; iedere vergelijking 
bevat de onbekende overgangsmomenten bX bij vijf 

' opeenvolgende ribben, zoodat het geheele systeem van ver- 
gelijkingen recursief is. De coefficiEnten van de vergelijking 
(3&) zijn voor symmetrisehe en kntimetrische belastingen 
verschillend: in het eerste geval worden zij gegevcn door 
(a), in bet tweede geval door (34b). 

Indien de afschuifstijfheid van de ribben verondersteld 
wordt oneindig groot tc  zijn, gaan de 5-momentenverge- 
lijkingen (33) over in de 3-momentenvergelijkingen (38) 
en (34) gaat over in (39). 

Dc oplossingsmetliode der vergelijkingen wordt hespro- 
ken. In  de bijlage zijn benaderingsformules gegeven .voor 
de in de momentenvergelijkingen optredende' integralen , van stijfheids- en belastingsfuncties. 

12. Notaties. P 
als index ( )o, duidt op de krachtsverdeeling in 
het statisch bepaalde hoofdsysteem volgens (7); 
als index, duidt op den voorligger van den vleu- 

als index, duidt op den achterligger van den vleu- 1 

= afstand der torsiecentra van beide liggers in u 

q 

gel i r 

gel; 

z-richting (fig. 1); 
X 

= afstand der liggervlakken (liggergordingen) in 

als index, duidt.op de bovenzijde van de beklee- 
z-riehting (fig. 1); 

Z 

ding; 

= - kc. a 2 0  ZD 
- hb1* - h, (hol-h,,)], wordt 

' A  h,,h,a 
benaderd volgens (35); - .~ 

ab - B  
= (b*  3 Jll ); wxdtbenaderd yolgens (35); 

' b  Ah,' B, + .  = tg u, --e, - 
h, 

b' h ' b + de, (- - 2 -h, A ) ]  2 - [ A  tg us-  

-e, - + d e ,  ( %  - 1 - & A ) -  ] + c1 

+ b*bAAIi + c l t (  % ) .  
wordt benaderd volgens (35); 

b h, ha2 
Ah; 6' h ' 

h, h* D 
. '  , d' i i  , 9' i - 1 4  'Dg 

mordt benaderd yol- 

H 
gens (35); 

= (c,+cB+.3)i;' 

= wanddikte van liggers, ribben of bekleeding; 
, = ifstand van het torsieccntrunl van een ligger 

huiten het liggervlak, in de richting evenwijdig 
I 

J aan de z-as (fig. 1); 

< ,  
1 

zonder index 5 hoogte van de geschematiseerde 
rib ter plaatse z; 
met index 1 of 2 = afstand van de .zwaarte- 
punten der gordingen van een ligger in y-richting 
(fig. 1); ' 

= hoogte van de geschematiseerde fib ter plaatse 
van het torsiecentrum van den ligger (fig. 7); 

= hoogte van d e  geschematiseerde rib ter plaatse 
van het liggervlak (fig. 7); . . 

= afstand tusschen de bekleeding van bo& en 
onderzijde ter plaatsevan hetligggervlak (fig. 4); 

als index, duidt op de oplossing dkr honiogene 
vergelijkingen ; 
ab index, duidt op cenrib of op het  punt juist 
buiten rib i: 

' 

= afstand van rib i tot  i+l in x-richting (fig. 3); 

= aantal ribhen per vleugelhelft; tevens aandui- 
ding van de buitenste rib (fig. 11); 

als index, duidt op de oplossing der niet- 
homogene vergclijking; 
als index, duidt op de onderzijde van de be- 
Heeding; 

= continue belasting in y-richting per eenheid van 
lengte van x; 

.= cu~~rtaiile volgens (41); 
~ 

= schuifkracht per lengte-eenheid in de beklee- 

= cozfficient der' momentenvergelijkingen (punt 

= eoiirdinaat in de richting, loodrecht op het 

= cc6rdinaat loodrecht op bet vleugelvlak(fig. 3); 
= coirdinaat in het vleugelvlak, evenwijdig aan 

= sfstand van, het  torsiecentrum van den voor- 

= vervormingsarbeid; 

ding (fig. 4); 

"' 07.3); 

symmetrievlak van den vleugel (fig. 3); 

het symmetrievlak (fig. 3); 

ligger tot  het aangrijpingspunt van D; 

= -  
". 

zonder index = resulteerende uitwendige dwars- 
krncht op de geheele vleugeldoorsnede; 
dwarskriFht opgenomen door de gordingen 
van een ligger (fig. 4); 

= dwarskracht opgenopen door den liggerwand 
(fig. 4) of ribwnnd (fig. 8); 

= elasticiteitsmodulus van het gordingmateriaal; 
= glijdingsmodulus van het wandmateriaal; 

= 1 : bz ( - - a, iE- - a, 5 )  ~ wordtbenaderd 

= trasgheidsmoment van de liggerdoorsnede hod-  

= vervormingsarbeid per lengte-eenheid van +: 

ab e1 
2 0  c i  hca 

volgcns (35); 

recht op he! liggervlak; 
, 
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: . king (punt 07.3); 

+ S,,cosa, (i== 1 ,  ' I ,  

. .  
= uitwendig belast;?nd moment in het vlak van 

rib i ten opzichte van het torsiecentrum van 
een ligger (fig. 8); 
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Billage; 
Enkele fonnules ten behaeue van, het rekenwerk. ' 

De functiewaarden bi j 'kgin,  midden en eind van een 
interval worden resp. aangeduid door de indices I, I1 en 
111. Voorts wordcn de symbolen A en A z  ingevoerd, ge- 
definieerd door > 

I I. 

De functies B ;  V, m e n  q wordin henaderd door parabo- 
le?, gaande d w r  de functiewaarden aan beide einden en 
in  het midden van het interval; de functies A en H worden 
benaderd door een reclite lijn, gaande d o a r ~ d e  functie- 
waarden aan beide einden van het interval. 

Dan gelden de volgende formules: . .  

='&+I 
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Report S. 251. 

The stress distribution In cantilever ,wings with two 
non-parallel Spars interconnected by'elastically deforma- 

Summary. 
In earlier N.L.L.-publications on wing stresses the ribs 

were assumed to  be continuously distributed over the span. 
Thus the behaviour of the wing could be expressed by diffcren- 
tial equationh, holding for the complete span. Further research 
made i t  clear that for certain structures the deformation of 
the ribs in shear cannot be neglected. Introduction of this 
deformability showed that discontinuities in tarsiuriill rigidily 
or moment necessitates the assumption of ,,local" ribs apart 
from the system'of continuous ribs. This means, that the 
differential equations, complicated already by the fact that  
their order increases by two, determine the stress distribution 
only between consecutive loeal ribs end that a t  each of these 
ribs special boundary conditions have to  be satisfied (mf. 5).  
This mixed system of loeal and continuous ribs is hardly 
suitable to practical analysis. With non-parallel spars the 
difficulties increase still more. 

In order to  eliminate these .difficulties the assumption of 
continiioiisribsiss~ndonedin the present publication. The rib 
system consists merely of local ribs. It is again a schematizcd 
rihsystemsince thenumberofrihs(5 to'loperhalf wing)usually 
will be smaller'than the actual number. Each rib replaces 
a group of ribs and its shear rigidity equals thk total shear 
rigidity of the"group. If there are no discontinuities of loads 
and stiffnesses their location is more or less arbitriry. However, 
it is necessary to  assume ribs a t  those poidts, where the wing 
spars change their direction, where the torsional centres of the 
spars shift, where tlieshearstiffnessij of thcspais and psrticu- 
larly of the skin change discontinuously, where concentrated 
torque loads are applied and where the actual strueture'has 
reinforced ribs. The latter circumstance usually coincides with 
one or more of the farmer ones. 

' ble ribs, and skin. 

Bericht S. 251; 

Die Spannungsvertellung in Fliigeln mit zwel nicht. 
parallelen Holmen verbunaen durch elastlscb verform- 

bare Rippen und Beplankung. 

Zusamiicenfmrung. 

I n  vorherigrn Veroffentliehungen des .N.I,.L.'s "her die ' , 
Spsnnungsherrchnung yon Fliigeln wurden die Rippen als 
stetig "her die Spsnnweite verteilt angesetzt. I n  dieser Weise 
konnte das Verhnlten des Flijgels durrh Diff~ferentlalgleiehun- 
Sen, die fiir die ganze Spannweite zutrafen, ausgedriickt 
werden. Aus weiteren Untersuchungen ging hervor, dasz 
unti-r gewiszen Umstanden dic Schubverformung der Rippen 
nicht 6u vernachlissigen ist. Beriicksichtigung dieser Schub- 
verformung zrigte, dasz Unstetigkeitsstellen in Verdrehsteifig- 
keit und -moment die Einfiilirung diskreter Rippen neberi dem 
System der stetig verteilten Rippen notwendig msehen. 
Diem bedeutet, dasz die Diff~~erentialgleiehungen,'deren Ord- 
.nung schon um zwei hijher ist, nur gelten zwischen zwei auf- 
einnnderfolgenden diskreten Rippen und dasz an diesen Stellen 
besondere Rnndbedingrmgen zu befrin'edigen sind [ 5 ] .  Fiir 
praktische Anwendung kammt das Mischsystem von stetig 
verteilten. und diskreten Rippen deshalb kaum in Frage. Bei 
Fliigeln mit nicht-parallelen Holmen wachsen die Schwiierig- 
keiten noch' weiter an. 

Zur Beseitigung dieser Sehwierigkeiten 1st in der vorliegen- 
den Yeroffentlichung die Annahme dbr stetigen .Rippenver- 
teilung nicht mehr benutzt worden; es gibt nur diskrete Rip- 
pen. Es handelt sieh dabei wieder um ein achemntisiertes 
Rippensystem, indem die Rippenzahl (5  bis 10 pro halben 
Flhgel) im allgemeinen kleiner sein wird als die tstsichliehe 
Rippenzahl. Jede Rippe ersetzt cine Rippengruppe und ihre 
Schubsteifigkeit ist. der C.*s.lmt.aehid,steifiekeit der Gruppe 
gleieh. Wenn $9 keine Diskon'inuititen in Belastung und Stei- 
figkeit gibt ist ihre Stelle beliebig zu wahlen: Rippen sind aber 
snzunelrmen an Stellen, wo die' Holme Richtungsinderungen 
aufzeieen: wo die Sehubmittelnunkte der Holme versnrineen: 

, 

. 

~~~ ~ 

The wing scheme is such that i t  may reprcsent wings with 
built-up spars, in which the shear loads are taken not only by 
the mar web-but for Snme Dart also hv an auiiliirv S D ~ P  .or 

wo di~SSehuhsteifigkeiten yon Holmstegen und Bep1aniung;ich 
unstetigiindern; wo konzentrierteverdrehbelastungen angrei- 
fen und wo versteifte Riuuen vorhanden sind. Gewohnlich fgllt 

by the wing nose (fig. 1). -In order to account fa; t i is  the 
torsional centres of the spars are sliifted from the spar planes 
over the distance e. The torsional rigidity of these built-up 
spars may be accounted for by increasing the shear rigidity 
of the skin between the spars, provided that the additional 
rigidity is small compared to the basic one. The exact con- 
sideration of the torsional rigidity of the spars has been amit- 
ted here for reasons of simplicity. It has been dealt with in 
another publication (ref. 7). 

The complete description of the scheme and of the elastic 
properties of its components is.the following: 

There are two spars, connected by n parallel ribs per half 
wing. Between the ribs the spar flanges and the lines through 
the torsional centres of the spars are straight. At the ribs the 
flanges may change their directions and the torsional centres 
may shift (fig. 3). There is B skin between'the flanges of both 
spars; it is connected with these flanges and with the ribs. 
Besides, the skin is supported by a continudus system of 

._ 
letzter Umntand mit einem ader mehr der nnderen zusammen. 

Die vorausgesetzte Fliigelkonstruktion umfaszt auch den 
Fall zusammengesetster Holme, in denen die. Querkrifte 
nicht nur durch die Holmstege sondern auch dumb Hilfshol- 
me oder durch die h'asenbeplankung mfgenommen werden 
(Abb. 1). Zur BerOcksiehtigung dieser nlbglichkeit sind die 
Sehubmittelpuukte'der Holme den Abstand e Bus der Holm- 
ebene angenommen worden. Die Verdrehsteifigkeit dicser 
Knstenholme.kann in Rechnung getragen werden durch einen 
Zusatz auf die Schuhsteifigkeit der Beplmkung, vorausge- 
setzt, dasz die zusiitzliehe Steifigkeit klein ist im Vergleich 
zu der tatsaehlichen Steifigkeit. Zur Vereinfachung der Be- 
traehtungen ist die genaue Beriicksichtigung der Holmverdreh- 
steifigkeit hier fortgelassen worden, sie wurde in  einer weite- 
ren Vergffentlichung vorgenommen 171. 

Eine vollstindige Besehreibung des angesetzten Fliigel- 
schemas und der elastisehen Eigenschaften seiner Teile ist die ,  . 

, 

folgende : 



stiffeners running parallel to the ribs; these stiffeners are 
required for logical reasons if the skin is not exactly cylin- 
drical. 

Finite stiffness is assumed fbr the spars in bending a n d  
shear, for rihs and skin in shear only. The stiffeners are ab- 
solutely rigid in their own plane. With respect to moments, 
the vectors of which lie in the planes of the spars, the ribs, the 
stiffeners and the skin, thcse structural components have no 
rigidity. Besides, the skin has no rigidity against exten- 

Far this system, loaded normally to  the plane of the wing 
(zz-plane in fig. 3), the n--1 conditions of compatibility of 
strain for the n-I staticallyindeterniinate quantities X, ,X , .  . . . 
Xn-, are deduced from Cnsncr.la~o's theorem of least work 
(eqs. (33) and (34)). In  general they are equations of five mo- 

rnienta; each of them contains ths unknown monients ( b X )  
at five consecutive rihs. Thcrefore the system of equations is 
rceurrent. Tlre coefficients of eq. (34) differ for symmetrical- 
and antimetrical loads; in the first epse they are given by 
(844,  in the second ease by (84h). , 

1vitlr mmplctely rigid ribs the equation OP five moments [33) 
simplifies to  the equation of three moments (38) and (34) 

. 

'sion in thedirection normal to  the ribs. 3 

' 
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eiianges into (89j.. 
The method of eblution of the recurrent cquations is dis- 

cussed in nr. 10. The appendix gives approximative formulas 
for thk integrals of stiffness and load functions occurring in 
the moment equations: The stress distrihution follows from 
the equations (8). Tlre stress dis'ttribution in the statically 
determinate basic system, i.e. 'the netual system without 
skin, is denoted by the upper sufeix On. It can be cal- 
culated from the ,equations of equilibrium (7). 

As far as the meaning of the notations used is not apparent 
from the figures, the formulas, $onvention or the list of no- 
tations in nr. 12  they are rxplsined here: 
d,; d ,  = thickness of n web in the plane of the spar flanges, 

having the same shear stiffness S. as the actual 

' 

, ,  

web(s); ' 

geneaus equations; 

gcneous equations; ' 

the point of application of D; ' . 

wing; 

t, as a suffix refcers to the solution of the homa- 

lih as a suffix refers to the solution df the non-homo- 

z,, = distance of.the torsional centre of the front spar to 

1). = thd shear load in the complete cross section ,of the 

D# = shear load taken by the spar flanges;, 
M- 

Pi ' = concentrated ext&nl load at rib i (fig, 8); 
Wi = Concentrated external moment a t  rib {(fig. 8); 
9.. 4. = value of ?p and 4 in the point xI between the rihs i and 

. = bending mqmeht .in the complete.eross section of 
the wing; 

, , 1,. li 
i + 1. 

. ,  

. 1 .  

. .  

r 
Es gibt zwei Holme, verbunden durch n' parallelc Rippen 

pro halben Fliigel. Die Holmgurte und die Linien durch die 
Sehribmitlelpunkts der Holme sind zwischen den Rippen 
gerade. Bei den Rippen kb-nnen die Ifolmgurte gekniekt sein 
und\ kiinnen die Schubmittelpunkte verspringen (Abb. 3). 
Es gibt zwisehen den GurteG beider Holme eine Beplankung, 
dik met den Gurten und den Rippen verbunden ist. Auszerdem 
ist die Beplankung gestiitzt durch ein stetiges ,System von 
Versteifungen.paralle1 zu den Rippen; die' Anwesenheit der 
Versteifungen ist bedingt von der logisehen Gesehlossenheit 
des Systems wenn die Replsnkung nicht genau zylindrisch ist. 

1% Hiegungs- und Schubsteifigkeit der Holme und die 
Schubsteifigkcit von Rippen und Beplankung bind .endlieher 
Grosze. Die, Versteifungen sind stari in ihrer Ebene. Die 
Holme, Rippen, Verateifiingei und die Beplmkung Iraberi 
keine Steifigkeit &Ionrenten gegeniiber, deren Vektar in der 
Ebene dieser Konstruktionsteile liegt. Auszerdem hat die 
Beplankung keine Steifigkeit gegcniiher Dehnungen in der 
Richtuna lotreelit auf die Rippen. 

Fiir dieses System, belastet lotrecht auf der Fliigelehene 
~2!zt-E;hene in Abb. 3) werdcn die -1 FormRnderungsbedin- 
gungen fiirdie -1 statiseh unbestimmten Griiszcn X,, X,. _ _  . 
Xn-l &us dem CnsTlcL1,nNo'sehen Prinzip abgeleitet (GI. 33, 34). 
Iliese Glcichungen sind .irn allgemeinen Fhfmomenten- 
gleichungen; jede Gleichunp enthiilt die unbekannten Ober- 
pangsmomente ( b X )  bei fiinf aufeinnnderfolgcnden Rippen. 
Deslralb ist das Gleich"ngssysteni reknrsiv. Die ICoaffizienten 
von GI. (34) sind fiir s mmetrische und antimetrisehe Belastung 
rerschieden; im erdteg Ir'alle werden sie dureh (344 , i m zweiten 

R'enn die Rippen s t q r  sind vereinficht sieh die Fiinf- 
niomentenqleichung (sa) zii der Dreimomentengleichung (as) 
und (34) geht iiber in (3g). 

Xr. 10 diskutiert dns Liisungsverfnhren der rekursierenden 
Gleichungen. Uie Anlage giht NBherungsfmmeln Ciir die in den 
Gleichungen auftretenden Integrale iiber Steifigkeits- und 
BelastungsPunktianen. 

Die Spannungsverteilung folgt 811s den GI. (8). Die Span- 
nungsverteilung im statiseh lxstimmten Hauptsystcm,. das 
BUS dem vorhandenen System hervorgeht ddch  Fortlassung 
der Beplnnkung, ist mit ( j0 bezeichnet; sie wird nus den 
Gleichgcwichtsbedingungen (7) erreehnet. . ' 

Insoweit die Bedeutung der Formelzeielren nicht hervor- 
geht aus don Abbildu"gen,den Formeln, dem Formelverzeichnis 
(Nr. 12) oder der Konvention entspricht, ist sie irn .folgendhn 
gegebei worden: 
d,, dz = Stirke cines Steges in der Nolmehene mit gleicher 

Schuhsteifigkeit [SJ ais der (die) tatsichliehe(n) 
Stcg(ej; 

h Index, bezcichhet die Losung der honrogmen 
, Gleichungen; 

nh Index, bezeichnet die Losung der nicht-hamogenen 
Gleichungen; 

zD = Ahstand der Querkmft D hinter dem Schuhmittel- 
yunkt des Vordmholmes; 

D = Querkraft im ganzcn Fliigelquerschnitt; 
D, L durch die Gurte auPggenammene Querkraft; 
M * biegendes M o r k n t  irn ganzen Fliigelquerschnitt; ' 
P, I = konzentrierte kuszere lielastung in der Rippe i 

iVi = kdnzentriertes huszeres Moment in der Rippc i 

vu, pii = @- und #-WeYerte im Punkt xi zwischen-den Rippen i 

Falle'durch (34b) gegeben. , I  

(Abb. 8); , 

(Ahb. 8); 

und i + 1. 

, 
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Aanvdling op het N.L.L.-rapport S. 251. 
Ret gekozen statisch bepaalde hoofdsysteem moet nog 

in een enkel apzicht nader omschreven worden, namelijk 
in dezen zin, dat de liggers tussrhen twee opeenvolgende 
ribben eonisch zijn: eJh, en eJha rijn constant. Als aan deze 
voorwaarde niet ir; voldaan is bet hwfdsystekm mechanisch 
onmogelijk, zooalH nit de volgende ovenvegingen blijkt. 

De vergelijkingen (7) geven het verband aan tusschen 
de uitm-endige belasting (D, M) en, de inwendige belasting 
van het hoofdsysteem. Daarnaast treedt echter de relatie 
(1Zb) up tusschen deze grootheden. Deze vergelijking 
sehijnt zondeler meer de .bepaling van de bij D,," beboorende 
continu vcrdeeld; belastingp, toe te Isten. Zij kan echter 
een voonvaarde te  veel stellen, omdat p ;  reeds bepaald 
wordt door de niet afmnderlijk bescbouwde voorwaarde 
van bet evenwieht van het ligprelement in y-rieliting. 

" 

. 

. 

' 

(W + DJ + P, = 0 ,  
c of in verband met (5% 7a) 

' - M Y , +  p ,  = 0. 

Hiermee @at (12b) over in 

Deze vergelijking vormt alleen dan naast (7c) geen 
nieuwe en dus onvervulhare voorwaarde voor M,O a h  zij 
een identiteit is. Het veronderstelde hoofdsysteern is dus 
rnechaniseh alleen mogelijk als 

(e,:) '= 0. . 
. I n  verband met de voorwaarde (a) kan (b) vervangen 

worden door 

een voorwaarde die in het vleugelschema reeds v e m l d  is. 

De vwnvaarde (a) spreekt uit, dat  - constant 'meet zijn 

e ; = n ,  (4 

e, 
h, 

tusschen 2 opeenvolgende rih6en. Op gelijke wijze volgt di t  

voor -. 6 
e, 
4 ' 

Indien men deze vourwaarde niet stelt - hetgeen inder- 
daad moge1ijk:blijft - moet het statisch bepaalde hoofd- 
systeem gewijzigd worden. De spanning in de bekleeding is 
dan niet uitdrnkbaar in de statisch onbeppaide grootheden 
alleen, doch er is een spanning to.  In  de plaats van de vergp 
lijking(7c) wharuit M , O  betrekkelijk eenvoudig kan worden 
opgelost, komt er dan een gecompliceerde differentiaal- 
vergelijking van de 2c orde in M,O. (Deze vergelijking wordt 
verkregenonder toepasssing van de vergelijkingen(l1) (1%) 
up de statisch bepaalde spanningsverdeeling, waarbij ter 
bepaling van p ,  ook bet evenwicht in y-richtiug van liet 
liggerelenient en van de bekleedingslijst in aanmerking 
maet worden genomen). De berekening van de coefficicnten 
deser diffeferentiaalvergelijking en de bepaling van baar 
oplossing vorme? in hoofdzaak de aan dit systeern ver- 
bondeii complicatie. Van mindcr belang is de omstandig- 
heid, dat in dit geval.de belastingstermen van de momen- 
tenvergelijkingen een geringe wijziging ondergaan in ver- 
band met het ongelijk Ban nul zijn van to. Het zal evenwel 
doorgaans niet noodig zijn deze complicaties te  aanvaar- 
den, omdat e/h over een kort deel van de liggers weinig 
vim een constante waarde zal afwijken, terwijl men waar 
dit niet het geval is door verkleining van den rihafsttyd de 
onnauwkeurigheid van het vleugelschema beneden elke 
gewenschte grens kan houden. 

Het constant zijn van elh biedt de mo~elijkheid tot  
vereenvoudiging van enkele formules: , , 

' 

(74 gaat nu over in 
M,O ' 

az ( - ) = - D (a-m) + M (tg a,--,?; (d) 4 
(8) gaat over in 

(4 
(i) 

Deze laatste groep van vergelijkingen bevat de statisch 
onbepaalde grootl!eid Z = b/a X. De.vervanging van X 
door Z gaat echter gepaard met liet bezwaar, dat  2 in het 
algenreen inlhet punt ni wegens a; =I a, twee waarden be- 
zit, namelijk 55; en Zi. 

Dit bezwaar doet zich in de vijfmomentenvergelijking in 
Z gevbelen, doordat de structuur van de cocfficienten en 
van den belastingster" dezer vergelijking eenigszins meer 
gemmpliceerd is. Met het oog hierop lijkt de overgang op 
de, statisch onbepaalde grootheid Z niet aanbevelens- 
waardig. 1n.principe zou Z echter de voorkeur inoeten ver- 
dienen, bmdat zij een nauwkeuriger oplossing van (14) mo- 
gelijk maakt. Voor (14) kan nakielijk gescbreven worden 

M ,  = M,O + a Z  : 
M n ' = M E a - a Z .  . 

' 

- bl 
H = - II. 

a2 

h -4 . ' 

. '  O m d a t L  in liet algeineen een Mein &tal is, komt 

liet 2e lid van(j)  eerdcr voor verwaarloozing in aanmerking . 
dan de verwaarloosde termen van (14). Zaoalsin punt 04 
is uiteengezet is echter de met (lG) ingevoerde. fout ioo 
gering, dat de goutere nauwkeurigheid die de oplossing 
door middel van 2 hiedt geen practische beteekenis heeft. 
Er is daarom geen voldoende aanleiding om X te  vervangen 
door.2. 
Supplement to N.t.L.-ieport S. 251. . ' ., 

*The'description of the wing scheme has to be completed 
by the candition that  the spars between successive ribs 
are conical in order that  eJh, and e,/h, will be constant 
numbers. If this condition is not satisfied the equations (74 

' y d  (l2b) ,zre ineompatiblr. , 

Ergiinzung Zu dem N.L.L.-Bericht S. 251. 
* ' Die Beschreibung der Wh&4konstruktion ist zu ergsnzen 
mit der Bedingung, dass die Holnie zwischen zwei aufein- 
anderfolgenden Rippen konisch sein sollen daniit eJh, und 
e2/h, konstaritc Zahlen sind. Sonst sind die Gleichungen ( 7 4  
und (12b) inkompatihel. 

Errata. 
l k  S 18, koloni 2, regel 14 v.p., lees : 

he, 

\ 

. 

.. 

1 
. -[(a# Q + WJ)] - [(4a) + (4@] . 

bla. S 20 fig:7, lees: 

blz. S 27, formule (40), lees: 
h,+in plaats vap hi  . 

ki =. (") Gdbz . 

. (  

blz. S 29, lees onder m: 
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RAPPORT S. 279'). 
I 

De spanningsverdeeling in vleugels met twee niet-evenwijdige 
torsiestijve liggers verbonden door .elastisch vervormbare 

, ribben en bekleeding ' 
6 , 

door 

ir.'F. J. PLANTEMA en dr. ir. A. VAN DER NEUT. 

Overzicht. 

De in een vroegere publieatie gegcvcn berekeningsmetbode vbor vleugils met twee niet-evenwijdige 
liggers, waarbij de torsiestijfheid van de liggqs in het vleugelschema werd vprwaarloosd, wordt uitge- 

breid tot vleugels met torsiestijve liggerers. 

.. ~. 

. 

Indeeling; 
01. Inleiding. 
02. Het schema van den vleugel. 
03. De cv~nwic1,tsvoorward~n. 
04. De diff~erent.iaalvergelijkin,o voor de statiehh onbepaal- 

05. 'De vooranarde voor dinimalen varmveranderingsarbeid. 
06. De momentenvergelijkingen. 
07. Vereenvoudigingen. 

, , %  07.2. Bennderingsoplossing hijeindige stijfbeid der ribben. 
08. De oplossingsmethode der momentenvergelijkingen. 
' ,  08.2. De vleugel zonder eindrib. 

OS.? De vleugel met eindrib. 
08.3: Benadering van dc optredende jhtegraien. 

de X. 

07.1. De vleugel met volkomen stijve ribben. 

I 
09. Sanienvatting. .' 

11. Liteiatuuropgave. 
Bijlage: Enkele formules ten behoeve van h e t  rekenwerk. 
3 figuren: I 

01. Inleiding. ' 

I I n  Zit. 1 ?) is ccn berci-eningsmetbode gcgei.cn voor het  
bepalen <in de spanningsvcrdecling in vleugels met 2 
niet-evenw;jdige liggers verbonden door elastisch vervorm- 
bare 'Cibben en clastisch vervormbare bekkcding. Wet in 
lit. 1 besehourvde vleugelschcms, waarbij de vleugelliggers 
gclleel torsiCslap .gedaelrt , zijn, gceft ccn bruikbarc bena- 
dering van den wxkclijkcn toestand, ook voor vleugcls - 
met torsiestijve' liggers wvaarhij de torsiestijflieden klein 
zijn t.0.v. de torsiestijfheid van de buis, gcvormd door 
liggerwanden en hiklc$ding. In dat geval kan, de torsie- 
stijfheid van de buis worden verhoogd met die van de 
liggers, terwijl vervalgcns de liggers volkonren torsieslap 
worden verondersteld (lit. 2). Ook indien de torsiestijfheid 
van d e  liggers van gclijke'urdc van grootte is als (of grooter 
dan) de torsiestijfheid van de buis, is ,de borenbedoclde 
benadering nog voldocnde nau\i;keurig mits de torsie- 
lioeken van liaeers cn buis mijm1,gelijk zijn. Dezc voor- 
waarde beteckent meer in het bijaondcr dat zoowel de 
ribvervormin/g in 'het vlak van de 'rib als de vervorming 
van de liggers door afschuiving vcrwaarluosbaar moeten 
zijn. Waar deze twce voorwaarden niet vervuld zijn, is in, 

') Verkarte inhoud van het interne S.L.L.-rapport S. 271. 
z, Verwijzingen,naar punt 11, literatuuropgave, worden met 

10. Notqties. . .  

. .* 

,,lit'' aangeduid. 

, 

zulke gevitllen de in Zit, 1 ontwikkelde bcrekeningswijze 
niet meer direct bctrouwbaar. De invlaed van de torsie- 
stijflieid van de liggers wordt daarom in dit rapport rrader 
onderzocht. Daarbij wordt, teneinde overbodige herha- 
lingen te voorkomen, zoove-eel mogelijk verwezen na51 l i t .  1.. 

! .  -Punt 02 bespreekt de yijze naarop de torsiestijfheid 
@ de liggers aan het vleugelschema volgens /($.'I wordt 
toegevocgd. Punt  03 t/m 04 geven vervolgcns de afleiding 
van de recursievergelijkingen waaruit de statisch .onbe- 
paa1dk:grootheden numericE kunnen worden opgelost. Voor 
het geval dat de ribben zoo stijf zijn dat hun vervormingen 
verwaarloosbaar zijn, nemen dezc vergelijkingen een een- 
voudiger ge+antc aan; zij'zijn in punt 07.1 gcgeven. Naar 
analoqie vi~$Ie exa'cte oplossing bij volkanien stijve ribben 
wordt in punt 07.2 ccn benaderingsoploSsing voor het geval 
van'eindige riptijfheid besproken. De ri jze van oplossing 
der vergelijkingen,;wordt tenslotte bcsproken in punt 08. 
Bij de nunicriekc berckening van enkele integralcn, die 
in  de  cuifficiinten.dir vergelijkingen voorkomen, kunnen 
de in dc'bijlage gegeve'n benaderingsformules worden ge- 

02. Ket  schema .van den..yleugel. 
De vleugel wordt op gehcil dczelfde wijie 'geschcmati- 

sccrd,als besproken is in punt.02 van lit. 1, behalve dat 
bovendicn de torsiestijflicid van $e liggers in I?ct schema 
yordt gerepresentcerd. 

De torsiestijflieid van de liggers ontstaat doordat de 
voorligger sanien met de neusbekleeding, ook wcl tevens 
met een hulpligger, ccn buis vormt en doordat de achter- 
ligger samen met de bekleeding achter dezcn ligger en 
dikwijls ook samen met een hulpligger cen &n- of twee- 
cellige buis varmt (fig. 1). 

bruikt. T;?..,, 

I ' .  
HULPLIGGERS 

Teakening N.L.L. 
Fig. 1. De wijze waarop de torsiestijfheid der liggers tot  

stand komt. 
I '  

I 

. 
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Terkming N.L.L. 

Schema 'van de vleugeldoorsnede met er op sangrijiende uitwendige belastingen (D,O, D,O, Mu)  en aanrmee Fig. 2. 
gelijkwsardige inwendige belastinien (Ds, D,, M, Y, 1). , 

Het ligt voor de hand t e  veronderstellen dat de mo- 
mcntenvcctor bij zuivere torsic van zulk een buis valt Ian@ 
haar lengte-as, die tusschen 2 opeenvolgende ribhen wordt 
gevormd door de  reelite lijn die de torsiecentra der ver- 
scliillende liggerdoorsneden verbindt; de momentenvector 
maakt dan in het algemeen cen hock met de x-as,, Deze 
voorstelling doct ecliter gcen recht aan de omstandighcid 
dat de inlciding van de torsiemomenten tot  stand komt 
door ribhen, die loudreelit op liun eigen vlak ($z vlak). 
nagenoeg volkomen slap zijn. De vector der mornenten 
die in de buis worden ingelcid is dus evenwijdig aan de 
z-as gericht. Veronderstcld nord t  nu dat de buis door deze 
momenten wordt vervormd alsof zij zuiver wordt getor- 
deerd. In liet ,vleugelscliema komen heide torsiebuizen 
dan voor als torsiestijve lichamen' waarvan de lengte-as 
evenwijdiz Ban de x-as ligt en die aan de ribben zijn ver- 
bondcn v66r den voorligger en acliter den achterligger. 

De ribben die de krachten overhrengen naar de heklee- 
ding buiten de liggers en nnar de hulpliggers zullen hij deze 
kraclrtsoverdracht in liun vlak verrormen. De dwarsdoor- 
snede van de buis blijft daarbij niet intact, zoodat de 
belastingsrerdeeling in de huis van die hij zuivere torsie 
verschilt. Deze omstandigheid wordt in het volgende niet 
in aanmerking genomen. In  het vlengelsclrema zijn de 
ribben in de declen huiten de liggers dus onvervormbaar 
gedacht. De waarden van de toniestijfhcden in een door- 

I. 

b 

snede x kunnen dan volgens de b.v. in Zit. 3 besproken 
methode worden berekend. 

03. De evenwichtsvoorwaarde. 
De uitwendige helastingen, die in'punt 03.1 van l i t .  1 

zijn besproken, worden gegeven als dwarskrachten, D,,' en 
D,,O in de torsiecentra der liggers, als momenten M,Osec a, 
en iM,Qseca, en met deze momenten samenhangende 
dwarskrachten D,,O en in de liggervlakken en als 
geconcentreerde inomenten W , j ,  IV,, t.o,.v. de torsiecentra 
der liggers, die als piren van cvenwijdig aan de z-as ge- 
&lite kracliten op rib i aangrijpen. Dit systeem van uit- 
wendige belastingen wordt bok nu aangehouden. De kraeh- 
ten en inomenten DaL", Daze, DSlo, DgBo, MIG en M , O  zijn 
dan de inwendige belastingen van hct hoofdsgsteem van 
IiggerS en ribhen, dat statisch bepaald is gemaakt ?om 
weglating van de bekleeding en door de aansluitingen van 
de ribhen aan de torsiehuizcn scliarnierend te denkcn; zij 
liunnen dus direct uit de evenrvichtsvoor~aarden worden 

De werkelijk optredende inwendige belastingen zijn in 
$e torsiecentra de dwarskraehten D,,, D& in de ligger- 
vlakken de momenten A l l  see a,, M g  scc a, en de daarniee 
samenhangende dwarskrachten Dv,, D,?; in de t.orsiebuizen 
de torsiemomenten Y,, Y.: indc bekleedingvan boven- resp. 
ondeFzijde dedwarskrachten per lengte-eenheidf,,f,(fig.Z). 

, - l  

gevonden. \ 



Voor de belastingen van deiiggers en dc bckleeding gelden 
de 7 evenwichtsvoorwaarden (l), (Z), (3a) - waaraan in 
bet taeedc lid de termen'-Y,-Y, worden t,oegevocgd - 
(4a. b) en (sa, b) voleens nnnt 03.2 vdn lil. 1 Van de 

Zij geldt voor liet deel van den vleugel tusscben twe: 
opeenvolgende ribben i en i + 1. Haar oplossing is 

. .  ' 

Si< x<  xi+L : X = $+)Xi + #i(x)xi+l + wi(r). (4.1) ~ , ,  . . ,  I .  
10 anbekenden D#,, D,,, M,, Ms, D,,, Dg?, Y,, Y2, lb  en to 
zijn er dus 3 statiseh onbcpaald. AIS statisch 'onbepaalden 
worden Y ,  en Y, gekozen, terwijl als derde dc hulpgrootheid 
X wordt ingevoerd die dezclfde betcckenis beeft als in 
.lit. ?. De belastingen D8,0, Ds2, M,O en fif2 van het 
statiseh bcpaalde hoofdsysteem (X E Yl E' Yz 0, dus 

' lo  = 0) volgcn daarna (vergclijk punt 03.2 van lit. 1) uit 
de vergelijkingen (7a-d). De inyendige helastingcn van 
liggers en bekleeding kunnen nu worden gcschrevcn in den 
vorm 

ab Y ,  + Y% 
(3.1) 2 0  * l = - X ' +  A b X - ,  I .  2 0  

M ,  = Ai',' t b X ,  

M - A f e o - - ' b X .  , (3.5) 

(3.4) 
I 

. : ? -  
De belastingen die op een rib aangrijpen onderschciden 

sich slcchts van die welke bij den vleugcl met torsieslappe 
liggers optreden door de aanwezigheid van de momenten 
AtY, en AiYB. Deze kunnen, omdat zij eveneens op het 
stave decl van de rib aangrijpen, mordcn samengenomen 
met de momenten ---M,Aitg a, resp.MzAi tg a,. 

De dwarskracht in den ribwand is dan op grond van kle 
in lit. 1 gegeven afleiding 

. . 

waarin 'p cn # functies van x zijn, die in x i  de waarden 
1 r q .  0 en in pi+, de Tvaardcn 0 rcsp.' 1 hebben, terwijl 
ui(z) een functje van x is die den factor Y,  4 Ya bevnt 
en die in x i  en ai+l de waarde nul hccft. Daarmee is de 
aard van de statisch onbepaalde grootheid X nader om- 
schreven; zij is niet als functie van x statisch onbepaald, 
doch de statische onbcpaaldheid bepcrkt zich tot  de functie- 

Per vleugelbelftzijn er n ribhen. Bij de buitcnstc ribbeni 
is, omdat buiten rib n Y,:Y2y,' en. 1 nul zijn, hct buigcnde 
moment in den ligger M = M a ,  .modat X, = 0. Bij een' 
willekeurige belasting iijn er dus 2 (n - 1) waarden van 
' X i ,  2n--1 waarden van Y I i  en 2n-1 waarden van Yni 
die niet door evenwichtsvergelijkingcn zijn bepaald. De 
construetic' is dus in het algemeen 2 (3n-Z)-voudig sta- 
tisch onbepaald. Rij synimetrische of antimctrische belas- 
tingen zijn de statisch onbepaalden X i  in cen punt en zijn 
spiegelhceld afhankelijk en zijn de statisch onbepaalden 
YLi en Yti in cen interval en zijn spiegelbeeld afhankelijk; 
het aantal statisch onbepaalden neemt dan tot  %---I af. 

De bepaling van 'p, # en w baart in het algemeen bij- 
, zonderc moeilijkheden, omdat de co&ffici@nten v a n ' X  en 

haar afge!eidcn en van Y, + Y ,  in  de differeritiaalvergelij- 
king doorgaans veranderlijk zijn met x. In  liet hijzondcre 
geval dat de vleugeldooorsncde bij toenemende x gelijk- 
vormig Geraudert, heeft de oplossing >en eenvoudige ge- 

daante. In dat geval geldt namclijk - b = - h. =- h. = 

waarden van X in de' punten x i .  ~. 1 '  . 

b' h,' It,' 

bz h, e, h,e, . zoodat A = 0: voorts zijn -, - en - 0 0  0 
- ha,' ho' - -5- 

h.. he, 
ona<hankei;;k van x. 

Dzarmee gaat de differentiaalvcrgclijking over in (10). 
De waarden van 0. en 4, worden dan geyeven door (loa), _. ..  . . 
terwijl wi = 0 is. 

Deze oplossing !an, zooals in  lit. 1 voor den vleugel 
zonder torsiebuizen uitvoerig is geargumentee@, als be- 
nadcringsoplossing voor het meet- algemcene geval, .waarin 
de vleugeldoorsnede niet gelijkvormig verandcrt, worden 
aangenomen. 

D * ,  ' D, = h& 
ah 

aaar in 
I 

D* = -$ [,VI + M ,  (Atg a, - e, 

I t  A h  ' A tga,  - ea y) - 
L 05. *De voorwaarde voor minimalen vormverande- 

-D;,Ae, + b* A t i L + -  AY AY, ' (3.6) ringsarbeid. 

Van den vorm~.eranderingsarbeid per, vleugelhelft, "a1 .I 
Voor hct evenmicht van de beklecding behouden de in 

punt 03.4 van lh. 1 gegeven beschouwingen, in het 
bijzonder vergelijking (14), onvcrandirrd hiin gcldigheid. 
Tenslotte volgt uit het evennicht van de torsiebniz& tUS. 
schcn de ribben i en i + 1 dat de torsiemomcnten Y ,  en Y,  

A = A ,  + . A , +  A ,  + A,,+ AR. 

worden A,, A8, A ,  en A R  gegcven in punt 05 van lit. 1, 
tenvijl de 

, 
in de 

I ,  tusschcn twec opeenvolgende ribben constant zijn. De 

xi<x<xi+,. Bij een vlcugcl met n ribben per vleugclhelft 

L 

" (5.1) 

N~~~ anaiogie Van vergeiijking (18) kan de arbeid lvordcn 

tot de functiewaarden Y,i en YBi in dcintervallen A , , = f / ( ' P + S )  s,, s,, d x .  . .  
statische onbcpwldhcid van Y ,  en Ya beperkt zich dus 

0 

2i.b er in het algemeen (2n-1) statisch onbepaaide waarden 
van Y,i,en YSi elk. , .  gescbrevcn in den vorm 

04. De differentiaalvergelijking voor de s ta t isch Xi+, 
onbepaalde X. 

' . A . =  2 / J (5, X ,  X',  Y,, YJdx + 
Onder invocring van (3.1 t im 5) gaat de evenwichts- i - 0  

verneliikine (l$l van lit. 1. nunt 03.4. over in een lineaire x i  - .  I I ,  . I  

diffefentiaalvergelij~ing van de 2de orde in X, die over- n + I: Ai [X,X'-, AX',(?,  + Y&, AY,, AYJ. (5.2). I eenkomt met vergelijkine (14) van lit. 1, punt 04, waaraan '-. 
1-1 - . 

in het linker lid zijn tocgcvoegd de termin 
Hierin zijn xo = 0 en xm+, = L. Bij dezc notatie zijn in de ("'" ) '1. ' 0 pupten x = 0 resp.. L geen ribben vcrondcrstcld. AIS 
er in liet midden en aan de tippen we1 ribben voorkomen, 

-(Y, + Y2) [i (2) ' + 2 (g) ' 
~ 

+G 20 
~~ 

$1 de der vergelijkinge; i,, dit rap- 
port versehilt vm die in lit. 1, WOrdt in.het "dgende de vor. 
melding dat een vergelijking in lit. 1 voorkomt in den 
weggelaten'. eerste variatic van A, 

beteckent dit  dat  xl = 0 en xn = L, zoodat de intervallen 
x0 - a, en % - x,+, de lengte nul hebbcn.. 

Uit de stelling van CASTIGLIANO volgt nu dat de 



-i 
De (n-2) vergelijkingen (22), de (n--1) vergelijkingen 

(%a), de (18-1) vergelijkingen (3.G),  de 4 vergelijkingen (23), 
(24) en (5.7, 8) en de 4 vergelijkingen,(25a), (%a), (5.9a), 

. - .  . (5.lOa) of (25b3, (26b). (5.9b). (%lob) varmen een svstccm 
van (3 n+4) ;er&lijkingen 'dat volkoende is voor "de be- 
paling van $e (3 n+4) grootheden &, X,, . . . . X.,,, + (,$-)i SX,'- +.(&) i SAiX' t' 

(5,3{ . De in de vormveranderingsvergelijking~n (ZZ), (5 .5 ) ,  (Si), 
. (ZGa), (2Gb);.(5.9b) en (5.10b) vborkomende iategralen over 

J en de termen welki op de ribvervorniingenbetrekking 
hehben, kunnen op gehecl overeenkomstige wijze als'in de 
punten (07.1, 2) van lit. 1 worden uitgedrukt in de groat- ~ 

heden Xi, y,i, y 2 ,  en (le functies '9 i ,  +$, wi ,  ~~b~~~~ 
makende van de henadoring van ~, + e n  volgens punt 04 
g a m  de genoemde vergelijkingen achtercenvolgens over in 

nul is bij iedere variatik van X e n  de daarmee samenhangen- 
de variatie van X', van Yl en van Yz die aan de evenwichti- 

.voorwaarden voldoen: De in verband met bet evcnwicht 
rnogelijke variaties-van X, X'.en A,X' wonlen g e w e n  
door (20a, b, c); terwijl blijkens de laatste. alinea van 
punt 03 van d i t  rapport 

(5.4) SY, = SYLi; SA6'Yl = SY,, - SY,, , 
SY, = SY,,; SA,Y, = SY,, - SY,, {-, . 

AI deae uitdrukkingen substitueerend in (3.3) en ordenend 
, naar SX;, SY,, en SY;, volgt een uitdrukking voor SA'  

waarvan het eerste deel geljjk is ann bet tweede lid van 
,vergelijking (21), terwijl taegcvoegd is een aantal soort- 
gelijke termen die een der variaties SY,, of SY,, (i = 
= 0, 1, 2, . . . . TL) bevatten. 

Omdat de variaties SX, (i  = 2, 3, . . . . n - I), SYIi, 
SY,, (i = 1, 2, . .'. . n - 1) onafhankclijk van elkaar iedere 
willekeurige waarde kunnen aannemen zander met' de 
evenwichtsvoorwsarden in conflict te komcn, moeten nlle 
coefficii'nten deaer S X , ,  S Y , , ,  SY,, op aichzelf nul zijn 
opdat am SA = 0 voldaan zdl aijn.,Daaruit volgen voor 
iedere i = 2, 3, . . . . n-1 de vergelijkingen (22) en voor 
iedere i = 1, 2, . . . . n - 1 

a 

'. 

Omdat de belastingen buiten r ib  n wegens het onthreken 
van een rib n + 1 statisch hepaald zijn, gelden de even- 
wichtsvootwaarden (23) en (24) en voarts \ 

Y,,  = 0; Y ~ "  = n. (5 .  7, 8) 

Dan zijn'SX,,, = SX, = SY,, = SY,, =' 0 en wordt 
geen nadere eisch gesteld ten aanzien van de co5fficiiinten 
van deze groothcden. 

Voor de waarden der coefficienten van SX,, S X , ,  SY,, en 
SY, moet onderscheid worden gemaakt tussclicn s y n -  
inetrische en antimetrische belastingen. 

Bij spmefrische belaking geldt 
/ 

y,, = 0, (5.9a) 

Ym = 0, ( 5  .loa) 

zoodat SY,, = SY,, = 0 en geen eisch wordt gesteld ten 
opzichte van de  wCfficiEnten Van SY,,,en SY,,. 

Wegens (5.9a) en' (5.lOa) kunnen vervolgens de rand- 
voorwaarden (2%) en (%a) uit  lit. 1 worden overgonomen. 

Bij untimefrjsche belasting gelden de randvoorvaarden 
(Z5h) en (26b) en voorts vindt men door de coEfficiEntcn0 
van SY,, en SY,, gelijk aan nul ,te stellen 

, 
' ,  I .  
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1 - 
UO =.-Qo I I l ~ ( ~ @ ) , 4 ( ~ J f L o ) a  {@ IT'I + (~&,}, 
- - 
uo = -Qo 111 - (kc&), + MIo { 0. CY'] + (kczcs),}. 

Bij symnietrische belasting bedenke men voorts dat in 
(6.1) voor i = 2 en in (6,2), (6.8) en (6.4) voor i,= 1 moet 
nordcn gesteld X ,  = X,, Y,,  = Yz0 = 0. Bij antimetrische 
belasting moet in (6.1) voor i = 2 en in(6.2) en (0.3) yoor, 
i = 1 worden gcsteld X, = -(M,~/bj0. 

De coefficienten u, u, w ,  u, v, w, u, u, w en de belastings- 

termen U, U, U zijn a l l ~  bekend bij cen gegeven vleugel 
met gegeven uitwendige belastingen. Een schema van de 
coefficienten der momenteiivergelijkiirgen is in fig. 3 ge- 
geven. Het ,blijkt dat dit  schema syipmetriseh is ten op- 
zichte van de hoofddiagonaal. Immers ieldt  algemccn 
blijkens het voorafgaaande, 

) *  

- - _  - - - - - _  
- _ -  

- 

- ) .  
- 

u . .  = u.. ),. us, = uj;. . mi, = uji. - 
(6.7) i 

- - - -  
u . . = u . . ,  * , . . = v . . ,  
11 I*  11 1, 

"1 71' 

- - - - 
m.. = w . .  

Een uitaondering hierop vofmen slechts de ongelijkheden 

.~,~=," us,. u,, & ul, en wll u,, voor het geval van sy- 
nletrisclie helasting. Indien men echter met behulp van 
X, = X, uit (6.1) voor i = 2 en uit (G.2, 3) voor i = 1 
X,elimineert,.\,erkrijgt men in deze vergelijkingen als coeffi- 

cienten van X, resp. uno + uil, u , ~  + uI1 en + uL1, 
waawoor geldt 

- - - 

- - - - ! =  

u*o + ut, = ULt, 

- u10 + !,I = u,,, 

u,o + 7Ll1 = w,,. 

coefficienten van XI . . . . . . x*-,, Y Z O  ...... Y,,n-,. 

- -  
- -  

Deze reciprociteitsbetrekkingen maken dat de matrix der 

Y*o .I.... Ye, n-, weder symmetrisch is 4). 
~ 

9 Bij antimetrisehe belasting kunnen de termen u;,Xo, 
E,& eni,,X, (zk fig:Sj worden gevokgd bij de tweede leden 
U, resp. E, resp. E,, omdat X ,  geen onbekende is. 

- 
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pe symmetiie van de matrix der coifficiiinten ,kan op 
meer directe wijze worden bewezen, namelijk door middel . , 
van de stelling van NAXWELL over de reciprociteit van ip- 
vloedsgetallen. Dit bewijs, waarbij moet worden ingtgaan ' 
op de physisclrc'beteekenis van de 3 groepen van vergelij- 
kingen (6.1, 4), (6.2,s) en (6.3, e), wordt hier echter achter- 
wege gelaten. 

07. Vereenvoudigingen. ' , 

07.i De vleugel met volkomen slijjoe ribbm. 
Bij den vleugel met volkomen stijve ribben worden ae 

koefficienten k = 0, waardoor het  aantal termen van (6.1, 
2, 3) met 6 en van (6.4, 5 ,  6) met 3 vermindert. Tevens 
geldt nu. ' . -  - - 

vi , i - ,  = w e ,  ,_,endus ooku;, f +  = u,, ,+ 1, , 
1 

- - - 
0.. = u..=itr. = u . .  

I f  , I  *I 11, - - - -  , .  

U , =  u;. . . 

Met behulp van dek gclijkhcden blijkt dat (6.1) - en 
evenzoo (6.4)q- zoodanig ken wordcn gesclireven dat Y ,  
en Y ,  uitsluitend in de cocnbinatie Y = Y; + Yn voor- 
komen. Voorts blijkcn (6.2) en (6.8) - en evenzoo (6.5) en 
(6.6) - te kunnen worden gcconibineerd tot  een enkele 
vergelijking die in plaats van Yl en Ya bun sorn Y, + Y2 
hevat. Daarmede vcrkrijgt men vergelijkingen die op vol- 
komen >dezelfde wijze %ijn gehouwd als de vergelijkingen 
voor e m  vleugel met slechts &n torsiehuis, 'b.v. hij 
den voorligger. Deze torsichuis neemt dan het rnoment 
Y = Y, + Y2 pp. W i t  de idcntiteit van de coiifficieritcn 

uii volgt dat de torsiestijfheid S ,  van deze ver;angingsbuis 
wordt gegeven dour 

- 

c 

Voorts' blijken de torsiemomentcn Y ,  en YB tot  Y t e  
+aan in het verband 

1 
.: I F- [I1 

Dczc formules kan men ook afleiden door pcbruik t e  
maken van de overweging da t  beide torsiebuizen hij vol- 
konren stijve rihbcn tusschen 2 apeenwlgende ribben ge- 
lijke hoeken nroeten tordeeren en dat zij in hun meclisnisch 
effect kunnen worden ver<,angen door een enkele torsiehuis 
die hij het moincnt Y = Y, + Yl dcnzelfdcn torsiehoek 
krijg. Deze. voorwaarden van gelijkc torsiehocken luidcn 

1 
Y1;(&),llI = YZ; (&) zL.2 i I11 = y; ( s , ) ; [ l l .  

Zij leveren eveneens (7.1, 2) op. 
Voor het eeval dat in het interval i'de verhoudink van 

s,, en S,,Dconstant is, kunnen (7.1, 2) worden vereen- 
voudigd tot  

- s, = s,, 3- s,, , (7.3) 

y,; = (%)iY' 9 (7.4a) 

' Schrijft men, na invoering van de' vervangingshuis met 
tarsicstijfheid S ,  en met k = 0, de vergelijkingcn (0.1, 2, 4 
en 5)  uit - waarbij dus Y,, dbor Y, en S,,, door S,; yar- 

0 

. 
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Symmetrische belasling. 
x, = x,; Y,, = Y*o = 0. 

(6.5)  en (6.6) vervallen. 

Bijzondere waarden van u,,, u , ~ ,  v,,, m,,, Up 

, 

STATISCHI I 1 

Anfi&etrische belasting. 
X, .=  -(M,'/b)o. 

Bijzondere waarden van u,,, u,,, = uol, 
(6.5) en (0.6) gelden. - 

- - - - - -  _ - - _ -  
, mlO = uoI. vao, woo, %, woo. u,, u, en Uo. , 

'den vervangen, terwijl Yac = 0 s o r d t  gesteld 6) L dan bliikt ' voorts voor symmetrische belasting 
dat vervolgens de  onhekenderi Yi  kunnen worden geelimi- 
neerd. Daarmede verkrijgt men het volgende systeem van 

VI1 - 

011 

X 2  = Ul-=-U,(7.6a) 
recursieverge-elijkingen 

vi. 1-1 vi-1. i-l 

Ui-1. i-1 

en voor antimetrische helasting 
ui, i-l 

= u L - ~ u a - ~  VI0 - VI1 - u,. (7.Fb) 
vi. i-1 - u;i - a00 VI, 

= ll- 7 ui-1-= u;,voori=2,3 . . . n-1; (7.5) 

den dat de coafficignten van syst 8yz, moeten zijn, slappe liggers; haar oplossing wordt dus op 'de  in 1 

5 

vi-1. i-l v i i  Deze vergelijkingen liebben dezelfde gedaante als die 
Yoor den vleugel met stijve ribben en volkomen torsie- 

onder punt 10.1 aangegeven wijze verkregen. 

8 )  De vergelijkingen (6.3,6), die zijn afgeleid "it de voorwaa~. 

komen t e  vervallen. 



Nadat de grdotheden X ,  zijn gevonden;volgen de torsie- 
momenten Yzi$ Y,; uit 

voori = 1 , 2 . .  . . . n-1 ; (7.7) 

Yo = 0 (7 .W 

voorts voor symmetrische belasting / 

en voor antimetrische belasting 

en uit devergelijkingen(7.2a, b) of(7.4a, h). 
' 1  

07.2 Benaderingsoplossing bij eindige stijfheid dtrribben. 

Voor dit geval !an een benaderingsoplossing worden ge- 
vonden door eveneens beide torsiebuizen te vervangen door 

,AI  buis met de door (7.1) uf(7.3) gedefinieerde torsiestijfbeid. 
Deze oplossing zou exact zijn wanneei de hoekverdraaiingen 
van voorste en achterste torsiebuis atan elkaar gelijk zouden 
'zijn, d.w.z. wanneer hp, = zou zijn; zij levert dus een 
betere beiiadering naarrnate h,,/hb, minder afwijkt +an 1,O. 
Het is waarschijnlijk dat in alle practisch voorkomende 
geyallen deze henaderingsopiassjn,n voldoende nauwkeurig 
is. Bij deze benaderingsoplossing vervallen de ' verge- 
lijkingen (6.8) en (6.6) en de randvoorwaarde (5.8);  in de 
vergelijkingen (6.1), (G.2), (0.4) en (6.5) en de randvoorwaar- 
de (3.7) wordt Y, ,  door Y, en S;,< door S,, vervangen, ter- 
wijl dc tcrmen met Yni vervallen. 

08. De oplossingsmethode ,de r  momentenverge- . .  lijkingen. 
08.1 De uleugel zonder eindrib. 

De oplassing van bet systeem van lineaire vergelijkingen 
(6.1 t/m 6) wordt als volgt samengesteld 

x = x,, + T , X h l +  72X,, +r ,x ,3  +r,X,, 3 )  

Yn = I'*nh + 71 YIhl + r, Y*h* + Ta Y*h3 + 74  Y*hA' i yl = Yl"]~ + Ylhl + 'a Y l ] ~ Z f  Ylh3 + r4 Y>h4' 

waarin X,,,  Y,,,, Y2nh oplossingen zijn van de niet-homo- 
gene vergelijkingen met zekcre wjllekeurige peginwaarden 

,Y,,, (j  = 1, 2, 8, 4) uliderling onafhankelijke oplossingen 
zijn van de homogene vergelijkingen ( U ,  = U,  = U,  = 
0) met zekere onderling onsflkznkclijke willekeurige be- 
ginwaarden in ipl en xl .  ( X h J l ,  ( X h j ) 2 ,  (I-,& (YZhj),,  b.v. 

in zI en a,, (X,,),, (X,,),, (lilnh),, (Ylnh)19 terwijl X h j ,  Ylhj. 
- - - 

( x , ? ~  = 1, (X,A = 0, (Y,~ , ) ,  = 0, ( Y ~ ~ , ) ~  = 0: 

(X,A = 0, (X,A = 1, = 0, (Y,,,), = 0; 

( X h &  = 0, (X,& 0, w,,,), = 1, (lr2,dL = 0; 

(xh4), = 0% (F,,A = 0, = 0, (~d, = 1. 

. 
1. 

r1 t/m ra zijn constxnten, die volgen uit de vanrwaarde dat 
de resulteerende oplossing moct voldoen aan de randvoor- 
waarden (28), (24) en (5. 7,s). 

De oplossingen van de,homogene en niet-homogene ver- 
gelijkingen worden als volgt bepaald. Bij antimetrisehe be- 
lasting vindt men Y,,,en Y20 uit (6.5) cn (6.6); bij symme- 
trische helasting geldt Y,, = I;. .= 0. Uit het drietal ver- 
gelijkingen (6.2) voor i = 1, (6.3) voor i =1 en (6.4)volgen 
daarna X;, Y,, en YS2; uit bet drietal vergelijkingen 
(6.1, 2, 3) voor i = 2 volgen X,, Y13 en YS3,enz. #). 

De wijze van oplossing 'van de-vergelykingen (7.5, 6) 
voor den v!eugel mct volkamen stijve ribben is reeds be- 
sproken in punt 07.1. . 

, 

6, Bij antimetrisebe belasting moet voor oplorsing van de 
homogene vergelijkingen in  (25b) wbrden gestel? (M,O), = 0, 
dus x, z . 0 .  Zie lit. (1, punt 10.1. 

08.2. 0; vleugel md eindrib. 
Bij vleugels met vervormbare ribben worden de eoef- 

ficienten in de (n-1)-ste momentenvergelijking die cn be- 
vatten onbepaald, omdat zij afhangen van de vleugelcon-. 
struetie buiten rib n. Dezelfde moeilijkheid is in lil. 1 be- 
sproken. Zij kan worden vermeden met behulp van de in 
punt 10.2 van lit. 1 besproken kunstgreep, die daarin be- 
staat dat  de vleugel huiten de eindrib n met een willekeurig 
stuk verlengd wordt gedacht. Op den z w  antstanen vleugel 
is de normale pplossingsmethode van toepassing. 

08.3 Benudering uan de optredende integralen. 
Benaderingsformules voor de in de coefficienten u en de 

tweede leden U optredende integralen zijn gegeven in de 
hijlage van lit. I (z ie  ook punt 10.3 van lit. 1). Benaderings- 
formules voor de overige integralen worden gegevcn in de 
bijlage bij dit rapport. Omdat in het gen'oonlijk aanaezige. 
geval, datnamelijk d ,  = d,> d, = do,  de termen T [4] resp. 
r [TI zich verhouden tot E, [4'] resp. Q [?'I als h' : 1 en 
omdat rslechts optreedt in de combinaties r [v] + Q [q'] en 
r [ $1 + @ [+'I n h d t  r voldoende nauakeurig benaderd 
door een constante die gelijk is aan de waarde van r in 
hct midden van het veld. De overige funeties 0, a en Q zijn 
henaderd door paraboliscbe functies door de randwaarden . 
en de waarde in het midden van het interval. 

09. Samenvatting. 

, 

De in lit. 1 gegeven berekeningsmetbode VOOT bet bepalen 
van de spanningsverdeeling in vleugels met 2 nict-'even- 
wijdige liggers die volkomen torsieslap gedaclrt zijn, ver- 
hondcn door elastisch vervormbare ribben en bkkleeding, 
wordt uitgcbxeid tot ,het  geval dat de liggers een eindige tor- 
siestijfheid bezitter!. €let vleugelschema dnderscheidt eich 
alleen van het in lit. 1 heschouwde (zie punt 11 van lit. 1) 
doordat de torsiestijfheden van de liggers hierin worden 
gerepresenteerd ' door torsiebuizen' waarvan de lengte- 
assen evenwijdig aan de r-as zijn en die aan de in hun vlak 
yolkomen stijf gedacbte deelen van de ribben voor het voor- 
ligger- resp. acliter.liet achterliggervlak zijn verbonden. 

Voor dit  systceni, belast door krachten loodrecht op liet 
vleugelvlak, worden nit ,de voorwaarde van het minimaal 
zijn der vervormingsarbeid de 3n-1 vormveranderings- 
voorwaarden (6.116) voor de 3n-1 statisch onbepaal- 

Y20, Y,,, .... Yz,"-l opgesteld; de groatbeden Xi be- 
treffen de huigendemomentenin deliggers bij rib i ,  de groot- 
heden Yli en Yai hetreffen de torsiemomenten resp. in de 
voorste en de uchterste tarsiehuis tussehen de ribben i 
en i + 1. De vergelijkingen (6.5, 6) zijn alleen geldig voor 
antimetrische belasting. Voor symmetrische belasting ver- 
vallrn aij; zij worden dan vcrvangen door de vcrgelijkingen 

Het systeem van vergelijkingen is recursief; iedere ver- 
gelijking bevat namelijk een aantal opeenvolgende groot- 
beden X, Y, en YB, De eoEffieiihten v in  deze grootbcden 
hebhen het karakter van invloedsgetallen. Het in fig. 8 
gegeven scbema van deze coefficienten is synrmetrisch ten 
opzichte van de hoofddiegonaal. 

lndien de ribben volkomen afschuifstijf warden veronder- 1 

steld kan de eonstructie aldus worden opgevat dat zij slechts 
een enkele torsiebuis b.v. bij den voqrligger bevat, waarvan , 
de stijfbeid gegeven is door (7.1) en die de som van beide 
torsiemomenten Y = Y ,  -+ .Y2 opneemt. De statisell on- 
bepaalden X volgen nit de vergdijkingen (7.5, 6); de,torsie- 
momenten Y ,  en Yn uit ( i . 2 , i  en 8). . 

AIS de ribben een eindige afschuifstijfheid hebben wordt 
een' gaede henadering van' de exacte spanningsverdeeling 
gevonden indien men eveneens beide torsiebuizen door een 
cnkele met de door (7.1) gedefinieerde stijflicid vervangt. 
nkn  heeft dan het vaordeel dat het n-tal statisch onbepaal-' 
den YSi  komt t e  vervallen. 

Veze benadering is beter naarmate h,Jh,, minder van hen 
afwijkt; zij is exact voor h,, = hBz. 

. 

de grootheden X,, X,, . .. . x,-,, Y,o, Y,,, . . . . Yl,"-*, 

Y,, L Y*o = 0. 

\ 
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- De uplossingsmethode der recursievergelijkingen, wordt 
in  punt 0 8  bespoken. In de bijlage zijn, ter aanvulling van 
de in  de bijlage van Zit. 1 vermelde, Venaderingsformnles 
gegeven vour de  in de coefficienten der vergelijkiugen up- 
.tredende integralen.van stijflieids-'en belastingsfuncties. 

10. Notaties; 

zijn de bolgeude notaties toegevoegd: 

' 

Q 

I 

\ . .  
. De nutaties zijn gelijk &an de in Zit. 1 gebruikte. Vuorts 11. ' Literatuuropgave. 

1. VAN DER KEUT, A. De spanningsverdeeling in vleugels met 
twee niet-evenyijdige liggers verbonden door elastisch ver- 
varmbnre ribben en bekleeding.' 
N.L.L.-Rapport S. 251. Verslngen en Verhandelingen X.L.L. 
Dee1 XII, blz. S: 15-32 (1948). 

~ . V A N ' D ~ R  NEUT, A. Hnndleiding voor de uitvoering der 
sterkteherekening van yrijdragende vleugek van het 

Technisclre Mededeeling. .N.L.L.-Rapport S. 250 (1941). 
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6 .  1 b* 

\ tweeliggertype. ' 

' u ,  , .  u, w 

u ,  v ,  WJ 
' - '- - 1, (punt 07.3); ' 
u, 0 ,  w 

' s w  torsiestijfheid van - een ligger; - 
'T 

R.S.L..Rapport S. 48. Verslagen en Verhandelingen R.S.L., 
coEffjcienten der momeitenvergelijkingen . . ded VI, hlz. 67-83 (1031). 

Bijlage. 
- _ _  _ _ _  

Enkele farmules ten bfhoeve van het rekenwerlc. , 

- _  1 i ' 2 %  . Vour de notaties zie bijlage van  lit. 1. 

.\. Ti [$I = Ti [VI = W J &  
V 1 1 

01 ['p'.] = -ei [$'I. 
Y 

U ,  . U ,  , fi 
wi 

. -  

torsiemumcnt in een ligger; 
belastingstermen der mqmentenvergelijkin- , 

particuliere gen,(punt 07.3); ' uplossing . 
vergelijkiqg vour X; wordt Fenaderd vulgens 
punt 04; , 

- 
_ _  

1 
vah- . 1, de differentiaal- ' ' Vour.de.integralcn52, [ll;(Q +-),[I];( s.", I R +&) WP i 111 

I % 

- .  
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Report S. 27.9. . . i e r i ch t  S. 279. 
I The stress distrlbutiqn In wings with two non-parallel Die Spannungsverteilung in Fliigel" tmit iwei  nieht- 

torsionally rlgid spars, interconnected by elastically parallelen torsionsstelfen Holmer,, . verbunden durch 
deformable r ibs  and skin. elastisch verfarmbare Rippen une Beplankung. 

sum mar^. Zusammenfmsung. 

The method fur calculating the stress distribution in wings 
with 2 "an-parallel spars; which arc assumed to have no tor- 
sional.'rigidity, as given in Tef.,l 7) is extended for the case that 
the spars have a finite torsiopal rigidity. Thc ying'seheme 
differs only from that.eonsidered in wj'.l by the addition of 
torsion tubes which represent the torsional rigidities of the 
spars. They are assumed parallel to  the axis of e and are con- 
ncctid to the. parts of the ribs in front of the front spar.and 
behind the rear spar. Only the'parts of the ribs between the 
spars arc assumed deformable in their plane (in shear only). 

The loads are applied normally to, the plane of the wing and 
are assumed t o  be symmetrical or antimetrical. 
In the szme way as im,ref. 1 a system oP~PL-I linear algebraic 

(equations (G.1) to  (0.0) incl. is derived from Cns~~cLlaNo's  
theorem of lcast work, which suffiec to determine tbe 3n-1 

.statically indeterminate quantities X,, X,, . , . . . . X,,-l, Y,,, 
Y,,, . .. , . . Yi,  n_,, Ys0, YX,;. , , . . ~ _  Y2,--,; Xi refers to the 
bending .moments in the.spars a t  rib i ,  Y,i and Yai are the 
torsional moments in front and rear spar tube resp. between 
the ribs i and i + 11. Fiom these (6.5) and (0.6) are only valid 
for antimetrical loading; far symmctrid loading they are 
replaced with Y,, = Y,,.= 0. The boundary conditions a t  the 
wing tip are given by equations (23) and (21) of ref. 1 and 
(5.7, 8) of this report. In the plane of symmetry X, = X, with 
symmetrical and X., = 

0 
The solution of the recurrent system of equations is com- 

7) See list of references, nu. 11. 

. I  

Die in [ l ] .?)  entwickelte DIethode zur Bestimmung der 
S p a n n u n g ~ ~ r t e i l ~ n g  in Fliigeln. mit zwei nicht:parallelen 
Malmen, drren Torsionssteifigkeit- im Flh&chema vernach- 
lissigt wird, wird erweitert fllr den Fall, dass die Holme cine 
endiiche Torsionssteifigkeit besitzen. Das Plhgelschemahmter- 
scheidet sieh von den, in [ 1 1  betraehteten nix dadureh, dass 
znei Torsionsrahre hinzugefhgt sind, *die die Torsionssteifig- 
kciten der Holme rcpresentieren. Ihre Achscn nerden par@lel 
zur e-Aehse angenornmen und sie sind an den in ihrcr Fliche 
vollkommen steif gedachten Teilen der Rippen vor dem 
.Vorderholm und hinter dem Hinterholm verbunden. Die Be- 

, lastung wird seskrecht zur Fl'lligelflaehe sngeenommen und ist 
symnetrisch oder nntimctrisch vertcilt. 

In gleicher Weise wie in [ I ]  ,Gird, ausgehend vpm CASTI- 
oLrAxo'sehen Satze, ein System von 8n-1 linearen Gleichu?: 
gen (6.1) bis (0.6) hqrgeleitet, das geniigt zur Ikstimmung der 
3%-1 S t  unbestimrriten Grdszen X,. X,, 

auf die biegenden Momepte in den Halinen bei Rippe i, Y l i  und 
Yni sind die Verdrehmomente in Vorder- und Hinterholm 
zwisehen den Rippen i und i + 1 .  Die Gleichungen (6.5) und 
(6.6) sind nur gdtig fhr antimetrisehe Belastung; an ihrer Stelk 
kommt fllr symmetrische Belastung Y,, = Yro .= 0.  Die Rand- 
bedingungen am Flhgelende sind (23) und (24) BUS [ $ ]  und 
(6.7, 8) BUS diesem Bericht. In der Symmetrie-Ebene gilt 
X, = X, bei symmetriseher qnd X ,  = - (+M,O 1'. bei anti- 

Y,m y,,, Y, ,  n-,, Y,,, Yal,  . . . . .'.Yz, "-,. x, 

. metriseher Belastung. 0 

7) Siehe Literaturver.eiehnis, Nr. l,l! I \  
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pdsed by superpolition of the sdlution of the "on-bomogeheous 
equations, starting from-certain arbitrary values of X for x s 

a, and 8 = as (see ref. 1, fig. 11) and of Y, and Ys for x = 4. 
and of four mutually independent solutions of the hpmo- 
ieneous lquations ( U  = U = U - (M,O), = 0) found in s n  
analogous way. The constants r, to r, incl. in the resulting 
solution (8.1) &re determined such that the boundary condi- 
tions a t  the wing tip are satisfied. When there is a rib a t  the 
wingtip thesolution is found bytheartificial measureoflengthe- 
ning the wing with an arbitrary part outside of the actual tip. 

For casei in which the ribs can be considered to  be infinitely 
rigid in their own plane the 2 torsion tubes can be replaced with 
one tube, whose torsional rigidityis defined by (7.1) and which 
takes up a torsional moment Y = Y, YV The system of 
equations reduces to  (7.5, 6). This system 15 formally identical 
with the system of equations derived in ref. 1; both systems csn 
therefore be solved in the same way. After having solved for 
the Xi, thk Y,, and Yoi follow from the equations (7.2, 7 and 8). 

For the general ease an approximate solution can be found 
by introducing the same single torsion tube, e.g. a t , thc front 
spar, thereby eliminating the n unknowns YZi. The approxima- 
tion is the better, the less the ratio hB,/hbn ( ~ e e  ref. 1, fig. 7) 
differs from one; for hb,/hp,  = 1,tFs solution ~8 exset. 

Having computed the quantities Xi, ,Y,i, Yni the bending 
moments in the spars follow from equatlons (3.4,5), the shear 
forces in the spar webs from (3.2, a) and the shear forces per 
unit of length in the skin from (8.1). In these equations X 
is computed from (4.1) with wj(x) = 0 and equation (16a) of 
ref. 1, whereas Y, = YIi and Ye, :  Y2< 

The appendix gives - In addition to the formulas given 
in the appendix to  ref. 1 - some formulas for the numerical 
evaluation of the integrals appearing in the 'coefficients of 
the equations (O. l /G) .  

The notations usedare the same as those in ref. 1. Additional 
notations are 

- - -  

( 

8, torsianal rigidity of n spsr; 
1 , Y torsional moment in a spar; , 

the notations given in no. 11 of this report and the notations 

u, w, u, u, w, u, v ,  w, U ,  U ,  which are defined in no. OB of this 
report. 

- _ -  - - - - - - - - - 

, 
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Dip Liisung des rekursierenden Gleichungssystems wird anf- 
gebaut BUS einer Lasung der nieht-homogene" Gleichungen, 
ausgebend von bestimmten beliebigen Werten yon X fur 
x = x, und X = x, (siehe [ 11, Abb. 11) und von Yl und Ya far 
re = I,, und BUS 4 von einander unabhlngigen Liisungen der 
homogenen Gleichungen ( U  = e = a = (Mlo)o' = a), die in 
nnaloger Weise bestimmt werden. Die Konstanten I, his T, der 
resultierenden L6,sung (8.1) weiden bestimmt BUS der Bedin- 
gung, dass die Randbedingungen am Fliigelende befriedigt 
werden mussen. Bei Flugeln mit einer Rippe am Fliigelende 
werden die Lasungen gefunden mit Hilfe des Kunstgriffs den 
Fliigel mit einem beliebig angenommenen Teil vedahgert zu 
denken. 

Wenn die Rippen vollkommen steif in ihrer Fliche ange- 
nommen werden konnen, kiln" man die ewei Tarsionsrohre 
ersetzen durch ein einziges Habr, dessen Torsionssteifigkeit 
von (7.1) dargestellt wird und das ein Torsionsmoment 
Y = Y ,  + Ys aufnimmt. Das Gleichungssy.stem vereinfacht 
sich zu (7.5, 6). Dieses System ist formal identisch mit dem in 
[ 11 hergeleiteten Gieichungssystem und kann also in gleicber 
Weise gclOst werden. Naeb Auflossung der Xi folgen, die, Gri)ssen 

Fiir den allgemeinen Fall kann eine NPherungsliisung be- 
rtimmt werden, indem man such dasselbe einzige Torsionsrohr 
einfiihrt, z.B. am Vorderha1m;'dsdurch werden die n Unbe- 
kannten Yaf eliminiert. Diese Niherung ist umso besser, desto 
weniger das Verhiiltnis hB,/ha, (siehe 111, Abb. 7) von eins ab. 
weicbt; fur ha,/hB2 = 1 ist die so be.stimmte Msung exakt. 

Sind die X. Y,<, Y Z j  bestimmt worden, dann folgen die 
Biegemoment;'in den Holmen BUS (3.4, 5 ) ;  dik Querkrnfte in 
den IIolmstegen nus (3.2, 3) und die Sehubkriifte pro LBngen- 
einheit in der Beplankung BUS (3.1). Indiesen Gieichuigcn wird 
X bereebnet aus (4.1) mitwj(x) = 0 und den Gleichungpn (loa) 
aus [I], wahrend Y, 7 Ylj und Y2 = Ypi 

Im Anbang sind -in Erweiterung der im Anbang zu [ 1 ] pe- 
gebenen Formeln - einige weitere Formeln zur numerischen 
Herechnung der in den Koeffizienten der Gieichuligen (8.1/0) 
auftretenden Integralen gegeben worden. 

- 

Y,, und Yrj a u ~  (7.2, 7 una 8). 1 

Die in [ 1 ] benuttten Formelzeiehen sind auch hier verwendet 
worden. Weitere Formelzeichen sind 

S ,  Torsionssteifigkeit eines Holmes; 
' Y Torsionsmoment in einem Holme; 

die in Nr. 1i gegebenen Formelzeichen und die, in Nr. OB 

definierten Formelzeichen u, w, u, v ,  w ,  u, v, w, U ,  und F. 
- -- - - - - - - - - 
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De luchtkrachten die op vastgehouden vleugels of staartvlakken 
ontstaan door roer- of klepuitslag 

.’ 

door , 

ir:F. J. PLANTEMA. 

Overzicht. 
De theoretische en cxperimentehe gegevens over de grootte en de verdeeling van de luchtkrachten die ontstaan 

door raeruitslag worden uitgewerkt ‘en met elkaar vergeleken. 

Indeeling . 
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dr J c  
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aca. co a 4 
4. SamenGatting. 
5 .  Notaties. 
6.  Literatuurbpgave. 

4 tahellen. ’ 

11 figure”. 

1. In i e idhe .  
I 

Bij dc voorbereiding van een onderzoek naar de sterkte 
van vliegtuigvleugels tegenover de belastingen die optreden 
in rolbenegingen bleek dat onvoldoendc gegevens beschik- 
baar waren over de grootte en de verdeeling, zouwel in de 
richting van de spanwijdte als in koorderichting, van de 
luchtkrachten die op den vastgehuuden vleugel en op het 
rolroer ontstaan door rolroeruitslag. De theoretische ver- 
handelingen over dit  anderwerp betreffen sterk geschema- 
tiseerde gevallcn; zij gelden bovendien slechts voor kleine 
invalshoeken en roeruitslagen. Experimenteele gegevens 
over de belastingen op vleugels en staartvlakken ’ met 
roeren (of kleppen) bij verschillende invalshoeken en roer- 
uitslagen zijn in grooten getale in de literatuur verspreid. 
A m  de bovengenoemde wagen werd echter in den regel 
geen speciale aandacht geschonken. 

Dit rapport geeft hct resultaat van de uitwerking .van 
alle besehikbare gegevens. Met het oog op de evenecns 
,,.enscllelijke verbetering vBn de bestaan& voorscllriften Hierin gelden allc differeptiaalquotiEnten, met uitzondering 
voor klcpuitslag en roeruitslag van staartvlakken is het 
onderzoek niet beoerkt tot eeecvens over Droeven on vlcu- 

l,an - JC”, _, JC., yoor de tweedimensionalr strooming*). au 
O Y  

gels met rolroeren, die overigens schaarscb zijn, maar zijn 
ook proeven op vleugels met verscbillende van ’) Indien hier en in het bolgende van een ,,vleugel” word: 

gesproken, mag danrvaor ook worden gelezen ,,staartvlak”. 

index y warden voorzien. Ter vereenvoudiging is deae wegge- 
laten waar gem verwarring mogelijk is, 

kleppen en OP staartvlnkkcn in bescllouwing genonlcn. 3, Feitelijk moeten alle differentiaalquotiEnt~n van een I 

I )  .Verkorte inhoud van het .interne N.L.L..rapport S.~ 258. 



ac., . - 1s de plaatsclijke draagkrachtsgradi&nt 'voor het invals- 

hoekverloop nu, = -, da t  acquivalent is met een mer- 

uitslag 6 = 1. Voor doorsncden buiten het rocr is -= C, 

Ja 
du 

, dc , 
da 
dr  

%v 
ai. a. maar 

blijft door (21.1). 

(:)Y = (%) A. Y ' t (%)< + (2)  i c  a/.% . 

= m, wodat - daar eindig is en gcdefinieerd 

Ui t  de formules (21.2 t /ni  4) volgcn de grootheden 

,(21.5) 

Uit vergelijking (21.5)4) blijkt dat bij de. uiteinden van 
het roer ecn discantinuiteit in' het drukpunt optreedt, zoo- 
dat de theorie in de buurt van deze plaatsen - en eveneens 
bij een einde van het roer da t  samenvalt met den vleugel- 
t ip -den werkelijken toestand niet juist weergeeft. De af- 
wijkingen worden veroorzaakt doordat de theorie de 
,,tipverliezen" aan de uiteinden van het roer bij een roer- 
uitslag 6 en een gelijktijdige invalshoekverandering 

du 
dr 

n~ ,= -~ - (dusnc ,  = n) 

niet in aanmerking neemt. Deze ',,tipverliezen" veroor- 
zaken dat de theoretische waarden van * 
I 

nabij de einden van bet roer in wcrkclijkheid niet worden 
gere.aliseerd. Daardoor zijn de plaatselijke waarden (d&, 

(% ),,, en (2) kleiner 'dan de theoretische 

waarden en zijn evcneens dc  voor de .rcsulteerende be- 

lasting geldende waarden d/t ,  (--) ac,, en (--) acme a, boor- ac, ac,, 
al bij kleine bJb, kleiner dan de thcoretischc .>r;tarden. 
Voor een vleugel met eeii.raer over de  volle spanwijdte 
zullen de afwijkingen in de laatstgenoemde waarden 
echter vermoedelijk van weinig beteekenis zijn. ' 

Voor het in di t  rapport beschourvde geval dat hct rocr 
ckn deet van het vleugelprofiel vorrnt en de brecdte van de 
spleet tusschen rocr en ervoor gclegen vleugeldeel zeer klein 
is in vcrielijking met de vleugelkoorde, levert ccn publicatic 
van I<iissxm en SCHWARZ (Ztt., 1) de. meeste gegevens. 
Deze publicatie heeft betrekking. op de twecdimensionale 
strooming on1 trillcnde vleugcls met een mer en een liulp' 
rocr. Onidat dc roerneus we1 steeds zoo gevormd is dat hij 
bij roeruitslag nict buiten bet vleugcloppervlak uitsteekt, 
moet worden verwacht dat de strooming door. de spleet 
minder sterk is dan bij den %leugel met roer die hetzelfde 
skelet heeft doch welks dikte gelijk 0 is. Daarom ,eijn in 
lit. 1 de twee grensgerallen van ongehinderdc strooming 
door de spleet (open spleet) en'volledig verhinderde stroo- 
ming door de spleet (gesloten spleet) beschouwd. De r e d -  
taten van lit. 1 voor eeii vleugel met roer (zonder hulproer) 
zijn voor deze tw.ec gevallen gegeven in Zit. 2 in'een voor den 
overgang op het stationnaire geval eenigszins ecnvoudigcr 
vonn, terwijl tevens wordt aangegeven hoe de bedoelde over- 

. .  
4) Zie ook fig. 5 .  . ~ . '  . . . . .  . : . . :. 
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Terkming N.L.L. 
De in de thtorie van lit. I heschouwde profielvorm. Fig. ?. 

gang moet geschieden. De uitvoering van deze aanwijzing 
levert voor bet geval dat de spleet ges lo tp  is, de formules 

(21.9) 

I t  
ac, z n t, 

(21.11a) (-) Jc,, = - - @ a , ,  

(h) = -- I t  1 - 2~ 1, $- 21np) 1 , (2l.llb) a, , t ,  

terivijl voor het geval van open spleet in' deze formules alle 
t e n "  die r bevatten vervallen. p is de. breedte, van de 

, spleet als fractie van f. De @ ' s  zijn functics van tJt alleen, 
waarvan in lit. 1 de formules en de numerieke waarden vow 
0 < t r / t  < 0,6 zijn gegeven. De formules zijn,overgenomen 
in  de lijst van notaties (punt 5 )  en ecn &el der nnmericke 
waarden'in tabel 1.' 

Uit bet bovenstaande blijkt dat  voor open spleet de 
roerasligging gden invloed heeft op de grootte en de ver- 
deeling der luchtkrachten en dat de luchtkrachten bij open 
spleet gelijk zijn aan die bij gesloten spleet en r = 0. Dit 
laatste geval is reeds eerder behandeld door GLAUERT 
(lit. 3), die deaelfde resultaten vindt. 

Bij gesloten spleet heeft de roerasligging invloed op de 
grootte e? deverdeclingvandeluchtkrachten. De vergelijkin- 
gen(21.9 t jm 12) zijn afgeleid met behulp van,denliniietover- 
gingap 4 0 ,  waarbij de grootheid p werd ge2lirnineerd 
met uitzondering van dcn term In p in de uitdrukking voor 

(%.),;, die - m wordt. De~eringnlariteitwordtin lit. 1 

verklaard met de opmerking dat de theorie is opgezet voor 
ecn oncindig dun profiel van den in fig. l a  gegeven vorm, 
waarbij de drukverdeeling is bepaald door- superpositie 
van de drukverdeelingen die bij de in fig. lb  en l e  gegeven 
proficlvormen behooren. Indien door een kleinc wijziging 
in den profielvorm de oneindig groote drukken die bij den 
limietovergang p i o  aan den achterrand van bet vaste 
vlak en aan den voorrand van het roer ontstaan, worden 
vcrmeden, zonden daarbij cs en em vermoedelijk niet of zeer 
weinig veranderen:Daarom kuMen c , e n  c,,, ook van toe- 

- 
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TABEL 1. 
Tlieoretisehe reraarden van de CJ-funclics. (ou 

0 l o  I 0  I CL m 
3,4871' 
1,8 

- 0,3055 

- 1  
- 1,1431 

0,4 

- 0,1348 

0 
- 0,13722 
- 0,28170 

-0,91417 
.- 1,24G33 

- 1,80574 

- 0 , m m  

- 1,57080 

. m  
5,12140 
3,64330 
2,09257 
1,14871 
0,48164 
0 

- 0,31830 

n '  
0.38 

1,92 

1,92 
2 

I) In  tabel 3 van lit. 1 is het teeken van OI8 foutief 

! 
/ 

0 . 0.1 '1.2 0.3 I 0.4 0 0.1 0.2 0.3 ,'O,* 
. .  

7 t P k m i n g N . L . L .  aCmr 
Fig. 2.  Thcoretische naarden ,.an * en (-) voor de tweedimcnsionale stroaniiq bij gesloten spleet. 

de' t ac, . u + 
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passing worden geacht op de werkelijke omstandiglieden. fig. 2b nug eens nitgezet als functie van (1--7) I&. Daarbij 
Met behulp van (21.9, 10, 12) kunnen de waarden van stellen de getrukken lijnen de,waarden van de heschouwde 

da  d ac,, gruutheid vuur in het geval 7 = 0 ( bf in liet geval van upen , 2 volgens (21.8) en ( volgens (21.7) worden spleet wanneer de abscis (1-r) f,/t wordt venmngen dour 
herekend. De resultaten zijn gegevcn in fig. 2a vuur gesloten k/% Fig. 2b @eft dus vuor den vleugel met gesluten spleet 
spleet; bij open spleet gelden de in fig. 2a vour 9 = 0 aan- .. een directe vergelijking van de gruotheid voor dewwerke- 
gegeven waarden voor iedere waarde van T .  6). lijken vleugel met die vour een vcrgelijkingsvlevgel waarbij : 

Bij de tuepassing van de bovengenoemde resultaten up 'llet ruer geen aerodynamisehe balanceexing bezit en .de 
een gegeven vle,ugd moct men een kenze milken tusschen roerkoorde gelijk is aan het achter de roeras gelegen deel 
die voor open en gesloten spleet. In  lit. 1 en 'z  wordt het van de werkelijke roerkourde, Het blijkt nu  dat in het 
vermoeden uitgesproken dat  or de in dit  rapport be- praetisch belangrijke gebied T < 113 de waarde? van dlt'en 
schoumde vleugel-roercombinaties, waarvoor de spleet lang da - vuor deze twee gevallen nagenoeg aan elkaar gelijk zijn, 

benadering van den werkelijken toestand zullen opleveren. 
Hieruver kan nog lret volgende worden opgemerkt. Bij niet.. terwill de waarden- van vuur liet werkelijke mer, 
t e  groote roerhoeken zal de new van het roer niet buiten "it die van een rOer met koarde (l--r)tr = 0 in zeer 
den onitrek van het vcrlengde profie1 van het voor het roer goede henadering kunnen worden bereken$ behulp 
gelegen vleugeldeel uitsteken. Men zUu dan geneigd z i b  Van een correctiefactor (1 + o,g T); aie fig. 4. (De invlued van de in fig. la, gegeven schematiseering, waarbij dit we1 het 

stand t e  beschouwen. maar men zou eerder vour de be- 

en snial is, de resultaten voor gesloten spleet een guede dr  j . .  

' 

geval is, riiet als representatief voor den werkelijken toe- 5 is verwaarloosbaar). . .  
paling van ca en c, den neus van het ruer als deel van het 
voor het roer gelegen vleugeldeel willen beschouwen en als 
roer allecn liet. achter de roeras gelegen deel van het roer 
in  aanmerking willen nenren. Zooals in punt 22 zal worden 
aangetoond, krijgt men dan toevalligerwijs nagenoeg de- 
zelfde resultaten als volgens lit. 1 voor gesloten spleet. 
Vour de bepalinz van c,~ en cmE is de lrier beduelde s@eema- 
.tiseering te globaal omdat met een t e  kleine roerkaurde 
wordt gerekend en omdat voor deze gruutheden de stroa- 
ming door de spleet nag we1 van beteekenis zal zijn; 
men kan dus.verwachten dst  in werkelijkheid c,, en cmE 
anders zullen zijn. De vraag in hocverre de theorie van lit. 1 
voor Acme betrouwbare resultaten oplevert moet door v a -  

' gelijking met experimenteele gegevens warden beant- 
wuord. 
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k m  

1.0 

De theuretiselie resultaten voor het driedimensionale Fig. 4. TheoTetische wiarden van k,. Voor %= 2~ zie 
geval kunnen norden berekend met hehulp van (21.1'en ook fig. 2b. aa 

ace, aa ' 5 t /m  12), indien sleclits de waarden van - - m.a.w. de 

circulatieverdeeling over den vleugel in y-richting - be- 
kend zijn. In het algemeen is hiervoor noodig dat een eir- 
eulatieberekeniyg wordt uitgevoerd vbor een invals- 
hoekvcrloop, waarbij de meet,kundige invalshuek over liet 
deel van dc spanwijdte dat van rueren is voorzien 

\ '  du 
d s  

a a , = - .  
hedraagt en over de rest van de'spanwijdte nul is. 

22. Vercenuoudigingen. 
De in fig. voor de tweedimensionale sfrooming 

(%= 2=) bij gcsioten spleet gegeven~resultaten zijn in 

6,  Voor de 2-dimensi6nale' strooming is in iedere doorsnede 

'= 2 v,  zoodnt aok - = 2 w  en er geen oiderscheid 

behoeft te worden gcmaakt tusschkn grootbe?en met en zonder 
index y. 

acu aa aa 

' Voor de driedimensionale stmom@ - maarbij alleen 

door de i.eranderde waarde van -versehillen untstaan - 

mag deze conclusie voor - de en (:)v direct worden uver- 

genumen,. omdat '-met door - wordt beinvlued en in . 

de uitdrnkking(21.5jvoor(d/t); de term @)< een constante 

ac., 
aa . .  da 

, 
do. . a&, 
de aa 

is, terivijl ($)ca niet van - ac,  afhangt. Voor de groot- 
aa 

heid (.%) a,y moet 'echter nog worden aangetound dat 

zoowel (-)< ac,, als (-) acme --zie(21.7)-bij den werke- 
8% as ca 

liiken vleueel oneeGeer (1 + 0.9,) maal zoo moot ziin als . ,  I 

bij den verglijk~,igsvleugel, wil de buvengenoemd: eon- 
clusie oak vum de driedimensionale strourhng gelden. 
Omdat mueilijk kan worden beourdeeld welke afwijkingen 
hierbij mugen nurden tuegelaten, is de eenvoudigste wijze 

, I  
, urn dit  ti beivijzen de vergelijking your . .  (x )a,y "Og 
uit t e  voeren voor een belangrijk lageredan devoor.2-dimen- 

sionale struoming.'geldende waarde- = 2n. De resultaten 

vuur 2" = 4 zijn in fig. 4 opgenomen, waaruit blijkt dat  

de correctiefactor (1 + 0,Or) ook hiervuor een goede be- 
nadering levert. Zij mag dan tevens vour een willekeurige 

ac., 
aa . . 

1 ac 
aa 

- 
Teekening N.L.L. waarde van % worden aangehuuden. 

Fig. 3. Toelichting bij de notaties. aa 
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.. 
uit"slag. Rellalve ' de in de t,lieorie bescliouwde vari;lbelen 
a, e, A,  t r / t  en r konien nog de volgende variabelen voor! - 

,Pe. het profiel van den rocmeus, 
Se. de vorni van de spleet voor den roerneus'en de. vcran- 

dering hiervan bij verandering van den roerhoek, 
4e. de afstand van roeras tot vleug~lkoordc en eventueel 

de verandering hiervan bij roeruitslag, 
5e.  liet get+ van KEYSOLDS en de turbulentiegraad, 
I%. bovendien konien ookgroote waarden van a en E voo~,  

waarvoor de tlieorie niet is bedoeld. 

Enkele procven werden uitgevoerd op niodellen met7 = 1 
en b,/b < 1 hij. symmetrisdien roeruitslag b), terwijl in? 
een gevsl 7 < 1 en b& < 1 warcn en de roeruitslag anti- 
nietrisch was. De bij .deze proeven nieuy optredende 
varisbelen A,, b,/b en 7 worden door de thenrie in aan- 

ad l e .  Vulgens de stroomingsleer heeft het vleugel- 
. (irofiel geen invloed'op de yrwtlmien Ac.,, &c&, A(c,,), 
en n(c,,J,. De welving van bet profielskelet verooraaakt 

' slechts een constante verandering van de draagkrachts- en 
momenterrcn~Efici&nten; deze verandering van de cbi'ffi- 
cienten wnrdt ecliter door den roeruitslag niet beinvlocd 7. 
RZetingen over Ace hebben aangetoond dat dcae graqtheid 
in.ove-ereenstemming met de tlieorie inderdaad als onafhan- 

waclit mag worden dat ook de i n  dit  rapport gezoclite 
grootheden -niet merkhsar door de keuze van liet vlcugel- 
prufiel rullen worden behvloed. Enkele der puhlicaties 
leveren bovendien de mogelijkheid deze veronderstelling te  
toctsen. Daarbij bleek dat de ini:loed van den profielvorm 
blijft binnen de genone metin:sspreidingen. 

ad 2e ljin 4e.  De invloed van deze grootheden kan allcen 
op gmnd van dc mctingsresultatcn worden beoordceld. 

ad 5e. Over he t  algeniem wordt het verloop van draag- 

, roorzoover rij niet in de onnddellijke nabijheid van laatat- 
gcnoemden hbek gelegen rijn, meinig b?'irivloed door schaal- 

tiegraad, die een annlogen iiivloed heeft uls liet getal van 
REYNOLDS 8). Deze veronderstellingen kunnen overigens 
up grond van enkele proeven worden getoktst. Daarhij 
bleek dat met een, enkele uitzondering, die waarschijnlijk 
a n .  andere omstandiglreden moet worden toegesclircven, 
sleclits een verwaarloosbaar verscliil tussehen de metings- 
resultaten beston'd indien bij overigcns gelijke omstandig- 

a le:. het 'vleugelprofiel, . .  

- 

. nierking genomen. . 
- 

4 
, 

o,s kelijk van het vleugelprofiel kan nwrden beschouwd. Ver- . 
' 

. .  , 

, ,  5 

- kraclit en moment bij invalshoekeii onder de kritieke, 

en groot- effect. Hetzelfde kan worden verwaclit t.a.v. den tiirbulen; 

' TeeKpn,ng N,L,L,  

valgens de hcnadering 

van punt.22.' I '  

d s .  
dc De r%.aarden van - volgens deze benadering zijn g w v e n  heden het Ectal \.an KEYNOLDS en de Tuindtunncl verschil- 

in fig. 5.  De waarden van volgen uit (21.5), wanneer QY 
dU. 

daarin voor - df en de in fig. 5 gegevcn waardcn 

worden genomen. De waarden van 

volgen uit (21.6) resp. (21.7) met de in f ig . ,5  gegeven 
waarden der differentiaalQuntienten v" ?-dimensionale 

~~ 

strooming en door vermenipuldiging met een correctic- 
factor k,, die niet door de theorie wordt opgeleverd, resp. 
k, .= 1 + 0?9r 

3. Experimenteele gegevens en hun vergelijking met 
de  theoretische resultaten. ' 

31. AIgemeene beschouwincen. 

lend wareii. 1 

ad 6e .  De tlieoretfsche 'hescl~oiiwingen geldcn voor 
kleine waarden van a en c, De nieeste inetingen die merden 
uit&ewerh% haddeii betrekking op bet gebied -Go< a < Go; 
eeliter werd nok een nantnl riwt.ingch nitgewerh?, voor 
grootere waarden van a tot 100. Uit de resultaten mag 
worden geeoncludeerd dat de invloed van a in dit  gehied 
van ondergeschikte beteekenis is; de spreidingen zijn niet 
groot, terwijl er geen regelmaat in va l t  t e  constateeren. 
De vom verscliillende ivaarden van a gevundcn nxarden 
werden daarom gcmiddeld en deae gerniddelden worden in 
dit  rapport vermeld. De inylocd van de grootte van E 
wordt nog nader besproken. 

32. De mrtingsresu&atcn en ~mn uitwerfiing. 
'De hescbikbare gegeverrs hebben ten de+ betrekking op 

metinken van krachtcn en niomenten op liet complete 
model of roer en overigens op drukvcrdeelinbrsmetingen 
over een of meer doorsrredcn in koordericliting. S i j  de laatst- 

4' Gewoanlijk werd een hall modcl gehriiikt 'dat xan een 
'vlakke plnat werd bevestigd, ,vsardoor liet geval van aym- 

: 

metrischen roeruitslnz wuordt naeeboatst. . t ?) Ditzelfde geldt &rigens vooy den iylaed van de vleugel- Het aanzienlijke aantal experimenteele gegevens, dnt 
voor uitwerking in aanmerking kwam, beeft grootendeels 

8 ) .  Amerikaansche p,ahlieatieu ,vordt aelfs veelal een z.g. betrekking op prisinatische modellen met een roer over de , effeitief getal van I ~ E Y ~ ~ ~ D S  bepaald ais product van Re 
volle spanwijdte, dus T = bJb = 1 en symmetrischen row- 

wronfi, , 

en den turbulenticfaactor. . 
I _  
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Voor de proeven met ,$weedimensionale stroaming is 
K E krachten- en momentenmetingen op het complete model. 
D 

= m vermeld. 

drukverdeelinqsmeting in daonnede over model. 
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Opmerkingen 4 )  

aLh 
ae ac,, a 

- - - \ - - 20 - nit  metingen hij a = 100. ("1 =0,197 ' , '  

- - - - - - 
- - - - - 

Model met eindschijven. h bepaald volgens Luftfahrt 
forschung XVI, S. 219,, Abh. 11. 

- - - - . -  
. .  

0,485 7,5 - - 1,86 1,14 6 0,584 - - - - 

Symmetrisch staartvlakmodel. . 
da . 3% 

aa ,' - 
I 1,oo 034 9 0,287 0,292 9 

1,13 n,gi n 0,341 0,355 9 
1.29 i,nn 9 0,408 0,439 9 

0,29 0,257 15 - uit berekende - (c - 0,87 T). - - - 
de 

- - - - - - 
- 0,435? Oi326 20 AIS no. 8. Alleen metingen bij a = ea hruikbaar. - - 

- - - - - - 
- - - - - - 

- - - br/b = 0,465; roer loopt, tot tip. 

ac. 
aa 

- - 1,69 l,l5 in 

2,16 1,385 15 
1,88 1,314 15 

1,314 15 1,m 

- - - - 
- - - 
- - - , - - - 

- - - 2,02 1,466 15 

A berckend uit - = 4,4l met e, = 087 T.. - - - - - - 
n,94 i,w 20 ' _ .  - - be/b = 0,M; roer loopt tot  tip. - - - - - - 

4,79 (met e, = 0,87 w).  

15 
- - - 0,275 0,283 15 

i,m 1,35 5 0 .  0,450~ I 0,450 

1,20 (0,W 30 0,346 (0,327) 

- - , -  0,353 0,340 
- - - - - 

I 
Roer va? 0,6 b/2 t o t  1,0 612 Metmgen in midden- I - - - 0,OS' 1,12 20 

2,4> 3,88 30 0,612 1,283 ~ 20 Roer van 0,7 b/z t o t  0,9. b/2 doorsnede. 
0,7 0,268 15 

- - - 0,212 0,268 15 
- - 0,79 15 n,zi 

- - - - 

- - - - - - 
- - - - - 
- - 0,31 0;268 15 

l -  - 

- - - - - - Metingen alleen bij E = 0 en c = 40O. 
0,675 n , a  1niLzn 0;m 0,208 io a 20 

1,11 1,m 30 , 0,416 0,355 20 
- . .  - - 1,525 1,46 30 

- - - - - - - - - - - -. Metingen hij 6 = 0; 200 en 49. 
- . -  - - - - 
- - - - - - I ,  

- - - - - spreiding groot. 
- - - - - spreiding vrij groot. 

- 

- - 
- - 
- - 
- - 

- - 

- - 
- - 
- - 
- - 
- - . .  
- - 
- - 

- - 
- - 

Voor metingen D met 
') Voorzoover niet anders 

- - - 20 (") = 0,135 , 

- - - I6 ,, = 0,154 

- - - 10 ,, = 0,132 
- - - 12 1, = 0,123 

ac, a 

- - - 16 ,1 = 0,103, 

alleen gemeten vobr no, 29g. Voor 2'Jf en 2931'. - 
zelfde waarde verondersteld wegcns gelijk vleugel' 
profiel. I '  

- 
i n  

- 0,229 0,236 

- 0,278 0,252 
- 0,312 0,278 

- 0,3i? 0,299 

- 0,348 0,332 20 

- - - * 10 ,, = o,n7 

- - - 
- - - - 

- ac,, - . , . - . . . . .. . .  .; ... ? 5 .  ...~ ( K ) ~  = 0,123 .., . . . . ' . 

. .  - _I - - 

eindige h zijn de plaatselijke waarden vow de meetdoorsnede vermeld, behalve onder 18% 
wordt vermeld, was het model prismetiseh met een mer over de volle spanwijdte. 
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Fig. 7. Waarden van d h  volgens proeven met .veranderlijke 
roems; h = m. W'aarden van z./t >/ 0,20 (zie fig. 6) bijge- 

behrcven. 

0,35 
0,95 
0,875 
0,30 
0,945 

0,31 

0,37 

0,92 

0,95 

de standen E = 0 (niet uitgeslagen) en 6 = E;. Er wordt 
dan verohdersteld dat de kracliten bij E = c, niet worden 
heinvloed door de wijze waarop de uitslag E, is bereikt. 

Bij 'de uitwerking der metingsresultaten zijn de ver- 
. anderingen - der coefficiinten -%halve bij de bepaling van 

,. 
-7 

' 

steeds betrokken op den toestand met niet-uitge. 0% 
ax . .  - _  
. .. 

slagen roer ( E  = 0) .  De uit de metingen berekende groot- 

heden -, aa -, -, ~~ . -, (x) en -3 weiden steeds vel. ace ac, da d ac,, dc 
u 1, 

geleken met de waarden die zij volgens de theorie van punt 
2 zouden bezitten. Deze laatste grootheden - berekend 
met c, = T - worden in dit  punt consequent met den index 
lh  aangeduid. Een overzicht:van de resultaten is gegeven in 
tabel 2 en 3 en fig. 7 lo). De thearetische waarden zijn die 
volgens de themie voor gesloten spleet, aangezien in , 
bvereenstemming met het in ae op'een na laatste alinea 
van punt 21 genaemde - blijkt dat  deze aanzienlijk heter 

. . .  Terkening N . L L  'met .de experimenteele waarden overemstemmen dan de 
resultaten die door de theorie voor open spleet worden 
geleverd. 

Fig. 6. Vormen van de nnderzochte,roennodellen. x = roera8. 

~ ~ ~~~ ~~~ ~ 

trekking op vleugels-waarbij tJ1 iangs de spanwljdte va? . acw acay , liet rolrocr constant is. Een overzicbt van de vormen der O) resp. 7 em.  

-I -~~ ~ 

~ .. ~~~ ~~ ~~ 

roeruitslag (tabel 3 en fig. 7); daarbij is 7 vooc E = <, be- 
paald. uit de pool van de beweging vnn ,het rcer tusschen 

~ ~ - p u % ~ ~ t / m  36 is di index 'J ter vereenvoudiging wegge- 
laten indien gem vernarring mogelijk is. 

TABEL 3.  
Enkele ~ e s u l t b t e m v o o ~  de vmeuen met veranderliike roeras; h = m. 

9,50 
9,84 - 
- 

5475 
3,m 
%58 
2,80 
1,55 

4,45 
4,40 - 
- 
3,65 
3,61 
&GI 
3,65 ' 
3,06? 

1 0,585 
0,643 

1 -  
- 

0,562 
0,460 
0,472 
0,255 

0,703 
0,700 
- 
- 

0,581 
0,575 . 
0,575 
0,581 
0,486? 

I) No. 3 en no. L% zijn metinge" op hetzelfde 'model in dezclfde tunnel en bij'dezelfde waarde van Re. 
%) No. 4a en 4b zijn metingen op hetzelfde model als bij no. 3 in  venehillende. tunnels bij versehillende waardcn van Re. 

. .  ... . . . . . . .. . .. . . .. . . . . :*. . . . 
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12 

19a 
13a 

bij constante E (in de; regel c = 0) wird de draagkractks- 
gradient voor het lineaire gebied bepaald. De waarde van 
c, volgt dan uit de bekende formules die het verband tus- 

schen .L en geven .(zie 0.a. lit. 4). De aldus berekende 

waarden -fan c, (tabel 2 en 3) spreiden tusscben O,G4 T en 
1,035 w ;  het gemiddelde van alle berekende waarden is 
c, = 0,87 w = 2,735; Indien geen experimenteele gegevens 
ter beschikking staan, wordt het gebruik van deze waarde 
aanbevolen. 

ac 
aa 

2,oo 0,660 i,50 , 0,78 

z,sol) 0,700 1,721) n,88 
382 0,4434 i,n3 0,74 

du 
34. De waarden van - de' os 

Voor de modellen met een mer over de volle spanwijdte 

volgt - als het quotient van - en - De waarden van du ac. ac, 
de a, au .  . 

ac (I 
a, . .  
- werden in den regei hepaald hij u = 0. Een lineair ver- 

band tusschen ca en E bleek gewoonlijk te bestaan tot 
c = & 10 ir 16O; hij grootere waarden neemt de draag-. 
krachtsgradient af. Daarom zijn de metinren voor de no.% 

. 

25 en 27 van tabel 2 niet uitiewerkt; degegeven waarden' Teekenid N.L.L. 
voor de no.% 4a, b van tabel 3 zijn.waarschijnlijk t e  klein. du 
voOrts is de theoretische waarde in tabel vooI no, 5b Fig. 8. Theoretische m experimenteele waarden van - ds 
zecr dubieus, omdat het onwaarschijnlijk is dat  de be- 
nadering volgens punt 22 voor een groote negatieve 
w a d e  van , r  nog juist zoli zijn. 

De waardep van - volgens t a b d  2 en 3 zijn in fig. 8 

(zie tabel 2 en .3). 
. - theorie VOOI gesloten spleet . - - - - boorstel volgens (34.1) 

. 

, 
@ proeven r> 0 

, 8 proeven T = 0. 

. ' 

du 
de 

de krootte van - ,du nltoefent. . D~ spreiding&, moetcn daar. 

om voorstknds ais mogelijke toevallige spreidingen worden 
opgevat. De overeenstemming met de  theorie is alleen.voor 
(1-r) tJ t>  0,2B bevredigend. Voorgesteld wordt indeprac- 

tijk de waarden van - te herckeiien nit de empirische for. 

OP p o n d  van de in tabel 4 vermelde resultaten kan voor 
roeren met b,/b = 0,: ~3 0 3  die dikht hij den vleugeltip 
eindigen, gerekend worden met t de gemiddelde ward; 
f = 0,s. Bekend is voorts alleen dat voor symmetrisehen 
roemidslag en br/b = 1 de'factor f = 1 is. Uitbreiding van 

du het experiment.e.eele material '  is danrom &e! gewenseht. 
dr serie ~ ~ o e v e n  op modellen, die alleen versehillen in 

ds 

b,/b en liggng van hei roer zou van groote waarde zijn om 
over f meeq zekerheid te  verkrijien. . mules (zie fig. 8) 

du 
d< 
da 
-=0,5~+0,5(1-r)t,/tvoor0,3< (1-r) tF/t( 0,6.' ,dc , 

(34;1) 35. De waarden van'djt.'Q) 
I Vergelijkt nien dk in tabel 2,gegeven vaarden van dl1 en'  . . ,  

(d/t),, met elkaar, dan blijkt dat de overeenstemming' over 

- _  - 0,1 + 2 (I-+) t./t voor 0 < (I--r) t r / t  < 0,3, 

. ,  

Indien het roer slechts over een dcel van de spanwijdte is 
aangebracht mag nict voetstoots wordcn verondersteld 
dat (34.1) nog juiste resultaten levert. In  het algemeen zal 
het gevonden resultaat nog met cen correctiefactor f 
moeten worden vcrmenigvuldigd, die afllangt van de grootte 
van b,/b en misschien ook van de ligging van het roer, 

( a 4 4  

Ter bepaling van f staat slecbts een 3-tal experimenteele 
gegevens ter beschikking. De uit deze gegevens berekende 
waarden van f zijn in tabel 4 vermeld. De practische zoowel 

het aigemeen zeer gocd is. In  29 van de 48 gevallen is ,de 
afwijking kleiner dan 8 yo van de theoretisohe waarde en ~ 

slechts in 5 gevallen komen afwijkingen grdoter dan 10 
voor ("0,'s 15, 19b, 21, 2Ga en 2Gb; afwijkijking resp. -17; 
-14; -13,G; 11,5 en 12,5 %). De afwijking bij no. 15 kan 
herusten op onbetrouwbaarheid van de meting. Bij no. lob  
kan worden opgemerkt, 

le. dat 'de theorie voor kieine b;/b te groote waaiden voor 

2e. dat  de waarde van niet betrouwbaar is,,omd& zij 
d/t levert (punt 21) en' 

is gebaseerd op ("2 - ) ' (punt 34). 
t h  

I n  tabel 2, kolom 15 en l G ,  zijn de waarden van 6 ver- 
meld die bet gebied beyrenzcn waarop de metingen betrek- 
king hadden bf waarin d/t onafhankelijk van s kan worden 
gesteld. Het  blijkt dat tot  verrassend groote waarden van 
f, in den regel 4 9  tot  GOO, d/t nagenoey onafhankelijk van 
6 is. Voor zeer groote 6 traden systematische afwijkingen 
op; in den regel nam d/ t  toe, mam in enkele gevallen ook af, 
bij toeneming van e. 

Terwijl bij de modellen met eindige slankheid zoowel 
positieve als negatieve afwijkingen voorkomen, zijn bij de 
proeven naarbij een twecdimensionale stroominq werd na- 
gebootst de experimenteele waardcn systematisch grooter 
dan de theoretische: d/t = (0,9S tot  1,125) (d/l),,,'gemiddeld 
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- 
in de laatste kolom van tabel 2 vermeld. Bij de ineeste in 
tabel 2 vermelde resultsten zijn d e .  spreidingen van de 
co&ffici&nten, afgeleid nit verschillende metingen, ten hoog- 
ste * 10 %; bij de no.% IS'b-e, 15,17a-c en 19a, b komen 
ook grootere spreidingcn voor. In een aant,al gevallen waren 
de spreidingen zoo groot dat in liet geheel geen resultaat 
kon worden vcrmeld. In de kolomnien 19 en 22 van tahel2 
ziin de erootste raerhoeken vermeld die bii de metineen 

. 

I 

voorkwamen 6f t o t  welke ac,,/nc, resp. b c , , / ~ c ,  
(Ac,,/Ac,) als constant kon worden beschouwd. In den 
regel hleef Ac.,/Ac, tot  E = 15 a 300 nagenoeg constant 
en nam bij grootere E regelmatig toe of af; nc,,/ncu blcef 
t o t  e = 10 2i ZOO constant en nam hij grootere sterk toe. 

. 

Fig. 9. Waarden van(d/t),. Terkening N.L.L. 

1,05 (d&. Ditzelfde verschijnsel kumt, eclrter in belnng- 
rijk sterkere mate, voor bij de in fig. 7 gegeven resultaten 
der proeve? niet veranderlijke roeras. De grootste afwijking 
bedraagt hier + 27 %. De afwijkingen grooter &an 12,s yo 
blijken met 3 uitzonderingen voor t e  komen bij zeer groote 
roeruitslngen (500 of GOO) of bij ahnormial groote waarden 
van z,/t (> 0,Z):Hoewel er geen systematisch verhand he- 
staat tusschen de grootten van x,/t en van de afwijking, lijkt 
fret tach we1 waarsehijnlijk dat VOOP &/t > circa 0,2 de 
overeenstepniing niet de theorie niet meer goed is. 

Voor de practijk, waar dergelijke graote waarden van 
x,/t niet voorkomen, kan worden geconcludeerd dat de 
thcoretische waarden van d/t  op zeer bcvredigende. wijze 
door de uitgevoerde proeven, waarbij br /b  > 0,4 was, war- 
den bevestigd tot c = 45 ?I 60O. Uit de metingen blijkt niet 
dat de vornien van den roemeus en van de spleet een merk- 
baren invloed~ hehhen op het rcsultaat. Voor practiselie 
toepassing i s  in fig. 9 (d/t)" grafisch voorgesteld ais functie 

($) . Tu~schen de.gegeven krommen van(I--T)tJlen 

kan IineaiT nordeli, gehterpoleerd. 
au th 

Metirigen over roermomenten zijn w e 1  talrijker dan over 
normsalkrachten op liet mer. Omdat steeds het moment 
om dc roeras wcrd gemeteri kunnen de wamden van 
c,,,~ nit een roermomentenmeting alleen voor r = 0 worden 
bepaald; voor r =I= 0 volgt uit een dergelijke, meting slechts 
de waatde van c,,, behootende bij het 

roeras.Volledighcids11alve zijn ook de 

Voor r = 0 is tlieoretiscli k, = 1, zoodat de waarderi 
gegeven in kolom 17 en 18 van tabel 2 voor dit geval direct 
vergelijkbaar' zijn. De versehillen zijn nict grooter dan de 
eerder genoemde metingsspreidingen, zoodat van ecn gocde 
overeenstemniing kan worden gcsproken, behalve voor 
no. 12 en 19b. In  Pet laatste geval kan llet verschil ann 
dezelfde omstandigheden worden toegeschreven als het 
verschil in d/t  (punt 35). Voor r :/= 0 levert de thearie (toor 
geslotcn spleet) geen bruikhaar resultaat. De experimen- 
teele waarden van k, - bepaald ais liet quotient van 

(2 la en [q 1 ace, 
(zie fig. 11) - zijn in fig. i n  

gegeven "). Het blijkt dat  sij sprciden 'tussclien 1 + 0,9 r 
en 1 + 37. 

De verschilleh tusschen dk tlieoretische en experimentcelc 

waarden van (s)u zijn brij groot. De twijfelachtige 

waa~de voor IIO. 10 en liet emvoFdig verklaarhare resultaat 
voor I9h buiteri bcschouwing latende, variceren de ex- 
perimenteele waarden tusschen 0,78 en 1,28 m a d  de theo- 
retische waarden. 

De thearie voor r = 0 levert voor (dclt& waarden die 
slcebts zeer weiniq afwijken van 113. Uit dc .besehikbarc 
exbcrimentecle resultaten, zoowcl voor r = 0 ais voor 
I :i; 0, hlijkt in zooverre overcenstemming.inct de tlicorie 

d8t er geen invloed-mn'tc/t  of - vdt tc constnteeren; 

bavendien blijkt njet dat  de groottc van r invloed uitoefcnt 

11) Hierbij zijn ook 2 uit procven y.&n S.A.C.A.-report 034 
bij z = 1 0 0  on E = ZOO volgende waarden (vgl. tabel 3, no. 3 

Jc, 

ac, 
au 

en 4). 
I 



op deli,. Blijkens de proeven hangt de waarde van dJt ,  in 
eerste instantie af van de grootte van r. Voor F < 100 

.varieert d& tussclren 0,24 en 0,35; voor E = 300 tot  450 
aerd  ongeveer gevonden dJt ,  = 0,44 i n  voor c = 50' tot  
600 is d& = ea. 0,48. Vaor de groote roerhoeken kan men 
verwachten dat door loslatingbversclrijnselen belangrijk 
grootere dan de theoretische waarden van de/ / ;  zullen wor-. 
den gemeten. Echter ook,Iiij kleine roerhoeken en r = 0 
blijken groote verschqlen nlet de theorie t e  bestaan en we1 
zijn hier de gemeten waarden soms helangrijk kleiner dan 
de'tlieoretischc. 

Voor practische toepassing is in fig. 11 [e (2) a.A fh 

als functie van (1-T) t r / t  en - acw gegeven 12). aa 

gevonden resultaten.en ;,el die voor het geval dat de spleet 
tusschen vast vlak en roer niet wordt daorstromnd (ge- 
sloten spleet). De hieruit voor de stationnairc strooming 
afgeleide resultaten (punt 21) blijken op zeer eenvoudige 
sijze t e  kunnen worden henadcrd, wnnneer.de voor den 
werkelijken vleugel gcl<ende grootheden worden vergc- 
leken met die voor een vergelijkingsvleugel waarbij het 

'mer geen aerodynamische balanceering beait (T = 0) en de 
roerkoorde gclijk is aan het acllter de roeras gelegen deel 
van de xyerkelijke roerkoorde (punt 22, fig. 4 en 3 13)). ' 

De verdeeling van de belasting wordt bij een driedimen- 
. 

2 4 5 

. .  
sionale strooming blijkens (21.3/8) mede hepaald door .% 
Het verloop van deze grootheid langs de spanwijdte valgt 
uit een herekening van de circulatieverdeeling voor de geo- 
metrische invalshaeken .- da 

Aa, = - 
.met als verband tusschen den effectieven invalshoek a, 
en co 

aa ' 
. 

de " . \  

. .  
- =  a% Zc,'(theoretisch is c, = n), 
aa, 

De in punt 3 bespoken vergelijking van de theoretisclie 
met de uit cxperinienten afgeleide resultaten leidt tot  de 
volgende canclusies: 

l e . ,  De uit de nietingen afgeleide waaidcn van c, varieeren 
tuischen 0,134 7 en 1,035 W .  Indien geen nauwkeuriger 
gegevens bekend zijn, mordt l e t  gehruik van de ge- 
middelde waarde cL = 0,87 w aanhevolen (punt 38). 

2e .  ' De "it de metingen volgende waardenvan - +orden 

' 

dU ' 

dc 

' .  I 
~ 

I 

'I 

! 
.. . 

- globaal weergegevcn hoar (:i4.1). ~e overeenstemming 

02.5 < (1-7)tJt < O,G terwijl dc'sprcidi~gen vrij groot 
, met de tlieoric is alleen goed irk het gebied 

. I  

ziin (fir. 8). . 
ac, ac,,v 
ac as 3e. De uit de metingen volgende warden  van - en- 

worden voor E i circa 1 9  gegevcn door (84.2) en de 
overeenkomstiec formule . ' 

I ac, 
llierin worden - aa ( of 2) 'berekend op de bovhn- 

amschreven wijze met de nwkelijkc waarde van c, of, 

hij onhekendheid daarvan, ,~,  = O,H7?r. - wvurdt hcre- 
da 

!, dt 
%l 

Teete,,;ngN,L.L, 

kerid volgcns (84.1). f is een correctiefactor die samen- 
hangt met de grootte van bJb; liij hedraagt f = 1 
voor e n  vleugel inct rocr O-KT dc rolle spanwijdte 
(b,/b = 1, syrninctrisctie roeruitslng) cn f = 0,s voor , vleugcls met ralroeren waarvoor bE = (0,4 k 0,5) / i  is. 
De kennis over f is nog zccr onrollcdig (punt 34). 

. 

Pig. 11. Theoretisehc wvsarden van - 

(Voor k, ?ie fig. 10). 
, .  

4. Samenvatting. 4c. De uit de proeven volgende waarden van (dit); zijn to t  
Het in dit  rapport hesproken onderzoek heoogt de vast- e = 45 h. 600 in goedc ovcreenstcinming met de then- , 

stelling van de grootte en de verdeeling -,an de luchtkrach- retisclie waarden, bchalve VOOT een aantal proeven met 
ten die op vastgehouden vlcugels of staartvlakken ontstaan ahnormale roerasligging (z,/t > o,a) en ecn proef met 
door rocr- of klepuitslag. Het onderzoek bestaat uit een kleiic bJb (= n,!!), waarvoor de thcoric niet hctrouw- 
theoretisoh deel (punt 2) en een vergelijking van de tireore. ' baar is. Indien geen experimenteele gegevens hekend 
tischc met de uit experimenten afgeleide resultaten zijn, kan (d/t& voor b,ib > circa 0,4 en z,/t < 0,2 rvnr- 
(punt 3). den gelijkgesteld aan dc theoretisdic waarde voor den 

De gezochte aerodynamischc grootheden kiinnen in be- vergelijkingsvleugcl (zie fig. 9). Voor kleinc br/b levert 
paalde differentiaalquotienten worden uitgedrukt (21.5/8). de tlieoric t e  groote waarden (punt 21 en 33). 
De bepaling van deze differentiaalquotienten vormt tiet ~ e .  Voor vleugeis 'pet  acrodynnpiscli niet-gebalanceerde 
eigenlijke doel van dit onderzoek. Het  theoretische deel , roeren (,.=o) bestaat bevredigende orereen~tenl- 
m a k t  gebruik van de door KWSSNER en Scnwnnz (Zit. 1) ,,ling tusschen de theoretische en experimenteele waar- 
voor de 2-dimensionale strooming om trillende vleugels 

+ 0 en vim ( I - T )  tc/i -+ 0 geldt 

. .  

..den van 

") V ~ o r ' ( ~ )  aa UI 
'*) De theoretische waacde van kz is onhekend, hehalve 

ks = 1 voor T = 0. 

http://wnnneer.de


s 54. 

wanneer < 15 2% 3O0 en b,/6 >0,4  is. Voor Meine b,/6 T 

levert de theorie bclangrijk t e  hooge waarden. Voor 
vleuecls met aerodwrarrrisch eebalanccerde meren t 

blijk'en de experimenieele waard& te worden'gegeven 
door (c 1.5 & 30°) 1, 

Y 
Y 

% 

- 
De grootheid tnsschen [ 1, die betrekking heeft op den 
vergelijkingsvleugel, is gegeven in fig. 11. De uit 
proeven bepaalde eorrectiefactoren k, varieeren tus- 
selien 1 f O,@r en 1 + 3r (fig. 10); de kennis over k, is 
echter nog Zeer onvoltedig (punt 36). 

ligging van de rocrai aclitcr den roerne&als,fractie 
van de roerkoorde (fig, 3,G); 
vleugelkoorde (fig. ,3); 
roerkoorde (fig. 8,6); 
coiirdinaat in de richting van de spanyijdte (fig. 3); 
ais index: duidt aan dat de geindicecrde grootlreid 
betrekking hecft op de doorsnede 'J; 

coordinaat van de roeras loodrecht op het vleugel- 
vlak (fig. 6); 
oppervlak van het dekl van de vleugelhelft VOOT- 
zien van een roer (fig. 3); . .  

, a  invalshoek; 
vari- acme Gc. De uit proeven bepaaldc warden  van (--) 

f rderuitslag (fig. 1); ac. a,v 
eeren voor G < 10 B 200 tusschen 0,78 en i , 28  m a d  de 
theoretische waarden, welke laatste gelijk zijn aan 
k7" (= 1 + 0,s 7 )  maal de theoretisehc waarden voor 
den vergelijkingsvleugel. Voor grootere waarden van 
E nemen zij sterk toe (punt 36). 

7e. De experimenteele waarden van d,/t, zijn practisch 
uitsluitend afllankelijk van de grootte v?n 6, De sprei- 
dingen zijn vrij aanzienlijk; enkele globale cijfers eijn 
gegeven in punt 36. 

-~ 
vleugelslankhcid; 
x-erhonding van 'eindkoorde tot  middenkoorde bij 
,brapeziumvormigen vleugel; 
arc cos (2tJ-1); 
verandering van de grootheid (. , .) doorroeruitslag 
E bij constante a; 
n* + s i n ~ q ;  
sin q~ (1-cos 9); . ,  

CP8 = (.r-q) (2 cos 'p-1) + sin 'p (2-cos rp); 
, 5. Notaties. = .@&; 

b spanwijdte (fig. 3 ); @H = t g  q / 2 ;  
b, dubbele rocrbrcidte aan een zijde va; het sym- '& = tg $912-2 sin 'p; 

c,. helft van den draagkrachtsgradient bij twecdimen- = 2 2  (COS 'p + In si?lv); 
metrievlak (fig. 3); 

sionale strooming; 

CoSfficiEnt over het oppervlak 0,; 

= - CP,, [(w-'p) (1 + 2 cos 9)  -sin 'p cos 991 ; ' 

Os, = +--sin 'p; 

@% = 2 sin$ = 8 
" e,, e ,  gemiddelde draagkrachts- resp. nonnaalkrachts- ' .  

e,,,, cSf gemiddelde draagkrachts- resp. normaalkrachts- da 
coefficient van het rocr, betrokken 'op de roer- 
koorde; 

het moment om den vleugelneus bij cen rechthbe. 
kigen vleugel; vlak 0,; 

roerkoorde, voor het moment om den neus van een 
rechthoekig mer; . 

quotient van de in\dshoekveranderingcn Aa,en de 

roeruitslaagcn <'die getijke waardcn Acay opleveren; 

draagkrachtsgraditnten, hctrokken op lret opper-. 
E ,  momentencoefficient over lret oppervlak '0, voor &,' ac, 

c , ~  momentencoefficient "in het mer, betrokken op de ai .. (e) a j  
partieel diffcrerrtiaalquoti&nt - bij constante 12. 

aj 

Cm, 
d 

idem voor het moment om'de roeras; 
afstand van het drnkpunt der belasting door roer- 
uitslag E over het oppervlak 0, achter den vleugel- 
ne'us bij een rechthoekigen vleugel; 
afstand van drukpunt der roerbelasting door roer- 
uitslag c aehter den ncus van het, roer; 

correctiefactor ter herekening van - en - 
(punt 04); . ' 

ac,. ac,, 
a€ a, 

. 

6.  

1. 

2. 

3. 
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Report S. 276. 

The air  loads on stationary wings o r  tail surfaces due to 
displacements of the 'rudders or flaps. 

Summary. 
The magnitude and distribution of the air loads on wings 

or tail surfaces due to displacements of rudders or flaps arc in- 
, vestigated. The investigation consists of a theoreticd'part 
(no. 2) and a comparison of the theoretied results with,those 
derived from experiments (no. 3). 

The theoretieal part is h i k d  on the results published by 
KUSSNER and SCIWARZ (ref. 1 )  '3 for the two dimensional flow 
around oscillating wings; the results found for the case that 

. ,  . .  
- 

14) See list of references, do. a. 

Bericht S. 276. 

Die Luftkrgfte auf festgehaltenen Fliigeln ader Leitwyrken 
' bei Ruder-' oder Klappenausschlag. 

, Zwammenfossung. 
Es werden die GrBsa? und Verteilung, der Luftkrsfte auf 

festgehaltenen Flupln odcr Leitwcrken hoi Ruder- oder 
Klappenausschlag untersocht. Die Untersuehung besteht %us 
einem theoretischen Teil (Nr. 2) und einer Vergleiehung' der 
thearetischen Werte mit den BUS Veisuchen folgeiided Ergeb- 
nissen (Nr.' 3). 

Der theoretisehe Teil geht aus von den yon ICiiss~an und 
Scnwanz ' [ 11 ") ver6ffentlidrten Ergehnissen Eiir die zwei- 

") Siehc Literaturvcrzeichnis Nr. 6. 
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there is no flow thrbugh the slot between the wing and the 
rudder, ace used. It appears that the results which apply to the 
stationary ease, can be approximated in a v ~ r y  simple way by 
comparing the quantities valid for the actual wing with those 
obtained for B +ng having an aerodynamically unbalanced 
rudder.of B reduced chord, equal to  the part (l-& of the 
aitual rudder chord fr that is situated behind the rudder. axis 
(no. 22, fig. 2b and 4). This approximation may also be applied 
to the three dimensional flow (no. 22, fig. 4). In the latter case 

the load distribution is also determined by %' ' see equations 

(21.1 and 5js) .  This quantity can be,determined from a cal- 
culation of the distribution of the circulation around the wing 

for the -geometrical angles of attack Au - -, u;hieh are 

equivalent with B rudder displacement 6 = 1. The relation be- 
tween the eCCeeetive angle of attack a, and the lift eoeffici&nt 

If the desired quantities arc derived from the curves given in 
.fig. 5 ,  which are valid for tlie wing with substituting onbalan- 

ced rudder' with reduced chord (l-r)tf, -from which - and 

( % ) c ~  also 8 good approximation of the actual values- 

J%' and,(d/t)Yfollo~~from(21.1) and (21.5), whereas 

and [ %),a,y ~ollow from (21k) and (21.7), multiplied by 

correction factors k,, which is not furnished by'theory, resp. 
k, = 1 + 0,s I (fig. 4). See also fig. 9 and 11. 

derived from experiments (table Z and 3), the following con- 
clusions can be drawn: 

aa I .  

du 
' - de 

c,, is ac,/Ja, = zc,. 

du 
dr  . , 

a, ( 3 d U > Y  

Pram the comparison of the, theoretical results ni th  those. 

dimensionale Stramung um schwingende Fliigcl mit aerody- 
namiseh susgeglichenem Ruder; die Ergebnissa fiir den Fall 
des nicht-durchrtromten Spaltes-znischen Fliigel und Ruder 
werden benutzt. Die fiir stationare,Strbmung hieraus errerhne- 
ten Ergebnisse (Nr. 22) kannen sehr einfacher' Weise nppro- 
ximiert werden, wenn man die fiir den wirklieben Fliigel giiltigen 
Gr&zen Gergleicht mit denen fiir Fliigel mit serodynamiscli 

nicht ausgegliehenem Ruder yon reduzierter Tide (l-v)t<, 
gleich der Tiefe des hinter der Ruderachsc liegendcn Teiles des 
<,irkliehen Ruders (Nr. 22, Abb. 2b und 4). Die Belastungs- 
verteilung in dreidimensianaler Stromung wird mitbestimmt 

durch a%'; &he GI. (21.1 und 518). Diese Gr6sue kann durch 

Berechnong der Zirkulationsverieilung fiir die geometrischen 

Anblasewinkel A E - - bestimmt werden: dabei ist 

Erreehnet man, die gesuehtcn Graszen mit Hilfe der in 
Abb. 5 gcgebenen Kurven, die fiir den 'Flligel mit nicht. 
ausgegliehenem Vergleichsruder - Rudertiefe (I-& - 

du ( %)ca m e h  eine gute giiltig sind - und wovon - und 
dr  . 

Anngherung an die wirklichen Graszen dsrstcllen - d a m  

folgen ~und(djt) ,aus(21.1)hzw.(21.5) ,wiihrend a, ( K ) U > Y  acne 

und (%)a, nus (21.0) bzw. (21.7)folgen, wermmandiese 

'Ausdriicke multipliriert mit dem Verbesserungsfsktor k ,  -der 
yon der Theorie nieht geliefert wird - bzw. k*, = 1 + 0,Qr. 
Siehe nuch Abb. 9 und 11. 

IXe in Nr. 3 besprochene Vcrgleiehung der theoretischgn 
IVerte mit den BUS Versuchen gewannenen Ergchissen fiihrt 
zu fdeenden Scliliissen (Siehe Tnfel 2 und 3): 

ax 
du 

.'- dr 
a.,jau, = zc, (a ,  = dfektiver Anblasewinkel). 

1st. The practical value of c, varies between 0,647 and Lo=% 
In the absence of more definite data the average value CI = 
0,87 n may be used. 

d u  
2nd. The practical values of - are roughly given by equation 

de , 

1. ner prnktische Wert von c, schwankt zwiseltcn 0,64 n und 
1 , 0 3 5 ~ .  ~i~ Benutzung des Mittelwertes 0,87= wird emprohien 
falls keine genaueren Angnben vorliegen. 

2. Der praktisehe \Vert von - w r d  iiberschliiglieh gegeben 
dc 

durch (84.1). Die Ubereinstimmung mit der Theorie is nur gut 
fiir 0,25 < (1--r)tr/t 6 0 8  nahrend iiemlich grosze Stretlungen 
vorliegen (Abb. 8). 

du . 
(34.1). The agreement with theory is only good #for 025  < (l-v)t6/t < O,G wbereas the experimental scatter is ,fairly 
lnrge (fig. 8). , 

3rd. The practical values of- and - are given by (34.2) and 

the analogous formula 
ac, ac., 
ae a, 

8% ace, 
3. Die praktischen Werte von - und- folgen a i r  (84.2) as a6 

JC,, acev du ace, - ac,, da . - = f - - ,  . 
a, au dc - _  

. a, ~ Z F Z  

du . au au 

, 
' und der Bhnlieh.gebauten Formel 

ac. I n  these formulas are computed as des&ibed 
Dabei werden - oder s i n  der ohen beschriebenen Weise 

above with the actual value of e,; - IS computed from 
erreehnet mit dem wirklichen \Vert fiir c,,- wxd gemiiia (34.1) 

b f l b  : f = 1 if the rudder and wing have equal spans (bejb = 1, genommen und f ist ein Verbesserungsfaktor, sbhkngig vom 
symmetrical rudder displacement), f = 0,s for wings with Verhaltnis brjb : f = '1 fiir bc/b = 1 und symmetrischen 

.ailerons having br = (0,4 tot 0.5)b. The experimental evidenck Ruderahsschlae; f = 0,s fiir Fliigel mit Qnerruder, wvofiir 
concerning f is, however, very incomplete (see table 4). bcjb = 0,4 bis~0,5. Die experimentellen Unterlagen fiir f sind 
4th. The practical values of d)t agree well with the theoretical aber sehr diirftig 
values (fig.' 0) up t n  rudder displacements E of 4 9  to GOo, except 4. Die Uberrinstimmung zivischen dcn praktischen und 
for abnormally large values of %it(> 02; See fig. 0% j) and for thearetischen (Abb. 9) \Vertcn von dj t  bis RuderCusscblBge 
small values of bs/b ( =  0,2). For the cases mentioned as excep- 6 == 450 bis GOO ist gut, nusgenommen bei einigen Versuchen 
tions the theoretical results, however, are unreliable. mit iusserordentlich groszen z,/t-Werten ( > 0,"; Siehe Ahb. 6a, ' 
5th. For wings with aerodyrlamieally rudders a i) und einem Vershch mit kleinem br /b  (= 0,2), wofiir die 

between the +.heoretical (fig. 11, = 0) Theorie unzurerlassige Ergebnissc licfert. 
5. Fiir Fliigel mit aerodynamiscb nicht ausgeglichenem Ruder 

and experimental values of ( %)u, whcnbdb )n24* ' besteht eine befriedigende Ubereinstimmung zwischen den 
up to ~ = 150 to 300. For wings with aer&,namicnlly balsneed praktischen und theoretischen (Abb. 11, I = 0) Werten von 
rudders the cxperimentnl values are given by 

du . 
dP 

dc 
(34.1) and f is a correction fador depending upon the ratio 

Tafcl '). 

I 

. 

ac. U, Y th 

,(%) I= ks[e(?%) J , I 

Jc, a 8  wenn bz/b > 0;4 ist, bis f = 15O bis 30°. Fiir Flfigel mit aero- 
dynamisch nusgeglichenem Ruderfolgen die praktisehen Werte 
aus 

see fig. 10 and 11. The expression between [ ] represents the 

theoretical value of [%)a,Y for the wing with sub- 

stituting rudder discussed above. The experimental evidence 
concerning k, is rather unsatisfactory (fig. 10). 

= 100 

' 
' wobei der Ausdruck zwisehen [ J den theoretischen Wert fiir 

11) und k, ein a u ~  den Versuchen bestimmter Verbesserun~s- 
6th. The experimental vary for den obenerwiihnten Fliigel mit Vergleichsruder darstellt (Abb. 

. .  \ 
. ,  
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to  20° between O,78 and 1,W'times the-theoretical values. 
For larger values of e.tiiyinerease rapidly. 
7th. The experimental values of d&< are ,practically. only de- 
pendent upon e. The scatter is,fairly. large; average .values are 
given in tpe Isst'but one paragraph of no. 36: 

N.o.1 h-i i.o.n-s: 

C1 

faktor is1 (Abb. .IO),  desscn'.Wert allCrdingbwegen Streuungen. 
nieht.genau.angegeben. werden .kann; .Weitere,.Versuche. sindl 
daher'erwiinscht:. I 

liegt zwischen 0,78.. 6: ~ ~ ~ . . ~ ~ ~ k t i ~ ~ h ~  .q\rert 

und 1;28.'des theoretiichen: WertCs biLr = 10o~bii,20?.' FiiT. 
griszere RGd6rausschliige steigter.starli.'an; 
7:. Derpraktiictie. W& von:d+.-ist:rmr: voni rrdihlmgig:. , . 
Die Streuungen.. sind allerdings zlemlich bedeutend. Einige 
mittlere !Werte.sind in"?!, 36:gegeljen'wordkn. 

. 
ane.hslf of lift gradient for:Z-dimensional flow; . , , e .  ' c .  I L1, I, average,.lift; normal'foree and moment coefficients, 
over the ares.Or (fig. 3); e: refersto momentaboue .. ... 
leading .edge; 

to  moment about rudder nose, cm, to  moment about. 
rudder axis; 
distance of center of pressure of air load; due to 
rudder displacement e,  on area OE (rudder area),,. 
af t  of leading edge of wing (rudder); 

c, ,~.  clc, cmC, c,, same cocfficients over rudder area; c& refers 
. .  . 

d(d6) ': 

y'as suffix: refers to wing section y; 
h aspeet,ratio of wing;. 
A(.. . .) 
d". 
de 

- - . average lift gradients'ovm area Or; ' 

change of.qunntity ( . . .).by rudder displacement 
f; 

ratio of changes of angl? of,attack..Au; and-rudder 
displacements E, causing eqnal changes Acov; 

a c ,  a a  
I au ' a,  

ai 
aj 

' 

partial differential quotient - when n remains 

constant. 
Forifurther no ta ths . see  no:5 and fig. 1 ,  3,and. 0. 

F.0 r m e l z  e i e h e  u. 
c1 Holfte des.Auftriebsgmdienten fur mveidimenrionale. ' 

e,,' e,, e;, , mittlere :Auftriebs-, ,Sormalkrafts- und hlomenten-.- 
beiwerte. der. Fliiche Oc;;(Abb. 3);.cm gilt .fur. dasi 
Moment um die FICgelnase; 

Nloment'um die-Rudernasc, ci,  fiir.das'Moment'um .' 
die Ruderaehse;, 

RuderausscNag; nuf: der FIBehe- Or:.(RuderflSche)), 
hintor dem Flpgel(Ruder)nase; 

Y e.? Zeiger deutet auf den Fliigelschnitt y; , 
h ,  , SeitenverhWnis des Flagels; 
A , (  . . ..). iinderung. der GrOsie.( . . .),durch ,RuderausseMag;. 

-. d' ' Verhiiltnis der Anb1asewinkelQnderungcn;nat und: 
ds RuderausscNBge, die gleiehe Werte. liefern; 

2; -- mittlsre.Auftriebsg~~~i~nten fiiri die FIiche.O<;- 

. Stremung; 

e;E, c ; ~ ;  c&; CA, desglei6Ken'fiiii das.Ruder; '~,~,gilt.fiii;dis 

d(d;) , Ahtand'des Druckpunktes d& LuftkrBfte 'dureh. 

ac- acd. 
au a€, 

aj Q, aj. (5)  @ 

partielles iDiff~~entialquotlentl-. r?i . hei:gleichbl~iljen~ .. 
' dem n. 

Siehe Piir weitere Fobrmelzeichen"*. 5 und Abb. 1, 3 und.0.. 
. ,  
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2. De .H?O.-concentratie van het D.V.L.-bad, 
waarin-seen proefmonsters zijn gepraaet. 

Ten eerste moest worden nagegaan, in hoeverre 
de H,O,-concentratie ' van 'het versche D.V.L.- 
bad, bij afwezigheid van 'proefmonsters, constant 
blijft. O m  dit vast. te stellen werd dagelijks de 

' H,O,-concentratie van het normale D.V..L.dbad 
getitreerd met natrium-thiosulfaat 0,l n. Ten 
tweede werd de invloed van het roeren. dat ge- 
schiedt met ca. 100 omw/min, onderzocht. Ten 
derde werd, om een eventueelen invloed van de 
inechanische botsingen van de HIOL tegen de 

.. proefplaten niet te veronachtzamen, een proef in- 
gezet waarbij. inplaats van metalen proefplaten. nu 

.glazen proefplaten van dezelfde afmetingen in  het 
bad waren geplaatst.. 

Het resultaat was; zooals, in fig. 1 grafisch is 

460 4% 
I. . . .  

' @t . .  
d . a  .a . P  a 10 M m 60ap 

Achteruit&ng.van de 'HzC)2-concentratie van het 
D.V.L.ibad, bij ahuerighdd v m .  proefmonstirs. 'gedurende 

80 dagen. 

TeckenCng N L.L. 
:Fig. 1. 

1. Stilstaand vloeistofmilieu. 
11. Gerwrd vloeistofmilieu. 

U t .  Geroerd .vloeistafmilieL en mechanische botsiqg tegen 

voorgesteld, dat de samenstelling van hef D.V.L.- 
bad. al of niet geroerd met of zonder proefplaten 
van 'glas. iiagenoeg constant is. Immers werd ge- 
constateerd, dat de, H,02-concentratie na 80 da- 
gen ca. 0,80/,, bedroeg (in plaats van IO/,,). Daar 
nu bij de normale corrosiebeproeving. nog afgezien 
van eventueele tusschentijdsche ververschingen. 
het 'bad '1 tot 4 weken in gebruik is.' kan deze con- 
centratiedaling als oabeteekenend word'en be- 
schouwd. De geringe, afwifiluingen tusschen d e  uit- 
komsten van de drie verschill~ende~proeven zijn van 
ondergeschikt 'belang en kunnen .aan toevallige 
omstandigheden te wijten zijn. 

glasplaten., 

' 

. 

3. De H?Ol-concehtratie van het .D.V.L.-bad 
gedurende de beproeving van twee verschil- 
lende lichte legeeringen. 

Het is bekend:en ook niet anders te verwachten. 
dat de H,O,iconcentratie van het D.V.L.-bad 
terugloopt bij aanwezigheid van de proefmonsters. 
Naar aangenomen wordt. ontleedt zich de HzO, 
kierbij .in zuurstof en water volgens de reactie: 

De vrijkomende zuurstof versnelt de aantasting 
vsn'het metaal aanzienlijk. Dit verbruik moet vol- 
gens DIN 4853 dagelijks worden aangevuld. 

' O m  .nu te onderzoeken hoeveel HzO, door 'twee 
verschillende lichte 'lqgeeringen wordt verbruikt. 
zijn twee proeven ingezet. waarbij in her eene bad 
Bondur (AI-Cu-Mg type) en in het andere bad 
het veel bestindiger Mangal (AI-Mn type) be- 
proefd werden. Teneinde het H,O,-concentratie-. 
verloop over een langeren tijd dan 24 uur te 
volgen. werden de dagelijksche bijvullingen' van het 
bad achterwege gelaten. Het .resultaat van deze 
twee,proeven is weergegeven in fig. 2. ' 

H?O? --+ H,O + 0 

Teek&ing N.L.L. 
Fig. 2. Achteruitgang van d: Ed?-concentratie van het 
D.V.L.-bad bij aanwezigheid w n  twee verschillende . l e g e -  
ringstypen. nl. Mangal ( AIdMn) en Bondur (AI-CulMg) 

gedurende 8 dagen. 

Het relatief snelle H,02-verbruik. bij Bondur is 
van dien 'aard. dat de beproevingscondities in beide 
gevallen' onderling zeer sterk afwijken,. ,Het Man-. 
gaal blijft nl. gedurende 24 uur in een bad van ca. 

terwijl dit bij Bondur volstrekt niet het ge- 
Val-is. , 

'Aangezien dus de beproevingscondities onder-. 
ling niet overeenkomen. mogen ook de beproe; 
vingsresultaten. niet onderling vergeleken worden. 

. -  

. .. 
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Men moet bovendien ,b'edenken. dat  het H,02- 
verbrulk direct ahhangt van de grootte van het 
metaaloppervlak. dat wordt beprbefd. Volgens 
'DIN 4853 mag men gaan tot 1 cm2 metaglopper-. 
vlak op 6 cc D.V.L.-bad. Voorzicbtigheidshalve 
werden de proeven genomen met 1 cm2 metaal op 
15 cc bad, ,hetgeen een veel gunstiger conditie is. 
De door DIN. 4853 aangegeven verhouding van 
1 cm2 metaaloppervlak op 6 cc bad is dus voor 
Bondur en analoge legeeringen te klein. 

Het groote verschil in verbuik 'van H,O, tus- 
schen de proef met Bondur en de proef met Man- ' 
gal werd aanvankelijk toegeschreven aan de groo- 
tere corrodeerbaarheid van het Bondur: Onbe- 
schermd Bondur is. d., zooals ,bek'end is. in zee-, 
water Leer onbestendig en 'in, Nkorten tijd geheel ver- 
teerd. .Even'wel w e d  . gevonden., d,at het stepke 
H202-veybruik 'niet vitsluitend door de corrosiere- 
actie zelf. maar w k  door nevenreacties van een ge- 
heel a d e r e n  aard veroorzaakt werd. Op deze 

+evenreacties wordt in'een afaonderlijk rapport. nl. 
deel 11. ingegaan. 

4. Het verband tusschen de aantastingssnhl- 
heid en de H?O,-concentratie. 

Bij de aantasting van aluminiumlegeeringen in 
'het D.V.L.-,bad !heeft men te maken met een 
reactiemelheid, in een iheterogeen systeem. Hmierbij 
kunnen zich evenwel complicaties voord:oen. zoowel 
doordat de  corrosieproducten zich gedeeltelijk op 
de prqefplaatjes vaqbhechten en de verdere inwer- 

I 

T c e k d n g ,  N.L.L: 
. . 

, Fig. 3. 'Aantating van Bondur-proefmonsters gedurende 
6 YUI, uiigedrukt in. gewichtsverlies. bij verschillende H&- 
concentraties. #De. spreidingen warden door, het gearceerde 

gebied aangegeven. 

. .  
king kunnen bGnvloeden. als ook dwrdat  he,t me- 
taal' n'iet iegelmabig word,t aangetast. .zooals bij 
interkristallijne corrosi,everschijn,selen zeer duidelijk 
naar voren komt. 

O m  hu in groote lijnen het verband na te  gaan 
tusschen de aantastingssnelheid en de H202-con- 
centratie, werd de volgende proef genomen. 

Vijf baden zijn bereid met verschillende H,O,-, 
concentraties. nl. 0.050/,,; 0.1 250/,,,: o.25°/~,$ 
0.3750/,,: en 0.50/n0. In ieder van deze vijf badlen 
zijn drie Bonsdur-proefstaafjes gedurende 6 uur.aan 
g e  hwerkig bloot.geskld. Teneinde den' sinvlod 
van den achteruihgang van'de H,O,-concentratie' 
geduren,de d'e proef zoo Bering mogelijk te houden, 
is weinig metaal t.0.v. 'de bad'hoeveelheid genomen, 
nl. 1 cmz metaal op 35 cc bad. 
' Geconstateerd werd. dat de gewichtsafname,van 
het Bondur-proefmonster practisch proportioneel', 
verloopt. met de H,O,-concentratie (zie fig. 3): 

De zich yormende laag van corrosieproducten 
blijkt dus, in tegenstelling met de oxydlaag, die 
ontstaat bij blootstelling aan de buitenlucht. geen 
corrosiebeschermende werking uit te oefenen. Aan; 
gezien de aantasting afhankelijk is van de H,O!- 
concentratie, moet deze gedurende den geheelen 
beproevingstijd constant worden gehouden, wil 
men de resultaten van verschillende metalen onder- 
ling kunnen vergelijken. Zelfs de aantastingen van 
een 'bepaalde legeering zullen uiteenloopen. indien 
niet voor eenzelfde verhouding tusschen metaal- 
oppervlak en hoeveelheid bad wordt gezorgd en op 
dezelfde tijden het aanvullen van de HI02-con- 
centratie plaats vindt. Met deze punten is in de 
bepalingen van DIN 4853 onvoldoende rekening 
gehouden. 

5. Samenvatting. 

de volgende resultaten geleid: 
De in dit rapport besproken proeven hebben .tot 

1. Het D.V.L.:bad zonder lichtmetaal is oqder 
normale laboratoriui-omstandigheden . .  zeer 
constant. 

2. Het roeren van het D.V.L.-bad heeft geen 
ongunstigen invloed op de constantbeid van 
de H?O+oncentratie. 

3. De snelheid van het ierugloopen van de 
H202-concentrat,ie gedurende de corrosie- 
beproeving van lichtmetaal is afhankelijk van. 
het betreffende metaal. 

4. De aantastingssnelheid gedurende de proef ' 
is afhankelijk van de H,O+oncentratie. 

5. De'zich in het D.V.L.-bad op het metaal vor- 
mendt- laag van corrosieproducten heeft geen 
corrosiebeschermende eigenschappen. 

6. De in *DIN 4853 gen,ormaliseerde' verhouding 
van metaaloppervlak tot bad,hoeveelbeid 
(minstens 1 : 6 )  en de periodieke Ibijvulling 
met H,02  iedere 24 uur, waarbqrgen geen ' ' 
reproduceerbare aantastingscond<ities. zoodat ' 

d,eze methode niet geschikt is om resultaten ~ . 
te verkrijgen. die onderling vergelijkbaar zijn. 

. 

. 
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' Report M:1015. ' 

The hy&pemiide concenhati6m in the 
. .  D.V.L.-corrarion testing method~(D1N 4853). Part 1. ; - 

Summary. 

The test aceitaim. how the hydrogenperoxyde concen- 
tration of the D.V.L. liquid reacts. It-was found that the 
hydrogenperoxide concentration remains sufficiently con- 
stant in the absence of testing samples: that moving of the- 

. In the p:esence of samples duralumin or analogous alloys; 
the .hydrogenperoxide concentration rapidly weakens:. whin 
samples, of alloy 60A and, ocher non-cupriferous allays are 
applied. hydrogenperoxyde .concentrations deteriorates, 

The corrosion 'of the testingsample is dependent on the 
hydrogenperoxydi concehration. Seeing that this concen- 
tiation is not constant, it is not admissible to compare the 
results, obtained with different types of alloys; with ea&. 
other. The test is being cbntinued. 

. . liquid has no influence on it. 

, muchmore slowly. 

. 

, , 

3. 

4. 
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der Korrasionsforschung: (Vaoidracht te Beriijn. gehou- 

Zeitschrift fiir Metallkunde, Januari 1928, blr. 1-7. . 

, 

den in 1927): . .  

M e h t - M .  1015. 
Die Wa-stoff~oxyd-Konrentration h i  der 

D.V.L.-Kormsiopriifungsmeihode (DIN 4853). Teil ,I. 

Zussmmenjassung. 
Bei der Untersuchung wird nachgepriift, wie die Wasaer- 

stoffperoxyde Konrentration der D.V.L.-Fliissigkeit sieh vel-, 
hait. Es wurde festgestellt, dasr 'die Wasserstoffperoxyd Kon- 
lentration bei Abwesenheit .van Probe? hinreichend konstant 
bleibt: dasz das Ruhren keinei Einflusr darauf ausiibt. '. 

Bei Anwesenheit van 'Proben Bondui oder ahnlichen Le- 
gierungen. Iauft die Waslerstoffperoxyd Kdnzeptiation 
rasch zuriick. bei Anwesenheit von Probe" Mangal und 
andere" kupfertreien Legierungen 18uft. die Wasserstaff- 
peroxyd Konrentration vie1 langsamer zuriick. 

Die Korrosion der Probe ist von der Wasserstoffperoxyd 
Konzentration abhiingig. . Weil diese Konzentration nicht 
konstant ist. ist e? auch nicht gestattet, die bei den yerxhie- 
denen Legierunystypen erzielten Ergebnisse miteinander iu  
vergleichen. Die Untersuchung wird fortgesetzt., 
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